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Exercice 1.1 TD1-Exercice1

Montrer que si n est un entier relatif alors 12n2 − 36n + 25 est un entier positif.

Aide 1
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Exercice 1.2 TD1-Exercice2

Soient x et y des réels, montrer que si x 6= y alors (x + 1)(y − 1) 6= (x− 1)(y + 1).

Aide 1
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Exercice 1.3 TD1-Exercice3

Soit n un entier, montrer que 3n est pair si et seulement si n est pair.

Aide 1
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Exercice 1.4 TD1-Exercice4

Montrer que si n est un entier, alors ou n est impair ou n(n + 2)(n + 3) est multiple
de 4.

Aide 1
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Exercice 1.5 TD1-Exercice5

Montrer que si x est un rationnel non nul, alors x
√

2 est irrationnel.

Aide 1
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Exercice 1.6 TD1-Exercice6

Montrer que pour tout entier n on a
n∑

i=0

i =
n(n + 1)

2

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice 1.7 TD1-Exercice7

Soit x un réel, les propositions suivantes sont-elles vraies ?

x2 < 0 ⇒ 3x > 1

5x < 7 ⇒ x2 ≥ 0

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice 1.8 TD1-Exercice8

Soient n et p deux entiers relatifs, montrer

np impair ⇔ n impair et p impair

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
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Exercice 1.9 TD1-Exercice9

1. P , Q et R sont trois propositions, montrer que :

(P ⇒ (Q ou R)) ⇔ ((P et nonQ) ⇒ R)

2. Montrer que :
Si n, p ∈ ZZ alors np est pair ou n2 − p2 est multiple de 8

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice 1.10 TD1-Exercice10

Soient P et Q deux propositions, est-ce que les propositions non (P ou Q), ((non P ) ou
Q) sont équivalentes ? Si la réponse est non, montrer qu’il existe une implication entre
ces propositions,

laquelle ? Montrer que l’autre implication est fausse.

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice 1.11 TD1-Exercice11

1. P et Q sont des propositions, montrer :

(Pou Q) ⇔ (( non P ) ⇒ Q) ⇔ (( non Q) ⇒ P ).

2. Démontrer que pour tout réel x on a x5 − x4 + x2 + 3 > 0 ou x < 2.

3. Démontrer que pour tout entier n on a n est pair ou n n’est pas multiple de 4.

Question 1 Aide 1
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 3 Aide 1 Aide 2
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Exercice 1.12 TD1-Exercice12

1. Montrer par récurrence que si n ∈ IN, alors 12n2 − 60n + 73 ∈ IN.

2. En déduire que si n ∈ ZZ, alors 12n2 − 60n + 73 ∈ IN.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 2 Aide 1 Aide 2
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Exercice 1.13 TD1-Exercice13

Soit E un ensemble, x un élément quelconque de E, P (x) et Q(x) sont deux proposi-
tions qui dépendent de x. On note AP = {x ∈ E,P (x)}, AQ = {x ∈ E,Q(x)}

Comment l’équivalence suivante se traduit-elle en utilisant les ensembles précé-
dents ?

∃x ∈ E, ((P (x) ou Q(x)) ⇔ (∃a ∈ E, P (a)) ou (∃b ∈ E, Q(b))

Aide 1
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Exercice 1.14 TD1-Exercice14

Soit E un ensemble. Soient A, B deux sous-ensembles de E. Démontrer que :

1. A ∩B = A ⇐⇒ A ⊂ B.

2. A ∪B = A ⇐⇒ B ⊂ A (on pourra passer aux complémentaires).

Aide 1
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Exercice 1.15 TD1-Exercice15

Soient A,B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E.

1. On rappelle que A \B = {x ∈ A; x 6∈ B}. Montrer que
–

(A ∩ C) \ (B ∩ C) = (A \B) ∩ C = (A ∩ C) \B = (C \B) ∩A.

–
A \ (A \B) = A ∩B.

2. On pose :
A4B = (A \B) ∪ (B \A)

Montrer que (A4B) ∩ C = (A ∩ C)4(B ∩ C).

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3



Sommaire

Exemples
Exercices

Documents

J précédent section N suivant I

18

Exercice 1.16 TD1-Exercice16

Soit E et F deux ensembles. Soit f une application qui à tout élément de E fait
correspondre un élément, noté f(x) de F . Soit la proposition

∀x ∈ E, ∀y ∈ E, (x 6= y) ⇒ (f(x) 6= f(y)).

1. Écrire la négation de cette proposition.

2. Écrire la contraposée de cette proposition.

3. Écrire la négation de la contraposée.

4. Comparer les deux négations obtenues en 1) et 3).

Question 1 Aide 1
Question 2 Aide 1
Question 3 Aide 1
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Exercice 1.17 TD1-Exercice17

On appelle E l’ensemble des applications définies sur IR à valeurs dans IR, soit f ∈ E.
On note

Kf = {x ∈ IR, f(x) = 0}, If = {y ∈ IR,∃x ∈ IR, y = f(x)}

1. Est-ce que ∀f ∈ E,Kf 6= ∅ ?
Est-ce que ∀f ∈ E, If 6= ∅ ?
Justifiez vos réponses.

2. On suppose dans cette question que f, g ∈ E et f(0) = g(0) = 0.

(a) Montrer que Kf ∩ Ig 6= ∅.
(b) Montrer que Kg ⊂ Kf◦g.

(c) On suppose que Kf ∩ Ig = {0}, montrer qu’alors Kg = Kf◦g.

3. (a) Montrer que If◦g ⊂ If .

(b) On suppose Ig = IR, montrer que If◦g = If

Aide 1
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Exercice 2.1 TD2-Exercice1

Soit g une application bijective de IR dans IR, montrer que l’application f = −g est
bijective, exprimer f−1 à l’aide de g−1

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
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Exercice 2.2 TD2-Exercice2

1. Soit l’application f de IR2 dans IR2 définie par f(x1, x2) = (x1 + x2, 2x1 + 3x2).
Montrer que f est bijective.

2. Soit l’application f de IR2 dans IR2 définie par
f(x1, x2) = (2x1 − 3x2,−4x1 + 6x2).
Montrer que f n’est pas injective. Déterminer Imf .

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8 Aide 9 Aide 10
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7
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Exercice 2.3 TD2-Exercice3

Soient deux applications f : A → B et g : B → C.

1. Montrer que si f n’est pas injective alors g ◦ f n’est pas injective.

2. Montrer que si g n’est pas surjective alors g ◦ f n’est pas surjective.

3. Lesquelles des propriétés suivantes sont-elles vraies (bien entendu justifier)

(a) Si g ◦ f est injective alors f est injective .

(b) Si g ◦ f est injective alors g est injective .

(c) Si g ◦ f est surjective alors f est surjective .

(d) Si g ◦ f est surjective alors g est surjective .

4. (a) Donner des conditions nécessaires pour que g ◦ f soit injective, puis pour que
g ◦ f soit surjective.

(b) Donner des conditions suffisantes pour que g ◦ f soit injective, puis pour que
g ◦ f soit surjective.

Aide 1
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Exercice 2.4 TD2-Exercice4

Soient trois applications f : A → B, g : B → C et h : C → D. On suppose que
g ◦ f et h ◦ g sont bijectives. On note f1 l’application réciproque de g ◦ f , h1, l’application
réciproque de h ◦ g.

1. Montrer que les trois applications f , g et h sont bijectives.

2. Donner les expressions de f−1, g−1, h−1 en fonction de f, g, h, f1, h1.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice 2.5 TD2-Exercice5

Etant donné un ensemble A ⊂ IR, écrire avec des quantificateurs les propriétés
suivantes :

1. M n’est pas un majorant de A.

2. m est un minorant de A.

3. A est majoré.

4. A n’est pas minoré.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 3 Aide 1 Aide 2
Question 4 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice 2.6 TD2-Exercice6

Soient a et b deux nombres réels tels que pour tout nombre réel x vérifiant b ≤ x, on
ait a ≤ x. Montrer que a ≤ b.

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7
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Exercice 2.7 TD2-Exercice7

Montrer que les ensembles suivants sont bornés, déterminer leur borne inférieure
et leur borne supérieure. Ces ensembles ont-ils un plus petit élément, un plus grand
élément ?

A = {1 + (−1)n

n , n ∈ IN∗}, B = {(−1)n + 1
n , n ∈ IN∗}.

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
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Exercice 2.8 TD2-Exercice8

1. Montrer que l’ union d’un nombre fini de parties bornées de IR est une partie
bornée de IR.

2. Est-ce que le résultat précédent est toujours vrai quand il y a un nombre infini de
parties bornées ?

3. Montrer que l’intersection d’un nombre quelconque de parties bornées est une
partie bornée.

Aide 1
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Exercice 2.9 TD2-Exercice9

Soient A et B deux parties non vides de IR telles que ∀(a, b) ∈ A×B, a < b.

1. Montrer que A admet une borne supérieure et B admet une borne inférieure.

2. Montrer que supA ≤ infB.

3. Est-il possible de démontrer l’inégalité stricte ?

Aide 1



Sommaire

Exemples
Exercices

Documents

J précédent section N

30

Exercice 2.10 TD2-Exercice10

Soit l’intervalle I = [0, 1] ⊂ IR. On considère une application f : I → I, croissante
sur I. On veut montrer que f admet un point fixe, c’est à dire qu’il existe x ∈ I tel que
f(x) = x. On pose

B = {x ∈ I; f(x) ≥ x}

1. Montrer que B 6= ∅.
2. Montrer que B admet une borne supérieure b et b ∈ I.

3. Montrer que f(b) est un majorant de B. En déduire que b ∈ B.

4. Montrer que x ∈ B =⇒ f(x) ∈ B.

5. En déduire que f(b) = b.

6. Est-il possible de démontrer l’existence d’un point fixe lorsque f est une fonction
décroissante ?

Question 1 Aide 1
Question 2 Aide 1 Aide 2
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 4 Aide 1
Question 5 Aide 1 Aide 2
Question 6 Aide 1
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Exercice 3.1 TD3-Exercice1

Montrer en utilisant la définition que un =
n− 1
2n

admet 1
2 comme limite.

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice 3.2 TD3-Exercice2

Soient (un) et (vn) deux suites réelles.

1. On suppose que (un) converge, (vn) diverge, est-ce que (un + vn) converge ?

2. On suppose que (un) diverge, (vn) diverge, est-ce que (un + vn) converge ?

Question 1 Aide 1
Question 2 Aide 1
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Exercice 3.3 TD3-Exercice3

Dans chacuns des cas suivants , la suite (un) est-elle convergente ? Si oui quelle est
sa limite ? On ne demande pas d’utiliser la définition, mais d’utiliser précisément les
résultats démontrés dans le cours.

1.

i) un =
n2 − 1

n
, n ∈ IN∗, ii) un =

√
2n2 − 1− 1

n
, n ∈ IN∗,

2.

iii) un =
e
√

n2+1

en
, n ∈ IN, iv) un =

n∑
k=0

(k + 1), n ∈ IN,

3.
v) un = n sin

1
n

, n ∈ IN∗, vi) un =
1
n

sinn, n ∈ IN∗,

4.
vii) un = n2 sin

1
n

, n ∈ IN∗ viii) un = (−1)n

n sin
1
n

, n ∈ IN∗,

5.

ix) un =

(
1
2

)n +
(

1
5

)n(
1
2

)n+1 +
(

1
6

)n−1 , n ∈ IN. x) un =
n∑

k=0

2k

3k+2
, n ∈ IN
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Exercice 3.3
TD3-Exercice3

Réponses : i) tend vers +∞, ii) converge vers
√

2, iii) converge vers 1,
iv) tend vers +∞, v) converge vers 1, vi) converge vers 0,
vii) tend vers +∞, viii) converge vers 0, ix) converge vers 2, x) converge

vers 1
3 .

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 4 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 5 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice 3.4 TD3-Exercice4

On définit un =
∫ 1

0
tn cos tdt, vn =

∫ 1

0
tn sin tdt

1. Montrer que les suites (un) et (vn) convergent.

2. Montrer que la suite (nun) converge, calculer sa limite. (Réponse : cos 1).

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2 Aide 1 Aide 2
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Exercice 3.5 TD3-Exercice5

u0, a, b sont des réels donnés, on définit : un+1 = aun + b, n ∈ IN.

1. On choisit b = 1 et successivement a = 1
2 , a = −1

2 , a = 2, a = −2. Dans chacun de
ces cas, étudier graphiquement si la suite est croissante, décroissante, convergente
(si oui, vers quelle limite ?)

2. (a) Etudier le cas a = 1.

(b) Dans le cas a 6= 1, b quelconque, lorsque la suite converge, que vaut sa limite
l ?

(c) Etudier la convergence de la suite (un) (on pourra étudier la suite de terme
général vn = un − l)

Réponse : la suite converge si et seulement si(
(a = 1 et b = 0) ou

(
a 6= 1 et u0 =

b

1− a

)
ou (|a| < 1)

)
.

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2a Aide 1 Aide 2
Question 2b Aide 1
Question 2c Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
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Exercice 3.6 TD3-Exercice6

Lorsque l’on veut étudier une suite récurrente définie par un+1 = f(un), on étudie
les variations de f , le signe de f(x) − x, on détermine, s’il(s) existe(nt), le(s) point(s)
fixe(s) de f .

1. On définit f(x) =
2x3 + 2x− 1

3
, u0 étant donné, on définit la suite un+1 = f(un)

Etudier la convergence de la suite (un). Réponse : la suite diverge sauf si u0 = 1.

2. On définit f(x) =

√
x + 1

2
, 0 ≤ u0 ≤ 1, (un+1 = f(un), n ∈ IN).

(a) Montrer que un est défini pour tout n ∈ IN.
(b) Etudier graphiquement la suite (un).
(c) Démontrer les résultats précédents.

Réponse : (un) converge vers 1.
3. On définit f(x) = 1

2(x2 + 1), u0 ∈ IR, (un+1 = f(un), n ∈ IN).
(a) Etudier graphiquement la suite (un).
(b) Démontrer les résultats précédents dans le cas u0 ≥ 0.
(c) Etudier le cas u0 < 0.

Réponse : la suite converge pour u0 ∈ [−1,+1], elle diverge sinon.

Aide 1
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Exercice 3.7 TD3-Exercice7

a, b, c, d étant quatre nombres réels, on définit quand c’est possible,

un+1 =
aun + b

cun + d
.

1. Si la suite (un) est définie pour tout n et converge vers l, montrer que l vérifie une
équation du second degré que l’on précisera.
Dans le cas où cette équation admet deux racines réelles l1 et l2, on définit la suite

vn =
un − l1
un − l2

, on pourrait montrer que cette suite est une suite géométrique.

Dans le cas où cette équation admet une racine réelle double l, on définit la suite

vn =
1

un − l
, on pourrait montrer que cette suite est une suite arithmétique.

2. Soit u0 ∈ IR, un+1 =
un − 9
un + 1

.

(a) On suppose que un est défini pour tout n, est-ce que la suite (un) est conver-
gente ?

(b) Si la suite est convergente, comment faut-il choisir u0 pour que tous les
termes un soient définis. Penser à utiliser vn.

3. Soit u0 ∈ IR, un+1 =
3un − 8
2un − 5

.

(a) On suppose que un est défini pour tout n, est-ce que la suite (un) est conver-
gente ?
(Réponse : converge vers 2)
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Exercice 3.7
TD3-Exercice7

(b) Si la suite est convergente, comment faut-il choisir u0 pour que tous les

termes un soient définis. Penser à utiliser vn. (Réponse : u0 6= 2 +
1

2(n + 1)
)

4. Soit u0 ∈ IR, un+1 =
−un + 4
2un − 3

.

(a) On suppose que un est défini pour tout n, est-ce que la suite (un) est conver-
gente ?
Réponse : converge vers −1 pour u0 6= 2, converge vers 2 pour u0 = 2.

(b) Si la suite est convergente, comment faut-il choisir u0 pour que tous les

termes un soient définis. Penser à utiliser vn. (Réponse : u0 6=
2(−5)n+1 + 1
(−5)n+1 − 1

)

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2a Aide 1 Aide 2
Question 3a Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 3b Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 4a Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 4b Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
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Exercice 3.8 TD3-Exercice8

On suppose 0 < b < a, montrer que les suites définies par

un+1 =
aun + bvn

a + b
, vn+1 =

bun + avn

a + b

sont adjacentes.
Déterminer leur limite.

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8 Aide 9 Aide 10
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Exercice 3.9 TD3-Exercice9

1. (a) i. Chercher toutes les suites géométriques qui vérifient la relation

2un = 5un−1 − 2un−2, n ∈ IN, n ≥ 2. (3.1)

ii. Montrer que si deux suites quelconques de terme général vn et v′n véri-
fient la relation (3.1), alors la suite wn = vn + v′n vérifie également cette
relation.

(b) Utiliser la question précédente pour trouver une suite (un) qui vérifie les
conditions :

u0 = 6, u1 = 9, 2un = 5un−1 − 2un−2, n ∈ IN, n ≥ 2 (3.2)

(c) i. Montrer que la suite (un) ainsi définie est la seule qui vérifie les condi-
tions (3.2).

ii. La suite (un) est-elle convergente ? (Réponse : non).

2. Mêmes questions pour la suite définie par

u0, u1 deux réels donnés , un =
un−1 + 2un−2

3
, n ∈ IN, n ≥ 2.

Réponse : la suite converge vers
2
5
u0 +

3
5
u1
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3. (a) i. Chercher toutes les suites géométriques qui vérifient la relation

un = −2un−1 − un−2, n ∈ IN, n ≥ 2. (3.3)

ii. Montrer que si la suite géométrique de terme général vn vérifie la relation
(3.3), alors la suite v′n = nvn vérifie également cette relation.

(b) Utiliser la question précédente pour trouver la suite un qui vérifie les condi-
tions :

u0, u1 réels donnés , un = −2un−1 − un−2, n ∈ IN, n ≥ 2 (3.4)

(c) La suite (un) est-elle convergente ? Réponse : non sauf si u0 = u1 = 0

Question 1(a)iAide 1 Aide 2 Aide 3
Question 1(a)iiAide 1
Question 1b Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 1(c)iAide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 1(c)iiAide 1
Question 2 Aide 1
Question 3(a)iAide 1 Aide 2
Question 3(a)iiAide 1 Aide 2
Question 3b Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 3c Aide 1
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Exercice 3.10 TD3-Exercice10

1. Soit a un nombre réel, soit (un) une suite qui vérifie

∀n ∈ IN∗|un − a| ≤ 1
n

Montrer que la suite (un) converge vers a.

2. Soit A un sous ensemble de IR, on suppose que A admet une borne supérieure a.
Montrer qu’il existe une suite d’éléments de A qui converge vers a.

3. Soit A un sous ensemble de IR, soit a un majorant de A. On suppose qu’il existe
une suite (un) d’éléments de A qui vérifie lim

n→+∞
un = a. Montrer que a est borne

supérieure de A.

4. Enoncer des résultats similaires dans le cas de la borne inférieure.
Utiliser ces résultats pour déterminer la borne inférieure de

A = {(−1)n +
1
n

, n ∈ IN∗}.

Aide 1
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4 Exercices de TD - chapitre4 (P06)
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Exercice 4.1 TD4-Exercice1

1. Montrer en utilisant les suites que les fonctions suivantes n’admettent pas de
limite quand x tend vers 0.

f1(x) = sin
1
x

, f2(x) = cos
1
x

, f3(x) =
x

|x|
cos x

2. Ces fonctions admettent-elles une limite à droite ? Une limite à gauche ?

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
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Exercice 4.2 TD4-Exercice2

Soit f une fonction définie sur IR \ {a} telle que lim
x→a

f(x) = l, soit g une fonction qui
tend vers +∞ quand x tend vers a.

1. On suppose que l > 0.

(a) Montrer qu’il existe un voisinage V de a tel que sur V \ {a} f(x) soit minorée
par un minorant strictement positif.

(b) Montrer en utilisant la définition que f(x)g(x) tend vers = +∞ quand x tend
vers a.

2. Que se passe-t-il si l < 0 ?

3. Que se passe-t-il si l = 0 ?

Question 1a Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 1b Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 2 Aide 1
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice 4.3 TD4-Exercice3

E désigne la fonction partie enrière, soient a et b deux réels strictement positifs, on
définit

f1(x) =
x

a
E

(
b

x

)
, f2(x) =

b

x
E
(x

a

)
.

1. Est-ce que f1 admet une limite quand x tend vers 0 ? Si oui, laquelle ?

2. Est-ce que f2 admet une limite quand x tend vers 0 ? Si oui, laquelle ?

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
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Exercice 4.4 TD4-Exercice4

Préciser si les limites suivantes existent, si oui donner leur valeur.

i) lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx
, ii) lim

x→0

(1 + x)n − 1
x

,

iii) lim
x→±∞

x + 2−
√

x2 + 4x, iv) lim
x→0

√
1
x2

+
1
x

+ 1−
√

1
x2

+
1
x
− 1

v) lim
x→2

x−
√

2x

x− 2
, vi) lim

x→+∞

√
x√

x +
√

x
,

vii) lim
x→0

sin 2x

tan 3x
viii) lim

x→+∞

e3x + 1
ex − 2

Réponses : i) 0, ii) n,
iii) tend vers −∞ dans un cas, admet 0 comme limite dans l’autre cas.
iv) 0, v) 1

2 , vi) 1, vii) 2
3 , viii) tend vers +∞.

Aide 1 Aide 2
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Exercice 4.5 TD4-Exercice5

1. Soit a un nombre réel, montrer que :

a = 0 ⇔ (∀ε > 0, |a| < ε)

2. Montrer que si f est une fonction périodique qui admet une limite l lorsque x tend
vers +∞, alors f est constante.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice 4.6 TD4-Exercice6

Soit la fonction définie par f(x) = ex.

1. Montrer en utilisant la définition que la fonction f est continue en 0. Faire une
figure.

2. Montrer en utilisant la définition que la fonction f est continue en tout point x0

de IR.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice 4.7 TD4-Exercice7

1. Soit f : [a, b] → [a, b] une application continue, montrer que l’équation
f(x) = x admet une solution (au moins). Cette solution est-elle unique ?

2. Soit f : [a, b] → [a, b] une application continue qui vérifie :

∀x1, x2 ∈ [a, b], x1 6= x2 ⇒ |f(x1)− f(x2)| < |x1 − x2|.

Montrer que l’équation f(x) = x admet une solution unique.

3. Soit f : [a, b] → [a, b] une application continue et décroissante. Montrer que l’équa-
tion f(x) = x admet une unique solution.

4. Soit f : [a,+∞[→ [a,+∞[ une application continue, est-ce que l’équation f(x) = x
admet une solution ?

Aide 1
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Exercice 4.8 TD4-Exercice8

Soit f : [a, b] → IR une application continue et α et β deux réels strictement positifs,
montrer qu’il existe c appartenant à [a, b] tel que

αf(a) + βf(b) = (α + β)f(c).

Aide 1 Aide 2
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Exercice 4.9 TD4-Exercice9

Montrer qu’une application continue et périodique est bornée.

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
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Exercice 4.10 TD4-Exercice10

Soit la fonction définie par f(x) = ex.

1. Montrer en utilisant la définition que la fonction f est uniformément continue sur
[0, 1].

2. (a) Ecrire la proposition P : "f est uniformément continue sur IR ".

(b) Ecrire non P .

(c) Soit η > 0, on définit x2 = x1 + η
2 , quelle valeur faut-il donner à x1 pour que

|ex1 − ex2 | = 1 ?

(d) En déduire que f n’est pas uniformément continue sur IR.

Aide 1
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Exercice 4.11 TD4-Exercice11

On suppose a < b.
1. Soit f une fonction continue sur [a, b], on suppose qu’il existe x1, x2, x3 tels que

a ≤ x1 < x2 < x3 ≤ b, f(x1) < f(x2), f(x3) < f(x2).

On pose

y = max(f(x1), f(x3)), y2 =
y + f(x2)

2
.

(a) Montrer que y2 ∈]f(x1), f(x2)[, y2 ∈]f(x3), f(x2)[.
(b) En déduire que f n’est pas injective.
(c) Soit f une fonction continue sur [a, b], on suppose qu’il existe x1, x2, x3 tels

que
a ≤ x1 < x2 < x3 ≤ b, f(x1) > f(x2), f(x3) > f(x2).

Montrer que f n’est pas injective, on pourra utiliser la fonction −f .
2. (a) Utiliser ce qui précède pour montrer qu’une fonction continue sur [a, b] qui

n’est pas strictement monotone n’est pas injective.
(b) Soit f une fonction définie et injective sur [a, b], est-ce que f est strictement

monotone ?
(c) Soit f une fonction définie et strictement monotone sur [a, b], est-ce que f est

injective ?

Aide 1
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5 Exercices de TD - chapitre5 (P10)
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Exercice 5.1 TD5-Exercice1

Utiliser la définition de la dérivée pour calculer les limites suivantes.

i)
ex − 1

x
quand x → 0, ii)

lnx

x− 1
quand x → 1,

iii)
ln(1 + x)

x
quand x → 0, iv)

sinx−
√

3
2

cos x− 1
2

quand x → π

3
,

v)
sin
(
x− π

3

)
1− 2 cos x

quand x → π

3
, vi)

ex − e−x

sin x
quand x → 0

réponses : i) 1, ii) 1, iii) 1, iv) −1√
3
, v) 1√

3
vi) 2.

Aide 1 Aide 2
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Exercice 5.2 TD5-Exercice2

Calculer les dérivées suivantes lorsqu’elles existent :

cos(x2+1), cos2 x, sin(cos x)), ln |2x2−3x+1|, ln(lnx), e3x2+1,
1

ex+3
, xex, e

1
x2−1 ,

(
1 +

1
x

)x

réponses :

−2x sin(x2 + 1), −2 cos x sinx, − sinx cos(cos x),
4x− 3

2x2 − 3x + 1
pour x /∈ {1,

1
2
},

1
x lnx

pour x > 1, 6xe3x2+1, −e−x−3, (1 + x)ex,

−2x

(x2 − 1)2
e

1
x2−1 pour x /∈ {−1, 1},

(
ln
(

1 +
1
x

)
− 1

x + 1

)(
1 +

1
x

)x

pour x /∈ [−1, 0]
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Exercice 5.3 TD5-Exercice3

1. Calculer la dérivée neme de la fonction f(x) = (x− a)n(x− b)n.

2. Choisir a = b, en déduire la relation
(

2n
n

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)2

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice 5.4 TD5-Exercice4

1. Montrer que lim
x→+∞

cos
1
x

= 1, lim
x→+∞

x cos
1
x
− x = 0, lim

x→+∞
x2 cos

1
x
− x2 +

1
2

= 0.

2. On définit la fonction f sur IR∗ par f(x) = cos
1
x

.

(a) Montrer que f est dérivable sur IR∗, calculer f ′(x).

(b) La fonction f admet-elle une limite quand x tend vers 0.

(c) Représenter rapidement la courbe d’équation y = f(x), en particulier quel est
le comportement de la courbe quand x tend vers l’infini ?

(d) i. Est-il possible de prolonger f par continuité en 0 ?

ii. Si oui la fonction f̂ ainsi définie est-elle dérivable en 0 ? Si oui calculer
f̂ ′(0).

iii. Si f̂ est dérivable en 0, f̂ ′ est-elle continue en 0 ?

3. Mêmes questions pour f(x) = x cos
1
x

puis pour f(x) = x2 cos
1
x

.

Aide 1
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Exercice 5.5 TD5-Exercice5

Utiliser la formule des accroissements finis pour montrer les inégalités suivantes :

1. ∀x ∈]0, π
2 ], 0 < sinx < x, 1− x2 < cos x < 1.

2. ∀x ∈]0, π
4 ], x < tanx < 2x.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8 Aide 9
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice 5.6 TD5-Exercice6

Soit f une fonction définie sur [a, b] telle que f ′ et f ′′ soient définies et continues sur

[a, b]. On définit φ(x) =
f(a) + f(x)

2
− f

(
a + x

2

)
− (x− a)2

8
α.

1. Montrer que φ est dérivable sur [a, b], calculer φ′(x), calculer φ(a).
2. On choisit α tel que φ(b) = 0, utiliser le théorème de Rolle pour en déduire qu’il

existe c ∈]a, b[ tel que

α =
f ′(c)− f ′

(
a + c

2

)
c− a

2

.

3. Utiliser le théorème des accroissements finis pour en déduire qu’il existe d ∈]a, b[
tel que α = f ′′(d).

4. Déduire de ce qui précède que

∃d ∈]a, b[,
f(a) + f(b)

2
− f

(
a + b

2

)
=

(b− a)2

8
f ′′(d)

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 2 Aide 1 Aide 2
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7
Question 4 Aide 1
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Exercice 5.7 TD5-Exercice7

1. Soit f une application convexe de I intervalle réel vers IR. Soient n ∈ IN∗, x1, x2, . . . , xn,
éléments de I, on veut montrer la propriété Pn :

Pn : f

(
x1 + x2 + . . . + xn

n

)
≤

f(x1) + f(x2) + . . . + f(xn)
n

(a) Montrer que P1 et P2 sont vraies.

(b) Montrer par récurrence que Pn+1 est vraie (on pourra poser a =
x1 + x2 + . . . + xn

n
).

2. Utiliser la question précédente pour montrer que

∀x1, x2, . . . , xn ∈ IR (x1 + x2 + . . . + xn)2 ≤ n(x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n)

Question 1a Aide 1
Question 1b Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
Question 2 Aide 1
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Exercice 5.8 TD5-Exercice8

Est-ce que la composée de fonctions convexes est convexe ? Justifier votre réponse.

Aide 1 Aide 2
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Exercice 5.9 TD5-Exercice9

Donner le domaine de définition et la représentation graphique des fonctions sui-
vantes :

f1(x) = sin(arcsinx), f2(x) = arcsin(sinx).

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8
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Exercice 5.10 TD5-Exercice10

On définit f(x) = arctan
(

1−x
1+x

)
.

1. Quel est le domaine de définition D de f ?

2. Calculer la dérivée de la fonction f . En déduire une expression plus simple de f(x)
(distinguer selon les valeurs de x).

3. Tracer la courbe d’équation y = f(x).

4. Déterminer Im f .

5. Montrer que f est bijective de D sur Im f .

6. Donner une expression de g = f−1. Tracer la courbe représentative de g.

7. Calculer g′, retrouver l’expression de f ′.

Aide 1
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Exercice 5.11 TD5-Exercice11

On définit la fonction f(x) =
2x + 1√

x2 + x + 1
.

1. Montrer que f admet une fonction réciproque g dont on précisera le domaine de
définition.

2. Montrer que g est dérivable sur son domaine de définition. Calculer g′(1).

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7
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Exercice 6.1 TD6-Exercice1

1. Etant donnés les réels a0, a1, a2, a3, déterminer le polynôme p de degré inférieur
ou égal à 3 vérifiant p(i)(0) = ai.

2. Etant donnés le réel x0 et les réels a0, a1, a2, a3, déterminer le polynôme p de degré
inférieur ou égal à 3 vérifiant p(i)(x0) = ai.

3. On définit p(x) = x3 − 2x, on veut écrire p sous la forme
p(x) = α0 + α1(x− 1) + α2(x− 1)2 + α3(x− 1)3. Déterminer α0, α1, α2, α3.

Question 1 Aide 1
Question 2 Aide 1
Question 3 Aide 1
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Exercice 6.2 TD6-Exercice2

On appelle cosinus et sinus hyperbolique les fonctions définies de la façon suivante :

chx =
ex + e−x

2
, shx =

ex − e−x

2

1. Calculer le développement de Taylor Lagrange à l’ordre 4 au voisinage de 0 des
fonctions suivantes (α est un paramètre) :
i) α− cos x, ii) α− ex, iii) sin x− αx, iv) ln(2 + x),
v) shx, vi) chx− 1, vii) (1 + x)4 − αx− 1

2. Les expressions précédentes sont-elles des infiniment petits au voisinage de 0 ? Si
oui de quel ordre ? Préciser leur partie principale. Discuter en fonction du para-
mètre α.
Réponses :
i) pour α = 1, partie principale x2

2 , ii) pour α = 1, partie principale − x,

iii) pour α 6= 1, partie principale (1− α)x, pour α = 1, partie principale −x3

6 ,

v) partie principale x, vi) partie principale x2

2

vii) pour α 6= 4, partie principale (4− α)x, pour α = 4, partie principale 6x2

3. Calculer le développement de Taylor Lagrange à l’ordre 2 au voisinage de x0 6= 0
des fonctions suivantes (α est un paramètre) :

i) α− cos x, ii) α− ex, iii) sin x− x, iv) (1 + x)4 − 1
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Exercice 6.2
TD6-Exercice2

4. Les expressions précédentes sont-elles des infiniment petits au voisinage de x0 ?
Si oui de quel ordre ? Préciser leur partie principale. Discuter en fonction du pa-
ramètre α.
Réponses : i) pour α = cos x0,
– Pour sinx0 6= 0, partie principale (x− x0) sinx0,

– Pour sinx0 = 0, partie principale (x−x0)2

2 cos x0,
ii) pour α = ex0 , partie principale − (x− x0)ex0

iv) pour x0 = −2, partie principale − 4(x + 2)

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 3 Aide 1 Aide 2
Question 4 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice 6.3 TD6-Exercice3

Donner un ordre suffisant qui permette d’approcher sinus de 61 degrés à l’aide d’un
développement de Taylor faisant intervenir cosinus de 60 degrés et sinus de 60 degrés
en commettant une erreur inférieure à 10−3 en valeur absolue.

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8
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Exercice 6.4 TD6-Exercice4

Déterminer le développement limité au voisinage de 0 à l’ordre 3 des fonctions

ex ln(1 + x),
√

1 + x cos x

Réponse :

ex ln(1 + x) = x +
x2

2
+

x3

3
+ x3ε(x)

√
1 + x cos x = 1 +

x

2
− 5x2

8
− 3x3

16
+ x3ε(x)

Aide 1
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Exercice 6.5 TD6-Exercice5

1. Utiliser la division suivant les puissances croisssantes pour déterminer le déve-

loppement limité à l’ordre 3 au voisinage de 0 de
ln(1 + x)
1 + sin x

.

2. Utiliser le développement limité de 1
1+x (au voisinage de quel point ?) pour obtenir

le développement limité à l’ordre 3 au voisinage de 0 de
1

1 + sin x
.

3. Retrouver le résultat de la 1ère question en effectuant un produit de développe-
ments limités.

4. Calculer le développement limité à l’ordre n au voisinage de 0 des fonctions sui-
vantes :

(a)
ex

cos x
, n = 3.

(b)
sinx

x
, n = 4.

(c)
x

sinx
, n = 4.
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Exercice 6.5
TD6-Exercice5

Réponses :
ex

cos x
= 1 + x + x2 +

2x3

3
+ x3ε(x)

sinx

x
= 1− x2

6
+

x4

120
+ x4ε(x)

x

sinx
= 1 +

x2

6
+

7
360

x4 + x4ε(x)

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 3 Aide 1
Question 4a Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 4b Aide 1
Question 4c Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
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Exercice 6.6 TD6-Exercice6

Déterminer le développement limité à l’ordre 6, au voisinage de 0, de la fonction

f(x) = 3 +
∫ x

0
et2dt.

Réponse :

f(x) = 3 + x +
x3

3
+

x5

10
+ x6ε(x)

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice 6.7 TD6-Exercice7

On définit f(x) = tanx.

1. Montrer que f ′ admet un développement limité à l’ordre 6 au voisinage de 0.

2. Montrer que parmi les 7 coefficients à déterminer, avant tout calcul, on peut affir-
mer que certains d’entre eux sont nuls. Combien reste-t-il de coefficients inconnus
à déterminer ?

3. Donner l’expression du développement limité à l’ordre 7 de f(x) au voisinage de 0
à l’aide de ces coefficients.

4. On sait que f ′(x) = 1 + f2(x), utiliser cette relation pour en déduire le développe-
ment limité à l’ordre 7 de f(x) au voisinage de 0
Réponse :

tanx = x +
x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+ x7ε(x)

Aide 1
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Exercice 6.8 TD6-Exercice8

1. (a) Déterminer le développement limité à l’ordre 3 de ln(1+ x
2 ) au voisinage de 0.

(b) En déduire le développement limité à l’ordre 3 de ln(2+x) au voisinage de 0.

(c) Comparer avec ce qui a été trouvé dans l’exercice 6.2.

2. Calculer le développement limité à l’ordre 3 au voisinage de 0 de

(a)
ln(1 + cos x)

(b)
ln(1 + sinx)

Réponse :

ln(1 + cos x) = ln 2− x2

4
+ x3ε(x)

ln(1 + sinx) = x− x2

2
+

x3

6
+ x3ε(x)
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Exercice 6.8
TD6-Exercice8

Question 1a Aide 1
Question 1b Aide 1
Question 1c Aide 1
Question 2a Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 2b Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
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Exercice 6.9 TD6-Exercice9

Calculer les développements limités à l’ordre n au voisinage de a des fonctions f(x)
dans les cas suivants :

(f(x) =
√

1 + cos x, a = 0, n = 2), (f(x) =
√

cos x, a = 0, n = 4),

(f(x) =

√
ln(1 + x)

x
, a = 0, n = 2),

(f(x) = arctan shx, a = 0, n = 3), (f(x) =
tanx√

2 cos x + 1
, a =

π

4
, n = 2).

Réponses :
√

cos x = 1− x2

4
− x4

96
+ x4ε(x)

√
1 + cos x =

√
2
(

1− x2

8

)
+ x2ε(x)√

ln(1 + x)
x

= 1− x

4
+

13x2

96
+ x2ε(x)

arctan shx = x− x3

6
+ x3ε(x)

tanx√
2 cos x + 1

=
1
2

+
5h

4
+

7h2

4
+ h2ε(h), avec h = x− π

4
.



Sommaire

Exemples
Exercices

Documents

J précédent section N suivant I

JJ 82

Exercice 6.9
TD6-Exercice9Aide 1
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Exercice 6.10 TD6-Exercice10

1. Retrouver les limites de l’exercice 5.1 en utilisant les développements limités

i) lim
x→0

ex − 1
x

, ii) lim
x→1

lnx

x− 1
, iii) lim

x→0

ln(1 + x)
x

,

iv) lim
x→π

3

sinx−
√

3
2

cos x− 1
2

, v) lim
x→π

3

sin
(
x− π

3

)
1− 2 cos x

, vi) lim
x→0

ex − e−x

sinx

2. Calculer les limites suivantes :

(a)
lim
x→π

4

cos x− sinx

ln(tanx)
.

(b)

lim
x→0

ln(cos x− 2 sinx)
x

.

(c)

lim
x→+∞

x ln
(

1 +
1
x

)
.
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Exercice 6.10
TD6-

Exercice10

Réponses :

− 1√
2
, −2, 1.

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2a Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 2b Aide 1 Aide 2
Question 2c Aide 1 Aide 2
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Exercice 6.11 TD6-Exercice11

Déterminer les nombres a et b tels que la fonction f définie par :

f(x) = cos x− 1 + ax2

1 + bx2

soit, au voisinage de 0, un infiniment petit d’ordre aussi élevé que possible, trouver alors
sa partie principale.

Réponse : a = − 5
12

, b =
1
12

,
x6

480

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8
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Exercice 6.12 TD6-Exercice12

Etudier et tracer la courbe représentative de la fonction f(x) = (x + 2)e
1
x .

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
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7 Exercices de TD - chapitre7 (P10)
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Exercice 7.1 TD7-Exercice1

Soit la fonction f(x) = ex, N étant un entier , on pose h = 1
N .

On définit
– une subdivision de [0, 1] par xi = ih, 0 ≤ i ≤ N ,
– les fonctions étagées

– u(x) = exi , pour x ∈ [xi, xi+1[, 0 ≤ i ≤ N − 1,
– U(x) = exi+1 , pour x ∈ [xi, xi+1[, 0 ≤ i ≤ N − 1

1. Représenter sur une figure les courbes d’équation :
y = f(x), y = u(x), y = U(x), x ∈]0, 1[.
Montrer que u(x) ≤ f(x) ≤ U(x), ∀x ∈]0, 1[.

2. Calculer
∫ 1

0
u(x)dx,

∫ 1

0
U(x)dx

3. Montrer que
∫ 1

0
U(x)− u(x)dx = (e− 1)h.

4. En déduire que f est intégrable sur [0, 1].

5. Quelle est la limite quand h tend vers 0 de
eh − 1

h
?

En déduire l1 = lim
h→0

∫ 1

0
u(x)dx, l2 = lim

h→0

∫ 1

0
U(x)dx.

6. Montrer que par définition de l’intégrale de f , l1 ≤
∫ 1

0
f(x)dx ≤ l2.
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Exercice 7.1
TD7-Exercice1

En déduire la valeur (bien connue !) de
∫ 1

0
f(x)dx.

Question 1 Aide 1
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 3 Aide 1
Question 4 Aide 1
Question 5 Aide 1
Question 6 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice 7.2 TD7-Exercice2

Soit f une fonction intégrable sur I, montrer que

∀a, b ∈ I,

∣∣∣∣∫ b

a
f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a
|f(t)|dt

∣∣∣∣ .

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
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Exercice 7.3 TD7-Exercice3

1. Soit f une fonction continue, u et v deux fonctions dérivables. Montrer que la

fonction définie par : g(x) =
∫ v(x)

u(x)
f(t)dt est dérivable. Calculer g′(x).

2. Soient T ∈ IR+ et c ∈ IR, montrer que les fonctions f continues qui vérifient∫ x+T

x
f(t)dt = c, ∀x ∈ IR, sont périodiques de période T .

3. (a) Calculer la dérivée des fonctions définies par :

f1(x) =
∫ x3

0
sin tdt, f2(x) =

∫ x3

0
cos tdt, g(x) =

∫ x−x3

x
sin tdt.

Réponse :
f ′1(x) = 3x2 sinx3, f ′2(x) = 3x2 cos x3, g′(x) = (1− 3x2) sin(x− x3)− sinx.

(b) On définit h(x) =
∫ x3

0
sin(x− t)dt.

i. Transformer h(x) en utilisant les formules trigonométriques. Calculer
h′(x).

ii. Calculer h′(x) en faisant le changement de variable u = x− t.

Réponse : h′(x) = (3x2 − 1) sin(x− x3) + sinx.
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Exercice 7.3
TD7-Exercice3

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2 Aide 1 Aide 2
Question 3a Aide 1
Question 3(b)iAide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 3(b)iiAide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice 7.4 TD7-Exercice4

1. Montrer que la fonction
sin t

t
est intégrable sur tout intervalle [a, b].

2. On définit pour x 6= 0, F (x) =
1
x

∫ x

0

sin t

t
dt.

Montrer F admet une limite quand x tend vers 0.

Question 1 Aide 1
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice 7.5 TD7-Exercice5

1. Soit x ∈]0, 1[∪]1,+∞[, montrer que F (x) =
∫ x2

x

cos t

ln t
dt existe.

2. Soit x ∈]0, 1[∪]1,+∞[, montrer que

∃c compris entre x et x2, F (x) = c cos c

∫ x2

x

1
t ln t

dt

3. Calculer
∫ x2

x

1
t ln t

dt.

4. En déduire la limite de F (x) quand x tend vers 1.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 4 Aide 1 Aide 2
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Exercice 7.6 TD7-Exercice6

On suppose que a < b.
1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b], rappeler l’inégalité de Cauchy-

Schwarz.
2. Soit f une fonction continue sur [a, b], on définit f = λg, où λ est une constante

réelle, montrer que(∫ b

a
(f(t)g(t))dt

)2

=
∫ b

a
(f(t))2dt

∫ b

a
(g(t))2dt

3. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b], on définit

q(λ) =
∫ b

a
(f(t)− λg(t))2dt.

On suppose que la fonction g n’est pas identiquement nulle et que l’on a :(∫ b

a
(f(t)g(t))dt

)2

=
∫ b

a
(f(t))2dt

∫ b

a
(g(t))2dt.

(a) En déduire qu’il existe λ0 tel que q(λ0) = 0.
(b) En déduire que f(t) = λ0g(t),∀t ∈ [a, b].

Aide 1
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Exercice 7.7 TD7-Exercice7

1. – Rappeler l’expression permettant de calculer
∫ 1

0

1
1 + t

dt par la méthode des rec-

tangles. On notera n le nombre d’intervalles de discrétisation.
– Donner un majorant de la valeur absolue de l’erreur commise.
– Comment choisir n pour que cette erreur soit inférieure à 10−2 ?

2. En utilisant la même discrétisation, la méthode dite des trapèzes permet d’appro-

cher
∫ b

a
f(t)dt par

h

(
f(x0)

2
+

n−1∑
i=1

f(xi) +
f(xn)

2

)
.

On montre que si f admet une dérivée seconde bornée sur [a, b] par M2, alors la

valeur absolue de l’erreur commise est inférieure à
∣∣∣∣M2h

2(b− a)
12

∣∣∣∣
– Donner l’expression permettant de calculer

∫ 1

0

1
1 + t

dt par la méthode des tra-

pèzes.
– Comment choisir n pour que l’erreur soit inférieure à 10−2 ?

3. Comparer l’efficacité des 2 méthodes.



Sommaire

Exemples
Exercices

Documents

J précédent section N suivant I

JJ 97

Exercice 7.7
TD7-Exercice7

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 3 Aide 1
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Exercice 7.8 TD7-Exercice8

Calculer les primitives suivantes∫
lnxdx,

∫
Arc tanxdx,

∫
arcsinxdx,

∫
(x2+x+1)e2xdx,

∫
x sinxdx,

∫
(sinx)e2xdx.

Réponses :

x lnx− x + C, xArc tanx− 1
2

ln(1 + x2) + C, x arcsin x +
√

1− x2 + C,

x2 + 1
2

e2x + C, −x cos x + sinx + C,
1
5
(− cos x + 2 sinx)e2x + C

Aide 1
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Exercice 7.9 TD7-Exercice9

Soit (In) la suite dont les termes sont définis par In =
∫ 1

0

xn

1 + xn
dx.

1. Montrer que lim
n→+∞

In = 0.

2. Intégrer par parties pour montrer que nIn = ln 2−
∫ 1

0
ln(1 + xn)dx.

3. Utiliser la formule de Taylor pour montrer que ∀t > −1, ln(1 + t) ≤ t

4. En déduire que lim
n→+∞

nIn = ln 2.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 4 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice 7.10 TD7-Exercice10

Soit f une fonction continûment dérivable sur [a, b], montrer que

lim
n→+∞

∫ b

a
f(t) sin(nt)dt = 0.

Aide 1
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Exercice 7.11 TD7-Exercice11

Soit f une fonction continue sur IR, périodique et de période T .

1. Utiliser la relation de Chasles pour montrer que la fonction définie sur IR par

F (x) =
∫ x+T

x
f(t)dt

est constante égale à
∫ T

0
f(t)dt.

2. Retrouver ce résultat en utilisant l’exercice 7.3.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
Question 2 Aide 1 Aide 2
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Exercice 7.12 TD7-Exercice12

Soient f une fonction continue sur [a, b] telle que ∀x ∈ [a, b] f(a + b− x) = f(x).

1. Quelle propriété possède la courbe représentative de cette fonction ?

2. On pose t = a + b − x, utiliser ce changement de variable pour "transformer"∫ b
a xf(x)dx.

3. En déduire que
∫ b

a
xf(x)dx =

a + b

2

∫ b

a
f(x)dx.

4. Calculer
∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx

Réponse : π2

4

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2 Aide 1 Aide 2
Question 3 Aide 1
Question 4 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7
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Exercice 7.13 TD7-Exercice13

Calculer les primitives suivantes à l’aide du changement de variable indiqué, préci-
ser pour quelles valeurs de t ces primitives sont définies :

1. ∫
2t√

2t + 1
dt, x =

√
2t + 1.

2. ∫
et

(1 + et)
√

et − 1
dt, x =

√
et − 1

Réponse :

2(t− 1)
√

2t + 1
3

+ C, pour t > −1
2
,
√

2Arc tan
√

et − 1√
2

+ C, pour t > 0

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
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Exercice 7.14 TD7-Exercice14

Montrer que

ch (Arg sh x) =
√

1 + x2 , sh (Arg ch x) =
√

x2 − 1 si x ≥ 1
sh (2Arg shx) = 2x

√
x2 + 1 , sh (2Arg ch x) = 2x

√
x2 − 1 si x ≥ 1

ch (2Arg sh x) = 2x2 + 1 , ch (2Arg chx) = 2x2 − 1 si x ≥ 1
Arg chx = ln(x +

√
x2 − 1) si x ≥ 1 , Arg shx = ln(x +

√
x2 + 1)

Aide 1
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Exercice 7.15 TD7-Exercice15

1. Calculer I1 =
∫ 1

0

1
a2 + x2

dx, I2 =
∫ √

3−1

0

1
x2 + 2x + 4

dx,

I3 =
∫ 1

−1

1
x2 − x + 1

dx, I4 =
∫ 1

−1

2− x

x2 − x + 1
dx.

2. Calculer les primitives des fonctions f5(x) =
1

x2 − x + 1
, f6(x) =

2− x

x2 − x + 1
et

retrouver les résultats précédents.

Réponses :

I1 =
1
a
Arc tan

1
a
, I2 =

π

12
√

3
, I3 =

π√
3
, I4 =

1
2

ln 3 +
π
√

3
2

.

F5(x) =
2√
3
Arc tan

2x− 1√
3

+ C, F6(x) = −1
2

ln(x2 − x + 1) +
√

3Arc tan
2x− 1√

3
+ C

Aide 1
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Exercice 7.16 TD7-Exercice16

1. Calculer les intégrales suivantes :

(a) I1 =
∫ 1

2

−1

√
1− x2dx.

(b) I2 =
∫ a

0

√
a2 − x2dx.

(c) I3 =
∫ 2

1

√
−x2 + 3x− 2dx.

(d) I4 =
∫ 3

2

1
(−2x + 3)

√
−x2 + 3x− 2dx.

(e) I5 =
∫ 3

2

1
x
√
−x2 + 3x− 2dx.

Réponse :

I1 = +
√

3
8

+
π

3
, I2 =

π

4
a|a|, I3 =

π

8
, I4 =

1
12

, I5 = − 1
24

+
3π

32
.

2. Pour quelles valeurs de x les fonctions suivantes sont-elles définies, on suppose
que a > 0, déterminer alors leurs primitives et retrouver les résultats précédents.

(a) f1(x) =
√

1 + x2, f2(x) =
√

1− x2, f3(x) =
√

x2 − 1.

(b) f4(x) =
√

a2 − x2.
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Exercice 7.16
TD7-

Exercice16

(c) f5(x) =
√
−x2 + 3x− 2, f6(x) = (2x−3)

√
−x2 + 3x− 2, f7(x) = x

√
−x2 + 3x− 2.

(d) f8(x) =
√
−x2 + 2x + 6.

(e) f9(x) =
√

x2 + 2x + 6.

(f) f10(x) =
√

x2 + 2x.

Réponses :

F1(x) =
x
√

1 + x2

2
+

Arg shx

2
+ C, F2(x) =

x
√

1− x2

2
+

Arc sinx

2
+ C pour − 1 ≤ x ≤ 1

F3(x) =


x
√

x2 − 1
2

− Arg chx

2
+ C pour x > 1

x
√

x2 − 1
2

+
Arg ch (−x)

2
+ C pour x < −1

,

F4(x) =
x
√

a2 − x2

2
+

a2

2
Arc sin

x

a
+ C pour x ∈ [−a, a]

F5(x) =
2x− 3

4

√
−x2 + 3x− 2 +

Arc sin (2x− 3)
8

+ C pour x ∈ [1, 2]

F6(x) = −2
3
(−x2 + 3x− 2)3/2 + C pour x ∈ [1, 2]

F7(x) = −1
3
(−x2 + 3x− 2)3/2 +

3(2x− 3)
8

√
−x2 + 3x− 2 +

3
16

Arc sin (2x− 3) + C,

F8(x) =
7
2
Arc sin

x− 1√
7

+
(x− 1)

√
−x2 + 2x + 6

2
+ C pour x ∈ [1−

√
7, 1 +

√
7]
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Exercice 7.16
TD7-

Exercice16

F9(x) =
5
2
Arg sh

x + 1√
5

+
(x + 1)

√
x2 + 2x + 6
2

+ C,

F10(x) =


(x + 1)

√
x2 + 2x

2
− Arg ch (x + 1)

2
+ C pour x ≥ 0

(x + 1)
√

x2 + 2x

2
+

Arg ch (−x− 1)
2

+ C pour x ≤ −2

Question 1a Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 1b Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 1c Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 1d Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 1e Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2a Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8 Aide 9
Question 2b Aide 1
Question 2c Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6
Question 2d Aide 1
Question 2e Aide 1
Question 2f Aide 1
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Exercice 7.17 TD7-Exercice17

1. Calculer l’aire A1 du domaine défini par : x2 + y2 ≤ 1, x ≤ 1
2 . Retrouver ce résultat

à l’aide d’aires connues.

2. Calculer l’aire A2 du domaine limité par l’hyperbole d’équation −x2 + y2 = 1, la
droite d’équation x = 0 et la droite d’équation x = 1.

3. Calculer l’aire A3 du domaine limité par l’hyperbole d’équation x2 − y2 = 1, la
droite d’équation x = 2.

Réponse : A1 = 2π
3 +

√
3

4 , A2 =
√

2 + ln(1 +
√

2), A3 = 2
√

3− ln(2 +
√

3).

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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8 Exercices de TD - chapitre8 (P10)
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Exercice 8.1 TD8-Exercice1

Déterminer toutes les racines des équations

z4 + 4 = 0, z3 + 2i = 0, (1− i)z2 − (7 + i)z + 4 + 6i = 0

réponses : (1 + i,−1 + i,−1− i, 1− i); (21/3ji, 21/3j2i, 21/3i); (2 + 3i, 1 + i)

Aide 1 Aide 2
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Exercice 8.2 TD8-Exercice2

Linéariser cos3 x, sin3 x, cos4 x, sin4 x
réponse :

cos3 x =
cos 3x

4
+

3
4

cos x, sin3 x = −sin 3x

4
+

3
4

sinx,

cos4 x =
cos 4x

8
+

cos 2x

2
+

3
8
, sin4 x =

cos 4x
8

− cos 2x

2
+

3
8

Aide 1
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Exercice 8.3 TD8-Exercice3

On désigne par P le demi-plan complexe supérieur, par D le disque unité et par U
le cercle unité, c’est-à-dire :

P = {z ∈ C; =m(z) > 0}
D = {z ∈ C; |z| < 1}
U = {z ∈ C; |z| = 1}

On considère l’application suivante f : C \ {−i} → C, z 7−→ f(z) = z−i
z+i .

1. Montrer que f est injective.

2. Montrer que ∀z ∈ C \ {−i}, on a f(z) 6= 1.

3. Montrer que Im f = C \ {1}.

4. Montrer que ∀z ∈ C \ {−i}, on a 1− |f(z)|2 = 4
=m(z)
|z + i|2

.

5. On considère f1 la restriction de f à IR. Montrer que f1 est une application de IR
dans U \ {1} et qu’elle est bijective.

6. On considère f2 la restriction de f à P . Montrer que f2 est une application de P
sur D et que cette application est bijective.
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Exercice 8.3
TD8-Exercice3

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2 Aide 1
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 4 Aide 1 Aide 2
Question 5 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 6 Aide 1 Aide 2
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Exercice 8.4 TD8-Exercice4

1. Déterminer le réel a pour que le polynôme p défini par p(x) = x4 − x + a soit
divisible par x− 2.
Pour cette valeur de a est-ce que p est divisible par (x− 2)2 ?

2. Soit n ∈ IN∗, déterminer a et b pour que axn+1 + bxn + 1 soit divisible par (x− 1)2.
Déterminer alors le quotient.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7
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Exercice 8.5 TD8-Exercice5

Décomposer en produit de facteurs irréductibles dans C[X] puis dans IR[X] les poly-
nômes

1. x4 + 1.

2. x6 − 7x3 − 8.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8
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Exercice 8.6 TD8-Exercice6

1. On définit les polynômes P (x) = x3 + 3x2 + x + 1, Q(x) = x2 + x + 1.

(a) Diviser P par Q suivant les puissances croissantes (on veut un reste de va-
luation 3).

(b) En déduire une primitive de la fonction
x3 + 3x2 + x + 1
x3(x2 + x + 1)

.

Réponse : − 1
2x2

+ 2 ln |x| − ln(x2 + x + 1) + C

2. En s’inspirant de la méthode précédente, trouver une primitive de
1

x4(x + 1)
.

Réponse : − 1
3x3

+
1

2x2
− 1

x
+ ln

(
|1 + x|
|x|

)
+ C

Aide 1
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Exercice 8.7 TD8-Exercice7

1. Décomposer en éléments simples dans IR(X) et dans C(X) les fractions ration-
nelles suivantes :

1
1− x2

,
x2 + 2x + 1
x2 − 5x + 6

,
1

x2 − x + 1
,

x4 + 6x2 − 2x + 5
(x2 + 4)(x− 1)

,
1

(x− 1)8(x− 2)

Réponses :

1
1− x2

=
1

2(1 + x)
+

1
2(1− x)

,
x2 + 2x + 1
x2 − 5x + 6

= 1− 9
x− 2

+
16

x− 3
,

1
x2 − x + 1

=
i√

3(x + j)
− i√

3(x + j2)
,

x4 + 6x2 − 2x + 5
(x2 + 4)(x− 1)

= x+1+
x− 1

(x2 + 4)
+

2
(x− 1)

= x+1+
2 + i

4(x− 2i)
+

2− i

4(x + 2i)
+

2
(x− 1)

1
(x− 1)8(x− 2)

= − 1
(x− 1)8

− 1
(x− 1)7

− . . .− 1
(x− 1)

+
1

(x− 2)

2. Décomposer en élément simples dans IR(X) les fractions rationnelles suivantes :

x

(x− a)(x− b)
,

2x3 + 5x2 + 6x + 3
x2 + x + 1

,
1

(x2 + 1)2(x2 − 1)
,

3x + 4
(x2 + 2x + 3)2

,
αx + β

(x2 − 2x + 5)2

Réponses :
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Exercice 8.7
TD8-Exercice7si a 6= b,

x

(x− a)(x− b)
=

a

(a− b)(x− a)
+

b

(b− a)(x− b)
,

si a = b
x

(x− a)(x− b)
=

1
x− a

+
a

(x− a)2

2x3 + 5x2 + 6x + 3
x2 + x + 1

= 2x + 3 +
x

x2 + x + 1
= 2x + 3 +

1− j2

3(x− j)
+

1− j

3(x− j2)

1
(x2 + 1)2(x2 − 1)

=
1

8(x + i)2
− i

4(x + i)
+

1
8(x− i)2

+
i

4(x− i)
+

1
8(x− 1)

− 1
8(x + 1)

= − 1
2(x2 + 1)2

− 1
4(x2 + 1)

+
1

8(x− 1)
− 1

8(x + 1)

3. Décomposer en élément simples dans IR(X)

3 + x

x3 − x2 + x− 1
,

2
(x− 1)4(x2 + 1)

,
1

xn(x− 1)

Réponses :
3 + x

x3 − x2 + x− 1
=

2
x− 1

− 2x + 1
x2 + 1

,

2
(x− 1)4(x2 + 1)

=
1

(x− 1)4
− 1

(x− 1)3
+

1
2(x− 1)2

− 1
2(x2 + 1)

,

1
xn(x− 1)

=
1

x− 1
−

n∑
k=1

1
xk
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Exercice 8.7
TD8-Exercice7

Question 1 Aide 1
Question 2 Aide 1
Question 3 Aide 1
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Exercice 8.8 TD8-Exercice8

Caculer les primitives des fractions rationnelles de l’exercice précédent.
Réponses :∫

1
1− x2

dx =
1
2

ln
|1 + x|
|1− x|

+ C,

∫
x2 + 2x + 1
x2 − 5x + 6

dx = x− 9 ln |x− 2|+ 16 ln |x− 3|+ C,

∫
1

x2 − x + 1
dx =

2√
3
Arc tan

(
2x− 1√

3

)
+ C,∫

x4 + 6x2 − 2x + 5
(x2 + 4)(x− 1)

dx =
x2

2
+ x +

1
2

ln(x2 + 4)− 1
2
Arc tan

x

2
+ 2 ln |x− 1|+ C∫

1
(x− 1)8(x− 2)

dx =
1

7(x− 1)7
+ . . . +

1
2(x− 1)2

+
1

x− 1
+ ln

|x− 2|
|x− 1|

+ C

∫
2x3 + 5x2 + 6x + 3

x2 + x + 1
dx = x2 + 3x +

1
2

ln(x2 + x + 1)− 1√
3
Arc tan

2x + 1√
3

+ C,

∫
1

(x2 + 1)2(x2 − 1)
dx = − x

4(x2 + 1)
− 1

2
Arc tanx +

1
8

ln
|x− 1|
|x + 1|

+ C,∫
3x + 4

(x2 + 2x + 3)2
dx = −3

2
1

x2 + 2x + 3
+

1
4
√

2
Arc tan

(
x + 1√

2

)
+

x + 1
4(x2 + 2x + 3)

+ C
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Exercice 8.8
TD8-Exercice8∫

αx + β

(x2 − 2x + 5)2
dx = −α

2
1

x2 − 2x + 5
+

α + β

16
Arc tan

(
x− 1

2

)
+

α + β

8
x− 1

x2 − 2x + 5
+ C

∫
3 + x

x3 − x2 + x− 1
dx = 2 ln |x− 1| − ln(x2 + 1)−Arc tanx + C,∫

2
(x− 1)4(x2 + 1)

dx = − 1
3(x− 1)3

+
1

2(x− 1)2
− 1

2(x− 1)
− 1

2
Arc tanx + C,

∫
1

xn(x− 1)
= ln |x− 1| − ln |x|+

n−1∑
i=1

1
ixi

+ C.

Aide 1 Aide 2



Sommaire

Exemples
Exercices

Documents

J précédent section N suivant I

123

Exercice 8.9 TD8-Exercice9

1. Calculer une primitive de la fraction rationnelle
1

1 + x3
.

Réponse : F (x) =
ln |x + 1|

3
− ln(x2 − x + 1)

6
+

1√
3
Arc tan

(
2x− 1√

3

)
+ C.

2. En vous inspirant de la façon dont on a calculé une primitive de
1

(1 + x2)2
, calculer

une primitive de
1

(1 + x3)2

Réponse : 2
3F (x) +

x

3(1 + x3)
.

Aide 1
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Exercice 8.10 TD8-Exercice10

1. Calculer ∫ π
2

π
4

cos3 x

sin5 x
dx,

∫ π
4

0
tan2 xdx,

∫ π
4

0

tanx

cos2 x
dx

Réponses : 1
4 , 1− π

4 , 1
2 .

2. On rappelle que

cos x =
1− tan2 x

2

1 + tan2 x
2

, sinx =
2 tan x

2

1 + tan2 x
2

On pose t = tan x
2 , utiliser ce changement de variable pour calculer :∫ π

3

0

dx

cos x
,

∫ π
2

π
3

dx

sinx
,

∫ π
2

0

dx

2 + cos x

Réponses : ln(2 +
√

3), 1
2 ln 3,

√
3π

9
.

Question 1 Aide 1 Aide 2
Question 2 Aide 1 Aide 2
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9 Exercices de TD - chapitre9 (P08)

9.1 TD9-Exercice1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
9.2 TD9-Exercice2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
9.3 TD9-Exercice3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
9.4 TD9-Exercice4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
9.5 TD9-Exercice5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
9.6 TD9-Exercice6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
9.7 TD9-Exercice7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134



Sommaire

Exemples
Exercices

Documents

section N suivant I

126 II

Exercice 9.1 TD9-Exercice1

1. Résoudre les équations différentielles suivantes :

2y′(x) + 3y(x) = 0, 2y′(x) + 3y(x) = α + βx, 2y′(x) + 3y(x) = e4x

Réponses :

y(x) = Ce−
3x
2 , y(x) = Ce−

3x
2 +

β

3
x +

1
3

(
α− 2β

3

)
, y(x) = Ce−

3x
2 +

e4x

11
, C ∈ IR

2. Dans un circuit LR excité par un courant sinusoïdal, l’intensité du courant est
donnée par

Li′(t) + Ri(t) = E sinωt

Calculer i(t).

Réponse : i(t) = Ce−
Rt
L +

ER

L2ω2 + R2
sinωt− ELω

L2ω2 + R2
cos ωt, C ∈ IR

3. Résoudre les équations différentielles suivantes :

xy′(x)− 2y(x) = x3, xy′(x)− y(x) = x2 sinx, y′(x)− y(x)
x

= xArc tanx

(2(1− x) + x2)y(x) + x(1− x)y′(x) = 2− 2x + x2, 2x2y′(x) + 4xy(x) = −1
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Exercice 9.1
TD9-Exercice1

Réponses :
y(x) = x3 + Cx2, y(x) = Cx− x cos x,

y(x) = x2Arc tanx−x ln
√

1 + x2+Cx, y(x) = C
ex(1− x)

x2
+1, y(x) =

C

x2
− 1

2x
, C ∈ IR.

Question 1 Aide 1
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Exercice 9.2 TD9-Exercice2

Résoudre l’équation différentielle : (1 + x2)y′(x) = e−y(x)

Réponse :
y(x) = ln(Arc tanx− C), C ∈]−∞,

π

2
[

Si C ≤ −π
2 , la fonction y est définie pour tout x, si −π

2 < C < π
2 , la fonction y est définie

pour x > tanC.
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Exercice 9.3 TD9-Exercice3

Résoudre l’équation différentielle :

y′(x) + y(x) = xy2(x).

Réponses : C ∈ IR

y(x) =
1

Cex + x + 1
, ou y(x) = 0.
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Exercice 9.4 TD9-Exercice4

Résoudre y′(x) = y2(x)− y(x)
x

− 1
x2

(vérifier que w(x) =
1
x

est solution particulière).
Réponses :

y(x) =
2x

−x2 + C
+

1
x

, ou y(x) =
1
x

, C ∈ IR
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Exercice 9.5 TD9-Exercice5

Donner les solutions réelles des équations suivantes :

y′′(x) + 3y′(x) + 2y(x) = x , y′′(x)− 2y′(x) + 5y(x) = 1
y′′(x) + 3y′(x) + 2y(x) = 20 cos 2x , y′′(x) + 3y′(x) + 2y(x) = cos2 x

y′′(x) + 4y(x) = cos 2x , y′′(x)− 2y′(x) + y(x) = xe2x

y′′(x) + 3y′(x) + 2y(x) = xe−x , y′′(x) + 2y′(x) + y(x) = xe−x

y′′(x)− 4y′(x) + 3y(x) = 5e−x sinx , y′′(x) + 3y′(x) + 2y(x) = emx, m ∈ ZZ

Réponses : a, b ∈ IR

y(x) = ae−x + be−2x +
2x− 3

4
, y(x) = ex(a cos 2x + b sin 2x) +

1
5

y(x) = ae−x + be−2x − cos 2x + 3 sin 2x, y(x) = ae−x + be−2x +
1
40

(− cos 2x + 3 sin 2x) +
1
4

y(x) = a cos 2x +
(
b +

x

4

)
sin 2x, y(x) = ex(ax + b) + (x− 2)e2x

y(x) = ae−2x +
(

b +
x2

2
− x

)
e−x, y(x) =

(
x3

6
+ ax + b

)
e−x

y(x) = aex + be3x +
(

6
17

cos x +
7
17

sinx

)
e−x
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Exercice 9.5
TD9-Exercice5


si m 6= −1 et m 6= −2 y(x) = ae−x + be−2x + emx

m2+3m+2
,

si m = −1 y(x) = (a + x)e−x + be−2x,
si m = −2 y(x) = ae−x + (b− x)e−2x



Sommaire

Exemples
Exercices

Documents

J précédent section N suivant I

133

Exercice 9.6 TD9-Exercice6

1. Résoudre l’équation différentielle :

(2(1− t) + t2)z(t) + t(1− t)z′(t) = 2− 2t + t2

Réponse :z(t) = C t−1
t2

et + 1, C ∈ IR.

2. On veut résoudre l’équation différentielle :

(1− t)y′′(t) + ty′(t)− y(t) = 2− 2t + t2 (9.1)

(a) Chercher une solution particulière polynômiale très simple y0p de l’équation
homogène associée à l’équation (9.1).

(b) Chercher la solution générale de l’équation (9.1) sous la forme
y(t) = c(t)y0p(t).
Réponse : y(t) = aet + t2 + bt, a, b ∈ IR
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Exercice 9.7 TD9-Exercice7

On se propose de résoudre l’équation différentielle suivante

y′′(x) + y(x) =
1

sinx
, x ∈]0, π[. (9.2)

1. Déterminer la solution générale de l’équation homogène associée.

2. (a) On cherche une solution particulière de (9.2) sous la forme

yp(x) = u(x) cos x + v(x) sinx,

à quelle condition notée (3) a-t-on

y′p(x) = −u(x) sinx + v(x) cos x?

(b) A quelle condition notée (4) a-t-on yp solution de (9.2) ?

(c) Résoudre le système {(3), (4) } en u′ et v′ et en déduire un yp possible.

3. Donner la solution générale de (9.2).

Réponse : y(x) = (−x + a) cos x + (ln | sin x|+ b) sinx.



Aide 1, Exercice 1.1

Voir le corrigé en cours.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.2

Voir le corrigé en cours.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.3

Voir le corrigé en cours.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.4

Voir le corrigé en cours.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.5

Voir le corrigé en cours.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.6

On peut faire une démonstration par récurrence.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 1.6

Vérifier que la proposition est vraie pour n = 0.
Supposer qu’elle est vraie pour n, montrer qu’alors elle est vraie pour n + 1.
On en déduira que la proposition est vraie ∀n ∈ IN.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 1.6

On note Pn la proposition
n∑

i=0

i =
n(n + 1)

2
.

P0 ⇔ 0 = 0 est vraie.
Supposons Pn vraie, alors :

n+1∑
i=0

i =

(
n∑

i=0

i

)
+ n + 1 =

n(n + 1)
2

+ n + 1 =
(n + 1)(n + 2)

2
.

Donc Pn+1 est vraie.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.7

Donner une proposition équivalente à P ⇒ Q.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 1.7

P ⇒ Q ⇐⇒ (nonP ) ou Q.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 1.7

Que dire de P ⇒ Q quand P est toujours fausse ?
Que dire de P ⇒ Q quand Q est toujours vraie ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 1.7

Les deux implications proposées sont vraies.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.8

Raisonnez par double implication.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 1.8

Pour chacune des implications on peut, si nécessaire, utiliser la contraposée.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 1.8

Il est plus facile de partir de propriétés sur n et p pour en déduire des propriétés sur le produit np, que le
contraire.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 1.8

Pour montrer P ⇔ Q, on peut montrer :
Q ⇒ P

et
non Q ⇒ nonP.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 1.8

Quelle est la négation de Q1 et Q2 ?

Retour à l’exercice N



Aide 6, Exercice 1.8

On montre :
n impair et p impair ⇒ np impair

et
n pair ou p pair ⇒ np pair

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 1.9

Ecrire une proposition équivalente à P ⇒ Q′.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 1.9

Quelle est la négation de (P et nonQ) ?

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 1.9

Utiliser la question précédente et l’exercice précédent.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 1.9

On doit donc montrer :
Si n, p ∈ ZZ sont impairs, alors n2 − p2 est multiple de 8.
Ecrire n = 2n′ + 1, p = 2p′ + 1, calculer n2 − p2.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 1.9

n2 − p2 = 4(n′(n′ + 1)− p′(p′ + 1)).

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 1.9

Le produit de deux entiers consécutifs est toujours pair, ce qui permet de conclure.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.10

Il n’y a pas équivalence.
On va montrer que l’une des implications est vraie( laquelle ?) et que l’autre est fausse.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 1.10

Montrer que :
non (P ou Q) ⇒ (( non P ) ou Q)

est vraie et que la réciproqe est fausse.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 1.10

Donner une proposition équivalente à non(P ou Q).
Montrer que

P ′ et Q′ ⇒ P ′

puis
P ′ ⇒ P ′ ou Q′′.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 1.10

Pour montrer que
(( non P ) ou Q) ⇒ non (P ou Q)

est fausse, trouver un cas où (( non P ) ou Q) est vraie et non (P ou Q) est fausse.
Il suffit (et il faut) se placer dans le cas où Q est vraie.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 1.11

Ecrire une proposition équivalente à (( non P ) ⇒ Q).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 1.11

Utiliser ce qui précède.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 1.11

On va montrer
x ≥ 2 ⇒ x5 − x4 + x2 + 3 > 0.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 1.11

Il suffit d’écrire x5− x4 + x2 + 3 = x4(x− 1) + x2 + 3, on voit alors que si x ≥ 2, tous les termes sont > 0, donc
l’expression est > 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 1.11

Utiliser la question 1.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 1.11

On va montrer
n impair ⇒ n n’est pas multiple de 4.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 1.12

Si n ∈ IN, alors 12n2−60n+73 est un entier (sommes et produits de nombre entiers), il suffit donc de montrer
12n2 − 60n + 73 ≥ 0.

Notons Pn la proposition 12n2 − 60n + 73 ≥ 0.
Attention aux notations :
la proposition Pn fait intervenir le trinôme q(n) = 12n2 − 60n + 73.
Ne pas confondre la proposition Pn qui a une valeur logique "vraie" ou "fausse" et le trinôme q(n) qui

prend une valeur numérique.
On veut montrer que Pn est vraie, c’est à dire que q(n) est un entier positif.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 1.12

On va chercher un entier n0 tel que Pn0 est vraie, puis que si n ≥ n0 et si Pn est vraie alors Pn+1 est vraie.
On en déduira que Pn est vraie pour tout n supérieur ou égal à n0.
Il faudra ensuite étudier à part les cas n = 0, n = 1, ..., n = n0 − 1 pour pouvoir conclure que Pn est vraie

pour tout n appartenant à IN.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 1.12

Comme on l’a dit Pn est liée au signe de q(n).
Calculons q(n + 1), pour voir comment Pn influe sur Pn+1.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 1.12

q(n + 1) = q(n) + 24(n− 2).

On voit immédiatement que
(n ≥ 2 et q(n) ≥ 0) ⇒ q(n + 1) ≥ 0.

D’où l’idée de choisir n0 = 2.
Il reste à montrer que P2 est vraie pour en conlure que ∀n ≥ 2, Pn est vraie.
Il faudra ensuite étudier à part P0 et P1.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 1.12

P0 ⇔ 73 ≥ 0

P1 ⇔ 25 ≥ 0

P2 ⇔ 1 ≥ 0

Les trois propositions sont donc vraies, ce qui termine la démonstration.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 1.12

Faire un raisonnement par cas.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 1.12

Si n ∈ IN, la démonstration a été faite à la question précédente.
Si n est un entier négatif, alors de façon évidente 12n2 − 60n + 73 ≥ 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.13

On peut montrer que
AP ou Q = AP ∪AQ.

D’autre part
∃x ∈ E, P (x) ⇔ AP 6= ∅.

Donc l’équivalence se traduit par :

AP ∪AQ 6= ∅ ⇔ {AP 6= ∅ ou AQ 6= ∅}.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.14

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 1.15

Ne confondez pas les ensembles et les propositions.
Pour les ensembles on parle d’égalité, union, intersection, inclusion.
Pour les propositions on parle d’implication, équivalence, négation, et, ou.
IN, IR sont des ensembles, ils n’ont aucune valeur logique !
Par contre IN ⊂ IR est une proposition qui est vraie, x ∈ IN est une proposition vraie ou fausse selon la

valeur de x.
Si A et B sont des ensembles, pour montrer A = B, on montre l’équivalence entre les propositions :

x ∈ A ⇔ x ∈ B.

Quand c’est possible on fait une démonstration par équivalence, sinon on fait une démonstration par double
implication.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 1.15

Pour démontrer que
(A ∩ C) \ (B ∩ C) = (A \B) ∩ C

on procède par équivalence.

x ∈ (A ∩ C) \ (B ∩ C) ⇔ (x ∈ A et x ∈ C) et non(x ∈ B et x ∈ C)

Continuer l’équivalence et utiliser la distributivité du "et" par rapport au "ou".

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 1.15

En continuant l’équivalence, on trouve

(x ∈ A et x ∈ C et x 6∈ B) ou (x ∈ A et x ∈ C et x 6∈ C).

La deuxième proposition à droite du "ou" est toujours fausse (pourquoi ? ). On a donc

x ∈ (A ∩ C) \ (B ∩ C) ⇔ (x ∈ A et x ∈ C et x 6∈ B).

Le "et" est commutatif, associatif, selon la façon dont on écrit la proposition à droite de l’équivalence, on
démontre les égalités recherchées.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 1.15

Montrer l’égalité entre les ensembles revient à montrer l’équivalence entre les propositions :

x ∈ A \ (A \B) ⇔ x ∈ A ∩B.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 1.15

On utilise la définition de \, la négation d’une proposition, la distributivité du "et" par rapport au "ou", on
obtient

x ∈ A \ (A \B) ⇔ ((x ∈ A et x /∈ A) ou (x ∈ A et x ∈ B)).

(x ∈ A et x /∈ A)

est toujours fausse, on peut donc conlure....

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 1.15

On doit montrer
x ∈ (A4B) ∩ C ⇔ x ∈ (A ∩ C)4(B ∩ C).

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 1.15

Utiliser la définition de 4, puis la distributivité de "et par rapport à "ou", on obtient :

x ∈ (A4B) ∩ C ⇔ (x ∈ A et x /∈ B et x ∈ C) ou (x ∈ B et x /∈ A et x ∈ C).

Utiliser la définition de \ et la question 1.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 1.15

x ∈ (A4B) ∩ C ⇔ (x ∈ (A \B) ∩ C) ou (x ∈ (B \A) ∩ C) ⇔ x ∈ (A ∩ C) \ (B ∩ C) ou x ∈ (B ∩ C) \ (A ∩ C).

Ce qui termine la démonstration.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 1.16

∃x ∈ E,∃y ∈ E, x 6= y, f(x) = f(y).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 1.16

∀x ∈ E,∀y ∈ E, f(x) = f(y) ⇒ x = y.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 1.16

∃x ∈ E,∃y ∈ E, x 6= y, f(x) = f(y).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 1.17

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 2.1

Montrer que f est la composée de deux applications bijectives.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 2.1

Utilisez l’application m définie par m(x) = −x.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 2.1

Montrer que m est bijective.
Que vaut m−1 ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 2.1

f−1 = g−1om−1.

Pourquoi ?

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 2.1

On a donc
f−1(x) = g−1(−x).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 2.2

On peut montrer que f est injective et surjective, ou montrer directement que

∀y ∈ IR2, ∃!x ∈ IR2, y = f(x).

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 2.2

Montrer que f est injective puis surjective.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 2.2

Soit x et x′ appartenant à IR2 tels que f(x) = f(x′), montrer que x = x′.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 2.2

Ecrire le système d’équations f(x) = f(x′).
Le résoudre pour montrer x = x′, ou, ce qui est équivalent, x− x′ = 0.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 2.2

f(x) = f(x′) ⇔
{

x1 + x2 = x′1 + x′2
2x1 + 3x2 = 2x′1 + 3x′2

⇔
{

(x1 − x′1) + (x2 − x′2) = 0
2(x1 − x′1) + 3(x2 − x′2) = 0

Conclure

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 1, Exercice 2.2

On a un système de 2 équations où les inconnues sont x1 − x′1, x2 − x′2.
Montrer que la solution unique est x1 − x′1 = 0, x2 − x′2 = 0.
Donc x = x′.

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 1, Exercice 2.2

On montre maintenant que f est surjective de IR2 dans IR2.

Retour à l’exercice N



Aide 8, Question 1, Exercice 2.2

Soit y quelconque appartenant à IR2, on cherche x tel que f(x) = y.
Résoudre un système : le second membre y est donné, on cherche si le système admet une solution x.

Retour à l’exercice N



Aide 9, Question 1, Exercice 2.2

y = f(x) ⇔
{

x1 + x2 = y1

2x1 + 3x2 = y2

Retour à l’exercice N



Aide 10, Question 1, Exercice 2.2

Après résolution, on trouve que le système admet une solution unique qui est{
x2 = y2 − 2y1

x1 = 3y1 − y2

Donc f est surjective.
En fait cette résolution nous permet de voir que pour tout y de IR2, il existe un seul x de IR2 tel que

y = f(x). ceci aurait permis de conclure directement que f est bijective de IR2 dans IR2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 2.2

Comment caractériser : " f n’est pas injective " ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 2.2

Pour montrer que f n’est pas injective, il faut trouver x et x′ tels que f(x) = f(x′) et x 6= x′.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 2.2

Ecrire le système f(x) = f(x′)

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 2.2

f(x) = f(x′) ⇔ 2(x1 − x′1)− 3(x2 − x′2) = 0.

Bien montrer l’équivalence.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2, Exercice 2.2

On peut choisir par exemple
x1 − x′1 = 3, x2 − x′2 = 2

et plus particulièrement x′ = (0, 0), x = (3, 2).
On a x 6= x′ et f(x) = f(x′).
Donc f n’est pas injective.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 2, Exercice 2.2

Caractériser y ∈ Im f .

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 2, Exercice 2.2

Montrer que
y ∈ Im f ⇔ y2 = −2y1.

Raisonner par double implication.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 2.3

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 2.4

L’application g joue un rôle particulier.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 2.4

gof est bijective, donc surjective.
hog est bijective donc injective.
Qu’en déduit-on pour g ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 2.4

On utilise l’exercice précédent :
gof est surjective, donc g est surjective.
hog est injective, donc g est injective.
Comment utiliser le fait que g est bijective ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 2.4

g est bijective, donc g−1 existe et elle est bijective.
Utiliser g−1.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 2.4

Utiliser l’associativité de la composition.
Que vaut g−1o(gof) ?
Que vaut (hog)og−1 ?

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 1, Exercice 2.4

La composée d’applications bijectives est bijective.
Donc f = g−1o(gof) est bijective.
h = (hog)og−1 est bijective.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 2.4

Que vaut l’inverse d’une composée d’applications bijectives ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 2.4

En appliquant les résultats du cours, on obtient :

f−1 = f1og, h−1 = goh1.

On a de plus g = (gof)of−1, ou encore g = h−1o(hog).
Calculer l’inverse de g.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 2.4

On obtient
g−1 = fof1

ou encore
g−1 = h1oh.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 2.5

Que signifie M est majorant de A ? Ecrire la phrase correspondante en français.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 2.5

M est majorant de A signifie que tous les éléments de A sont inférieurs ou égaux à M .
Ecrire la phrase en français qui est la négation de la phrase précédente.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 2.5

La négation de
tous les éléments de A sont inférieurs ou égaux à M
est
il existe un élément de A qui est strictement plus grand que M
Donc M n’est pas majorant de A signifie
il existe un élément de A qui est strictement plus grand que M .
Traduire cette dernière phrase avec des quantificateurs.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 2.5

∃x ∈ A,M < x.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 2.5

Que signifie m est minorant de A ? Ecrire la phrase correspondante en français.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 2.5

m est minorant de A signifie que tous les éléments de A sont supérieurs ou égaux à m.
Ecrire la phrase en français qui est la négation de la phrase précédente

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 2.5

La négation de
tous les éléments de A sont supérieurs ou égaux à m
est
il existe un élément de A qui est strictement plus petit que m
Donc m n’est pas minorant de A signifie
il existe un élément de A qui est strictement plus petit que m.
Traduire cette dernière phrase avec des quantificateurs.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 2.5

∃x ∈ A, x < m.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 2.5

A est majoré signifie :
il existe un élément de IR qui soit majorant de A.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 2.5

On peut appeler ce majorant M :

∃M ∈ IR, ∀x ∈ A, x ≤ M.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4, Exercice 2.5

A n’est pas minoré est la négation de A est minoré.
Ecrivez A est minoré, puis écrivez sa négation.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4, Exercice 2.5

A est minoré signifie :
il existe un élément de IR qui soit minorant de A.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 4, Exercice 2.5

A est minoré signifie :

∃y ∈ IR, ∀x ∈ A, x ≥ y.

Ecrivez la négation de cette proposition.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 4, Exercice 2.5

A n’est pas minoré signifie :

∀y ∈ IR, ∃x ∈ A, x < y.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 2.6

Bien repérer toutes les propositions et implications qui interviennent dans cet énoncé.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 2.6

On peut noter P et Q les propositions :

P : ∀x ∈ IR, (b ≤ x ⇒ a ≤ x)

Q : a ≤ b.

Que faut-il démontrer ? Comment le faire ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 2.6

On doit démontrer P ⇒ Q.
On peut utiliser la contraposée.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 2.6

On écrit la négation des propositions P et Q.

non P : ∃x ∈ IR, (b ≤ x et a > x)

non Q : a > b.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 2.6

Montrer : non Q ⇒ non P .

Retour à l’exercice N



Aide 6, Exercice 2.6

On suppose a > b, il faut trouver un x tel que b ≤ x et a > x.
Quel choix de x peut-on faire ?

Retour à l’exercice N



Aide 7, Exercice 2.6

On peut choisir par exemple x =
a + b

2
, vérifier que l’on a bien

b ≤ x et a > x.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 2.7

Afin de voir plus clairement ce qui se passe, écrire, quelques éléments de A et B.

A =
{

1− 1, 1 +
1
2
, 1− 1

3
, 1 +

1
4
, 1− 1

5
, ......

}

B =
{
−1 + 1, 1 +

1
2
,−1 +

1
3
, 1 +

1
4
,−1 +

1
5
, ......

}

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 2.7

Pour A c’est simple, il semble que 0 soit plus petit élément et
3
2

soit plus grand élément. Démontrer ces

résultats, puis en déduire que 0 est borne inférieure, donc minorant de A,
3
2

est borne supérieure donc
majorant de A.

Qu’en est-il pour B ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 2.7

3
2

est le plus grand élément de B, donc la borne supérieure donc un majorant.
Existe-t-il un minorant, une borne inférieure, un plus petit élément pour B ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 2.7

Utiliser la définition pour montrer que −1 est borne inférieure de B.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 2.7

Quand on aura montré que −1 est borne inférieure de B, on montrera que −1 n’appartient pas à B, donc B
n’admet pas de plus petit élément.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 2.8

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 2.9

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 2.10

0 appartient à B.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 2.10

B est non vide, et majoré (par quoi ?) donc B admet une borne supérieure notée b.
Montrer que b ∈ I.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 2.10

0 ∈ B, 1 est majorant de B.
Ecrire en français ce que signifie b est borne supérieure de B.
En déduire que 0 ≤ b et b ≤ 1, c’est à dire b ∈ [0, 1].

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 2.10

On doit montrer :
∀x ∈ B, x ≤ f(b).

Que sait-on ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 2.10

On sait que pour tout x appartenant à B
x ≤ f(x)

x ≤ b.

On sait de plus que f est croissante sur I.
x et b appartiennent à I.
De tout ceci on déduit que x ≤ f(b).
On en déduit que b ∈ B, pourquoi ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3, Exercice 2.10

f(b) est majorant de B, b est la borne sup de B, donc b ≤ f(b).
De plus b ∈ I.
Donc b ∈ B.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4, Exercice 2.10

f(x) ∈ I, pour montrer que de plus f(f(x)) ≥ f(x), utiliser la croissance de f et le fait que x ∈ B.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 5, Exercice 2.10

f(b) est majorant de B, f(b) ∈ B.
Que peut-on en déduire ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 5, Exercice 2.10

f(b) est le plus grand élément de B, donc f(b) est la borne supérieure de B, donc f(b) = b.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 6, Exercice 2.10

NON, faire une figure.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 3.1

On cherche une condition sur n impliquant que
∣∣∣∣un −

1
2

∣∣∣∣ ≤ ε.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 3.1

On calcule ∣∣∣∣un −
1
2

∣∣∣∣ = 1
2n

.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 3.1

∣∣∣∣un −
1
2

∣∣∣∣ ≤ ε ⇔ n ≥ 1
2ε

.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 3.1

D’après la propriété d’Archimède, il existe un entier n0 supérieur à
1
2ε

(on pourrait choisir n0 = E

(
1
2ε

)
+1).

On aura donc
n ≥ n0 ⇒ n ≥ 1

2ε
⇒
∣∣∣∣un −

1
2

∣∣∣∣ ≤ ε

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 3.2

NON, (un + vn) diverge.
Supposons que (un + vn) converge, on peut écrire vn = −un +(un + vn), donc en utilisant les résultats sur

la somme de suites convergentes on en déduit que la suite(vn) converge, ce qui est impossible.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 3.2

Il n’y a aucune règle, on peut prendre un = (−1)n. Alors si on définit un + un = 2(−1)n, cette somme de 2
suites divergentes est une suite divergente.

Par contre si on définit un + (−un) = 0, cette somme de suites divergentes est une suite convergente.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 3.3

Pour i) on peut écrire un = n− 1
n , quel théorème utiliser ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 3.3

La somme d’une suite qui tend vers +∞ et d’une suite qui est minorée est une suite qui tend vers +∞.
De plus une suite qui converge est minorée.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 3.3

Pour ii), on peut écrire (puisque n est positif), n =
√

n2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 3.3

Pour iii), on peut écrire un = e
√

n2+1−n.
Comment lever l’indétermination sur

√
n2 + 1− n ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 3.3

On peut multiplier et diviser par
√

n2 + 1 + n.
On obtient ainsi l’inverse d’une suite qui tend vers l’infini.
Terminer en utilisant l’exponentielle.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 3.3

Pour iv), que vaut la somme partielle d’une série arithmétique ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 3.3

Ecrire cette somme en changeant l’ordre des termes, faire la somme terme à terme, on obtient un =
n(n + 1)

2
.

Le calcul de limite devient facile.
Il n’était pas nécessaire de calculer la somme, comment aurait-on pu faire ?

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2, Exercice 3.3

un > n + 1 permet de conclure immédiatement.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 3.3

Pour v), on peut écrire

un =
sin 1

n
1
n

.

1
n tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 3.3

Pour vi), 1
n tend vers 0, il semble que sinn ne possède pas de limite, mais.....

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3, Exercice 3.3

sin n est une suite bornée : ∀n,−1 ≤ sin n ≤ 1.
Le produit d’une suite qui tend vers 0 et d’une suite bornée est une suite qui tend vers 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4, Exercice 3.3

Pour vii), on peut écrire

un = n
sin 1

n
1
n

.

Quel théorème peut-on alors utiliser ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4, Exercice 3.3

Le produit d’une suite qui tend vers +∞ et d’une suite qui admet une limite strictement positive est une
suite qui tend vers +∞.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 4, Exercice 3.3

Pour viii), il n’y a pas vraiment de problème, la valeur absolue de (−1)n

n tend vers 0, donc (−1)n

n tend vers 0.
sin 1

n tend vers 0.
Donc un tend vers 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 5, Exercice 3.3

Pour ix) on peut mettre
(

1
2

)n

en facteur au numérateur, on peut mettre
(

1
2

)n−1

en facteur au dénomina-

teur.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 5, Exercice 3.3

On obtient

un =
1
2

1 +
(

2
5

)n
1
4 +

(
1
3

)n−1 .

D’où la limite.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 5, Exercice 3.3

Pour x), on peut mettre 32 en facteur au dénominateur, on obtient :

un =
1
9

n∑
k=0

(
2
3

)k

.

Que vaut donc un ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 5, Exercice 3.3

un =
1
9
×

1−
(

2
3

)n+1

1−
(

2
3

) .

En déduire la limite de un.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 3.4

Encadrer les deux suites.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 3.4

On a
0 ≤ un ≤

1
n + 1

, 0 ≤ vn ≤
1

n + 1
.

D’où la convergence des deux suites vers 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 3.4

A priori on ne connait pas la convergence de la suite nun puisqu’il s’agit du produit d’une suite qui tend vers
l’infini et d’une suite qui tend vers 0.

Faire une intégration par parties pour lever l’indétermination.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 3.4

On obtient :

nun =
[

n

n + 1
tn+1 cos t

]1

0

+
n

n + 1

∫ 1

0
tn+1 sin tdt =

n

n + 1
cos 1 +

n

n + 1
vn+1.

Le calcul de limite devient simple en utilisant les sommes et produits de suites convergentes.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 3.5

On fait une figure et on constate :
– Pour a = 1

2 le comportement est différent selon que u0 < 2, u0 = 2, u0 > 2.
– Pour a = −1

2 le comportement est différent selon que u0 = 2
3 , u0 6= 2

3 .
– Pour a = 2 le comportement est différent selon que u0 < −1, u0 = −1, u0 > −1.
– Pour a = −2 le comportement est différent selon que u0 = 1

3 , u0 6= 1
3 .

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 3.5

– Pour a = 1
2

– Si u0 < 2, la suite est croissante et elle converge vers 2.
– u0 = 2, la suite est constante et égale à 2.
– Si u0 > 2, la suite est décroissante et elle converge vers 2.

– Pour a = −1
2

– Si u0 = 2
3 , la suite est constante égale à 2

3 .
– Si u0 6= 2

3 , la suite converge vers 2
3 , mais elle n’est ni croissante ni décroissante.

– Pour a = 2
– Si u0 < −1, la suite est décroissante et elle diverge.
– u0 = −1, la suite est constante et égale à −1.
– Si u0 > −1, la suite est croissante et elle diverge.

– Pour a = −2
– Si u0 = 1

3 , la suite est constante égale à 1
3 .

– Si u0 6= 1
3 , la suite diverge, mais elle n’est ni croissante ni décroissante.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2a, Exercice 3.5

Pour a = 1, on montre facilement que
un = u0 + nb.

La convergence dépend donc de la valeur de b.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2a, Exercice 3.5

– Si b < 0, la suite un tend vers −∞.
– Si b = 0, la suite un est constante égale à u0.
– Si b > 0, la suite un tend vers +∞.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2b, Exercice 3.5

En utilisant le résultat sur la somme des suites convergentes, on obtient :

l = al + b ⇔ l =
b

1− a
.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2c, Exercice 3.5

On a
un+1 = aun + b, l = al + b.

En déduire une relation entre vn+1 et vn

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2c, Exercice 3.5

En faisant la différence des deux égalités on obtient :

vn+1 = avn.

En déduire la relation liant vn+1 et v0.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2c, Exercice 3.5

On a donc
vn+1 = an+1v0.

Discuter suivant les valeurs de a et v0.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2c, Exercice 3.5

Si v0 = 0, la suite vn est donc constante égale à 0.
Donc un est constante égale à l. On aurait pu trouver ce résultat directement.
Que se passe-t-il si v0 6= 0 ?

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2c, Exercice 3.5

Si v0 6= 0, la suite vn dépend du comportement de an.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 2c, Exercice 3.5

– Si |a| < 1, alors la suite vn tend vers 0, donc la suite un tend vers l.
– Si a = 1, le cas a déjà été étudié :

– Si b < 0, la suite un tend vers −∞.
– Si b = 0, la suite un est constante égale à u0.
– Si b > 0, la suite un tend vers +∞.

– Si |a| > 1
– Si v0 6= 0, c’est à dire si u0 6= l, la suite vn ne converge pas, donc la suite un ne converge pas.
– Si v0 = 0, c’est à dire si u0 = l, la suite vn est constante égale à 0, donc la suite un est constante égale

à l.
Ces cas sont en accord avec les différents cas particuliers étudiés au début.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 3.6

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 3.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 3.7

On a donc
cunun+1 + dun+1 = aun + b.

Utilisez les résultats sur les sommes et produits de suites convergentes.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 3.7

On aura donc
cl2 + dl = al + b ⇔ cl2 + r(d− a)l − b = 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2a, Exercice 3.7

Raisonner par l’absurde.
Si la suite un convergeait vers l, quelle serait l’équation vérifiée par l ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2a, Exercice 3.7

On aurait l2 + 9 = 0, ce qui est impossible, donc la suite un ne converge pas.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3a, Exercice 3.7

Si la suite convergeait vers l, quelle(s) valeur(s) pourrait prendre la limite l ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3a, Exercice 3.7

Si la suite converge vers l, l’équation vérifiée par l est :

2l2 − 8l + 8 = 0.

Est-ce que cette équation admet des racines, si oui, lesquelles ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3a, Exercice 3.7

L’équation
2l2 − 8l + 8 = 0

admet une racine double :
l = 2.

Attention, on n’a pas encore montré que la suite convergeait vers 2.
On sait seulement que si la suite convergeait, ce serait vers 2.
On remarque tout d’abord que si u0 = 2, alors la suite un est constante égale à 2.
Si u0 6= 2, alors un 6= 2,on étudie alors la suite préconisée dans ce cas

vn =
1

un − 2
.

En particulier on détermine la relation liant vn+1 et vn.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 3a, Exercice 3.7

Après calculs on obtient
vn+1 = vn − 2.

C’est bien comme prévu dans ce cas une suite arithmétique.
Quel est le comportement de la suite vn ?

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 3a, Exercice 3.7

La suite vn =
1

un − 2
tend vers −∞, donc un − 2 tend vers 0, donc un tend vers 2.

Ce qui termine l’étude.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3b, Exercice 3.7

On doit avoir ∀n, un 6= 5
2 , comment se traduit cette condition sur vn ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3b, Exercice 3.7

On doit donc avoir ∀n vn 6= 2.
On connait d’autre part la relation entre vn, v0 et n.
Il sufit donc de trouver les conditions sur v0 (donc sur u0 ) pour que vn 6= 2 donc un 6= 5

2 .

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3b, Exercice 3.7

On a montré que
vn = vn−1 − 2.

En déduire la relation entre vn et v0.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 3b, Exercice 3.7

Par récurrence on montre que
vn = v0 − 2n.

Traduire vn 6= 2.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 3b, Exercice 3.7

vn 6= 2 ⇔ v0 6= 2 + 2n = 2(n + 1) ⇔ 1
u0 − 2

6= 2(n + 1) ⇔ u0 6= 2 +
1

2(n + 1)
.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4a, Exercice 3.7

Si la suite convergeait vers l, quelle(s) valeur(s) pourrait prendre la limite l ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4a, Exercice 3.7

Si la suite converge vers l, l’équation vérifiée par l est :

2l2 − 2l − 4 = 0.

Est-ce que cette équation admet des racines, si oui, lesquelles ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 4a, Exercice 3.7

L’équation
2l2 − l − 4 = 0

admet deux racines :
l1 = −1, l2 = 2.

Attention, on n’a pas encore montré que la suite convergeait.
On sait seulement que si la suite convergeait, ce serait vers l1 ou l2.
On remarque tout d’abord que si u0 = 2, alors la suite est constante égale à 2.
Si u0 6= 2, alors un 6= 2,on étudie alors la suite préconisée dans ce cas

vn =
un + 1
un − 2

.

En particulier déterminer la relation liant vn+1 et vn.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 4a, Exercice 3.7

Après calculs on obtient

vn+1 = −1
5
vn.

On obtient comme prévu une suite géométrique.
Quel est le comportement de la suite vn ?

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 4a, Exercice 3.7

La suite
vn =

un + 1
un − 2

tend vers 0.
Or

un =
−2vn − 1
1− vn

.

donc un tend vers −1.
Ce qui termine l’étude.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4b, Exercice 3.7

On doit avoir ∀n, un 6= 3
2 , comment cette condition se traduit-elle sur vn ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4b, Exercice 3.7

On doit donc avoir ∀n vn 6= −5.
On connait d’autre part la relation entre vn, v0 et n.
Il sufit donc de trouver les conditions sur v0 (donc sur u0 ) pour que vn 6= −5 donc un 6= 3

2 .

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 4b, Exercice 3.7

On a montré que

vn = −1
5
vn−1.

En déduire la relation entre vn et v0.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 4b, Exercice 3.7

Par récurrence on montre que

vn =
(
−1

5

)n

v0.

Traduire vn 6= −5.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 4b, Exercice 3.7

vn 6= −5 ⇔ v0 6= (−5)n+1 ⇔ u0 6=
2(−()n+1 + 1
−1 + (−5)n+1

.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 3.8

Calculer
un+1 − un, vn+1 − vn, un − vn.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 3.8

On obtient :
(1) un − vn =

(a− b)(un−1 − vn−1)
a + b

.

(2) un+1 − un =
b(vn − un)

a + b

(3)vn+1 − vn =
b(un − vn)

a + b

On sait que a, b et a−b sont strictement positifs, que peut-on en déduire ? Etudier par exemple le cas u0 ≤ v0.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 3.8

Si u0 ≤ v0, la relation (1) :

(1) un − vn =
(a− b)(un−1 − vn−1)

a + b

permet de conclure que ∀n un ≤ vn.
Quelle conclusion tire-t-on des relations (2) et (3) ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 3.8

Le relations (2) et (3) :

(2) un+1 − un =
b(vn − un)

a + b

(3)vn+1 − vn =
b(un − vn)

a + b

permettent alors de conclure que la suite un est croissante et que la suite vn est décroissante.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 3.8

Utiliser à nouveau la relation (1) pour montrer que la suite un − vn est géométrique, quelle est la raison ?

Retour à l’exercice N



Aide 6, Exercice 3.8

On a
un − vn =

(
a− b

a + b

)
(un−1 − vn−1) = .... =

(
a− b

a + b

)n

(u0 − v0).

Encadrer la raison.

Retour à l’exercice N



Aide 7, Exercice 3.8

On a
0 <

a− b

a + b
< 1.

Donc un − vn tend vers 0.

Retour à l’exercice N



Aide 8, Exercice 3.8

Les suites sont donc adjacentes, donc convergent vers une limite commune l.
On aurait un raisonnement similaire dans le cas u0 ≥ v0.

Retour à l’exercice N



Aide 9, Exercice 3.8

Pour connaitre la limite, on peut remarquer que un + vn est constante.

Retour à l’exercice N



Aide 10, Exercice 3.8

Donc
l =

u0 + v0

2
.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1(a)i, Exercice 3.9

La suite nulle vérifie la relation (3.1), on cherche maintenant les suites géométriques non nulles qui vérifient
la relation (3.1), c’est à dire les suites qui s’écrivent

un = αrn, avec α 6= 0, r 6= 0.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1(a)i, Exercice 3.9

Après simplication on obtient :
2r2 = 5r − 2.

Résoudre cette équation.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1(a)i, Exercice 3.9

Les suites géométriques possibles sont donc les suites de terme général :

α2n, β

(
1
2

)n

.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1(a)ii, Exercice 3.9

Vérifier que l’on a bien :
2wn = 5wn−1 − 2wn−2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1b, Exercice 3.9

Dans la question (a), on a déterminé deux suites géométriques qui vérifient la relation (3.1).
Est-ce que l’une d’entre elles vérifie les 3 conditions (3.2) ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1b, Exercice 3.9

Non.
La suite de terme général un = α2n vérifie (3.1).
Pour avoir u0 = 6 il est nécessaire d’avoir α = 6.
Mais alors, on aura u1 = 2× 6 = 12 6= 9.
Pour des raisons similaires la suite un = β

(
1
2

)n ne convient pas.
Penser à la deuxième partie de la question (a).

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1b, Exercice 3.9

On cherche
un = α2n + β

(
1
2

)n

.

Quel que soit le choix α et β, la relation (3.1) est vérifiée.
Il reste donc à déterminer les deux coefficients α et β pour que

u0 = 6, u1 = 9.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1(c)i, Exercice 3.9

On suppose qu’il existe une autre suite (u′n) qui vérifie les conditions (3.2).
On va montrer que

∀n ∈ IN, un = u′n.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1(c)i, Exercice 3.9

On a
u0 = u′0 = 6, u1 = u′1 = 9.

Que se passe-t-il pour les autres termes ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1(c)i, Exercice 3.9

Utiliser la relation (3.1) pour montrer que tous les autres termes sont égaux.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1(c)i, Exercice 3.9

La suite définie à la question (b) est donc la seule qui vérifie les conditions (3.2).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1(c)ii, Exercice 3.9

La suite (un) est la somme d’une suite convergente et d’une suite divergente, donc elle diverge.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 3.9

On utilise exactement la même démarche que dans la question 1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3(a)i, Exercice 3.9

Comme dans la question 1, on détermine une équation satisfaite par la raison r.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3(a)i, Exercice 3.9

Cette fois l’équation du second degré admet une racine double r = −1

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3(a)ii, Exercice 3.9

Montrer que
nvn = −2(n− 1)vn−1 − (n− 2)vn−2.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3(a)ii, Exercice 3.9

Se souvenir que ∀k ∈ IN, vk+1 = −vk

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3b, Exercice 3.9

Comme on l’a montré dans la question 1. il existe une seule suite qui vérifie les conditions (3.4).

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3b, Exercice 3.9

On connait des suites vérifiant la relation (3.3).
Quelles sont-elles ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3b, Exercice 3.9

Les suites de terme général
vn = α(−1)n et v′n = nβ(−1)n

vérifient la relation (3.3).

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 3b, Exercice 3.9

La suite vn + v′n vérifie donc la relation (3.3) quel que soit le choix de α et β.
Etant donné u0 et u1, il reste donc à déterminer α et β pour que

v0 + v′0 = u0, v1 + v′1 = u1.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 3b, Exercice 3.9

Après résolution on trouve
un = (−1)n(u0 − n(u0 + u1)).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3c, Exercice 3.9

Si u0 + u1 6= 0, la suite un n’est pas bornée, donc elle est divergente.
Si u0 + u1 = 0, on a un = u0(−1)n, cette suite converge si et seulement si u0 = 0, donc u1 = 0.
En résumé la suite converge si et seulement si u0 = u1 = 0.
Pour u0 = u1 = 0, on a la suite nulle, il était prévisible que cette suite était convergente.
Par contre on vient de montrer que parmi les suites qui vérifient la relation (3.3), la suite nulle est la

seule qui soit convergente.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 3.10

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 3.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 4.1

On rappelle que si
lim
x→0

f(x) = `

alors pour toute suite (un) tendant vers 0, la suite (f(un)) tend vers `.
On a même une équivalence.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 4.1

Il y a deux variantes pour démontrer que f n’admet pas de limite quand x tend vers 0 :
– Démontrer la contraposée de l’implication pécédente, c’est à dire trouver une suite (un) qui tende vers

0, telle que la suite (f(un)) ne converge pas.
– Raisonner par l’absurde, supposer que lim

x→0
f(x) = `. Puis trouver deux suites (un) et (vn) qui tendent

vers 0 telles que les suites de terme général u′n = f(un) et v′n = f(vn) convergent vers des limites
différentes, on aurait donc ` égal deux valeurs différentes, ce qui est ... absurde.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 4.1

Pour f1 et f2, selon la fonction et selon la méthode choisie, on pourra utiliser les suites de terme général

1
nπ

,
1

π
2 + nπ

,
1

π
2 + 2nπ

,
1

2nπ
.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 4.1

Pour f3, quelle que soit la suite (un) qui converge vers 0, la suite (cos un) converge vers 1 car la fonction cos
est continue en 0.

Essayer de trouver une suite (un) qui converge vers 0, telle que la suite de terme général u′n = f3(un)
converge vers 1.

Puis une autre suite (vn) qui converge vers 0 telle que la suite de terme général v′n = f3(vn) converge
vers ` 6= 1.

Jouer sur le signe des termes des suites.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 4.1

Les suites choisies pour montrer que f1 et f2 n’ont pas de limite, sont des suites dont les termes sont positifs
donc on peut en déduire que f1 et f2 n’ont pas de limite à droite.

On pourrait prendre des suites dont le termes sont négatifs (l’opposé des précédentes), on concluerait de
même que f1 et f2 n’ont pas de limite à gauche.

Pour f3, le résultat est différent.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 4.1

f3 admet une limite à droite et une limite à gauche, le montrer avec les suites.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 4.1

Utiliser la continuité de la fonction cos.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 4.1

On peut montrer que, quelle que soit la suite (un) qui tend vers 0 par valeurs supérieures, la suite (f3(un))
admet une limite qui vaut 1.

Attention, maintenant, il n’est plus question de choisir des suites particulières.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2, Exercice 4.1

On en déduit que f3 admet une limite à droite qui vaut 1.
Montrer de même que f3 admet une limite à gauche qui vaut −1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1a, Exercice 4.2

S’inspirer de la démonstration du théorème qui montre que si l > 0, alors il existe une voisinage de a tel que
f soit strictement positive sur ce voisinage (privé de a).

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1a, Exercice 4.2

Ecrire la définition de lim
x→a

f(x) = l.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1a, Exercice 4.2

l > 0, on peut choisir par exemple ε = l/2.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1a, Exercice 4.2

On a donc, soit ε = l
2 .

∃η1 > 0 (0 < |x− a| < η1 ⇒ |f(x− l| < ε ⇒ l − ε < f(x)).

Avec le choix ε = l
2 , on a l − ε = l

2 > 0, d’où

0 < |x− a| < η1 ⇒
l

2
< f(x).

Or V =]a− η1, a + η1[ est un voisinage de a et on vient de montrer que

∀x ∈ V \ {a}, f(x) >
l

2
> 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1b, Exercice 4.2

Ecrire la définition de f(x)g(x) tend vers = +∞ quand x tend vers a.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1b, Exercice 4.2

Soit A > 0, alors A′ = 2A
l > 0, alors

∃η2 > 0 (0 < |x− a| < η2 ⇒ A′ < g(x)).

Quelle hypothèse a-t-on utilisée ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1b, Exercice 4.2

On a traduit g(x) tend vers +∞ quand x tend vers a.
Si maintenant on définit η = min(η1, η2), montrer que

0 < |x− a| < η ⇒ A < f(x)g(x).

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1b, Exercice 4.2

0 < |x− a| < η ⇒
{

0 < |x− a| < η1 ⇒ f(x) > l
2 > 0

0 < |x− a| < η2 ⇒ g(x) > 2A
l > 0

}
⇒ A < f(x)g(x).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 4.2

On peut étudier la fonction −f(x)g(x), on est ramené au cas précédent.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 4.2

Tout est possible, trouver des exemples.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 4.2

Prendre par exemple f(x) = x2, choisir plusieurs fonctions g.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3, Exercice 4.2

Que se passe-t-il si

f(x) = x2, g(x) =
1
x2

.

f(x) = x2, g(x) =
1
x4

.

f(x) = x2, g(x) =
1
|x|

.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 4.3

Quand x tend vers 0, f1 a une forme indéterminée 0×∞.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 4.3

Encadrer la partie entière afin d’y voir plus clair.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 4.3

On a toujours x− 1 < E(x) ≤ x. Donc
b

x
− 1 < E

(
b

x

)
≤ b

x
.

Attention à la manipulation des inégalités.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 4.3

Pour obtenir f1, on doit multiplier les termes de l’inégalité par x
a , donc il faut distinguer x positif et x négatif.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 4.3

– Si x > 0
x

a

(
b

x
− 1
)

<
x

a
E

(
b

x

)
≤ b

x

x

a
.

donc
b

a
− x

a
<

x

a
E

(
b

x

)
≤ b

a
.

– Si x < 0
x

a

(
b

x
− 1
)

>
x

a
E

(
b

x

)
≥ b

x

x

a
.

donc
b

a
− x

a
>

x

a
E

(
b

x

)
≥ b

a
.

Comment conclure ?

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 1, Exercice 4.3

On étudie s’il existe une limite à droite puis une limite à gauche.

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 1, Exercice 4.3

Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, d’après le premier encadrement, on obtient que

lim
x→0+

x

a
E

(
b

x

)
=

b

a
.

Quand x tend vers 0 par valeurs inférieures, d’après le deuxième encadrement, on obtient que

lim
x→0−

x

a
E

(
b

x

)
=

b

a
.

On peut donc conclure que

lim
x→0

x

a
E

(
b

x

)
=

b

a
.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 4.3

Que vaut la limite de E
(

x
a

)
quand x tend vers 0 par valeurs supérieures ?

Que vaut la limite de E
(

x
a

)
quand x tend vers 0 par valeurs inférieures ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 4.3

Si 0 < x < a que vaut E
(

x
a

)
?

Si −a < x < 0 que vaut E
(

x
a

)
?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 4.3

Si 0 < x < a,
E
(x

a

)
= 0

Si −a < x < 0,
E
(x

a

)
= −1

En déduire l’expression de f2(x) sur chacun de ces intervalles.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 4.3

Si 0 < x < a,
f2(x) = 0

Si −a < x < 0,

f2(x) = − b

x

f2 admet-elle une limite à droite de 0 ? une limite à gauche de 0 ?

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2, Exercice 4.3

D’après les expressions de f2 sur les intervalles ]0, a[ et ]− a, 0[, on obtient

lim
x→0+

f2(x) = 0

f2(x) tend vers +∞ quand x → 0−.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 2, Exercice 4.3

Donc f2 n’admet pas de limite quand x tend vers 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 4.4

i) Indétermination 0
0 .

ii) Indétermination 0
0 .

iii) Quand x tend vers −∞, il faut lever l’indétermination sous la racine carrée +∞−∞.
Quand x tend vers +∞, il faut lever l’indétermination de l’expression elle même +∞−∞.
iv) Quand x tend vers 0−,il faut lever l’indétermination sous chacune des racines carrées +∞−∞
Ensuite quand x tend vers 0, il faut lever l’indétermination de l’expression elle même +∞−∞.
v) Indétermination 0

0 .
vi) Indétermination +∞

+∞ .
vii) Indétermination 0

0 .
viii)Indétermination +∞

+∞ .

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 4.4

i)
x2 sin 1

x

sinx
=

x

sinx
x sin

1
x

.

ii) Utiliser la formule du binôme.
iii) x2 + 4x = x(x + 4), donc quand x tend vers −∞, x2 + 4x tend vers +∞.
Quand x tend vers −∞ l’expression x + 2−

√
x2 + 4x, n’est pas indéterminée, elle tend vers −∞.

Quand x tend vers +∞, on peut utiliser l’expression conjuguée.
iv) Penser à la quantité conjuguée.
v) Mettre

√
x−

√
2 en facteur au numérateur et au dénominateur,

ou
mettre x− 2 en facteur au numérateur et au dénominateur ( en multipliant par la quantité conjuguée).
Dans les deux cas simplifier par le terme qui tend vers 0.
vi) Mettre

√
x en facteur au dénominateur.

vii) Ecrire la tangente à l’aide de cos et sin, puis utiliser le résultat classique lim
t→0

sin t

t
= 1.

On peut également utiliser les formules trigonométriques et simplifier par sinx, mais c’est beaucoup plus
long.
viii) Mettre l’exponentielle en facteur.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 4.5

On raisonne par double implication, l’une des deux est évidente.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 4.5

a = 0 ⇒ (∀ε > 0, |a| < ε)

Montrer la réciproque à l’aide la contraposée.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 4.5

La contraposée s’énonce
a 6= 0 ⇒ (∃ε > 0, |a| ≥ ε)

Cette proposition est vraie, il suffit de choisir ε = |a|
On a donc bien équivalence.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 4.5

Il faut sans doute utiliser la question précédente, pour l’instant on ne voit pas clairement comment.
Ecrire les hypothèses.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 4.5

Si T > 0 est la période, si x0 est un réel quelconque, on a

∀n ∈ ZZ, f(x0) = f(x0 + nT ).

D’autre part
∀ε > 0,∃A > 0,∀x ∈ IR, x > A ⇒ |f(x)− l| < ε.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 4.5

Essayer d’utiliser les deux hypothèses pour montrer que

∀x0 ∈ IR, ∀ε > 0, |f(x0)− l| < ε.

La question 1, permettra alors de conclure que

f(x0) = l.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 4.5

Soit x0 donné quelconque,
soit ε > 0, soit A le réel positif qui apparait dans la définition de la limite.

La suite (x0 + nT ) tend vers +∞, donc il existe N tel que x0 + nT > A, donc

|f(x0 + NT )− l| < ε

On utilise la propriété de périodicité et on trouve que

|f(x0)− l| < ε.

Il reste à utiliser la question 1 pour conclure

|f(x0)− l| = 0 ⇔ f(x0)− l = 0 ⇔ f(x0) = l.

Ceci est vrai pour tout x0, donc f est constante

∀x ∈ IR, f(x) = l.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 4.6

Ecrire la définition de f est continue en 0.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 4.6

Soit ε > 0, utiliser la figure pour voir que η = ln(1 + ε).

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 4.6

Montrer alors rigoureusement que
|x| < η ⇒ |ex − 1| < ε.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 4.6

On cherche η′ tel que
|x− x0| < η′ ⇒ |ex − ex0 | < ε.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 4.6

Utiliser les propriétés de l’exponentielle.

ex − ex0 = ex0(ex−x0 − 1).

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 4.6

|ex − ex0 | < ε ⇐⇒ |ex−x0 − 1| < e−x0ε.

Il suffit maintenant d’utiliser la question précédente.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 4.6

|x− x0| < ln(1 + e−x0ε) =⇒ |ex−x0 − 1| < e−x0ε =⇒ |ex − ex0 | < ε.

Il suffit donc de choisir
η′ = ln(1 + e−x0ε).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 4.7

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 4.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 4.8

Que peut-on dire de

k =
αf(a) + βf(b)

α + β
?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 4.8

On peut montrer que k est compris entre f(a) et f(b).
Attention au sens des inégalités, il faut étudier 2 cas, f(a) ≤ f(b) et f(b) ≤ f(a).
Pour éviter ces 2 cas, on peut écrire plus simplement que l’image, par une fonction continue, d’un inter-

valle fermé borné est un intervalle fermé borné donc il existe a′ et b′ tels que :

f([a, b]) = [a′, b′].

Montrer alors que
a′ ≤ k ≤ b′.

Conclure.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 4.9

On note T la période de l’application f .
Alors tout x réel peut s’écrire de façon unique x = x0 + nT avec n ∈ ZZ, x0 ∈ [0, T [.
On a alors f(x) = f(x0).

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 4.9

En déduire que
f(IR) = f([0, T [).

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 4.9

On a de plus
f([0, T [) = f([0, T ]).

Pourquoi ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 4.9

Il faut maintenant utiliser la propriété de continuité de f .

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 4.9

L’image, par une fonction continue, d’un intervalle fermé borné est un intervalle fermé borné donc il existe
a′ et b′ tels que :

f([0, T ]) = [a′, b′].

Conclure.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Exercice 4.9

f(IR) = [a′, b′]

Donc
∀x ∈ IR, a′ ≤ f(x) ≤ b′.

f est bornée.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 4.10

La continuité uniforme n’est plus au programme.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 4.11

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 4.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 5.1

Dans chacun des cas faire apparaitre

lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

,

avec f et x0 judicieusement choisis.
Si la fonction f est dérivable en x0, la limite sera alors égale à f ′(x0).

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 5.1

– Pour i) on peut choisir f(x) = ex, x0 = 0.
– Pour ii) on peut choisir f(x) = lnx, x0 = 1.
– Pour iii) on peut choisir f(x) = ln(1 + x), x0 = 0.

Ou plus simplement utiliser le résultat ii) en posant t = 1 + x, on aura alors

lim
x→0

ln(1 + x)
x

= lim
t→1

ln(t)
t− 1

= 1.

– Pour iv) on peut écrire
sin x−

√
3

2

cos x− 1
2

=
sinx−

√
3

2

x− π
3

×
x− π

3

cos x− 1
2

Pour le premier terme choisir f(x) = sin x, x0 = π
3 , pour le deuxième choisir g(x) = cos x, x0 = π

3 .
La limite quand x tend vers π

3 sera alors égale à

f ′
(

π
3

)
g′
(

π
3

) .
– Pour v) on peut écrire

sin
(
x− π

3

)
1− 2 cos x

= −
sin
(
x− π

3

)
x− π

3

×
x− π

3

cos x− 1
2

× 1
2

Pour le premier terme, en posant t = x− π
3 , on retrouve la limite classique

lim
t→0

sin t

t
= 1.

Pour le deuxième terme, choisir f(x) = cos x et x0 = π
3 . La limite vaut

1
− sin π

3

= − 2√
3
.



– Pour vi) on peut écrire

ex − e−x

sinx
=

(ex − 1) + (1− e−x)
sinx

=
ex − 1
sinx

− e−x − 1
sinx

=
ex − 1

x
× x

sinx
+

e−x − 1
−x

× x

sinx
.

On retrouve la limite classique
lim
x→0

x

sinx
= 1.

On peut utiliser le résultat de i), lim
x→0

ex − 1
x

= 1.

Et enfin pour
e−x − 1
−x

, en posant t = −x, on se ramène à lim
x→0

e−x − 1
−x

= lim
t→0

et − 1
t

= 1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 5.3

La fonction f est un produit, donc il faut utiliser la formule de Leibnitz.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 5.3

Quelle est la dérivée keme de la fonction g(x) = (x− c)p ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 5.3

g(k)(x) =
p!

(p− k)!
(x− c)p−k.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 5.3

Utiliser le résultat précédent avec c = a puis c = b et p = n.
k varie entre 0 et n.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 5.3

On obtient

f (n)(x) = n!
n∑

k=0

(
n
k

)2

(x− a)n−k(x− b)k.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 5.3

Si a = b, on a alors
f(x) = (x− a)2n.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 5.3

L’expression obtenue avec la formule de Leibnitz est toujours valable, mais elle devient plus simple.
On obtient une première expression de f (n)(x).

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 5.3

D’autre part il est possible de calculer directement la dérivée neme de f .

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 5.3

Reprendre la fonction g avec c = a, p = 2n et k = n, on trouve

f (n)(x) =
(2n)!
n!

(x− a)n.

Comparer avec la première expression et conclure.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 5.4

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 5.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 5.5

Pour les fonctions sin, cos, tan, utilisez la formule des accroissements finis avec a = 0, b = x.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 5.5

∃c ∈]0, x[ sin x− sin 0 = x cos c.

On ne connait pas c, mais on peut majorer cos c.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 5.5

0 < c < x

Or
0 < x ≤ π

2
Donc

0 < c <
π

2
.

Donc
1 > cos c > 0

Continuer.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 5.5

De plus x est STRICTEMENT POSITIF ( attention à la manipulation des inégalités) donc

0 < cos c < 1 =⇒ 0 < x cos c < x =⇒ 0 < sinx < x.

Faire quelquechose de similaire pour l’encadrement de cos x.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 5.5

∃c′ ∈]0, x[ cos x− cos 0 = −x sin c′.

On a donc
cos x = 1− x sin c′

Comme précédemment
0 < c′ <

π

2
.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 1, Exercice 5.5

Utiliser ce qui précède pour encadrer sin c′

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 1, Exercice 5.5

D’après ce qui vient dêtre démontré
0 < sin c′ < c′.

Retour à l’exercice N



Aide 8, Question 1, Exercice 5.5

De plus c′ < x, donc
0 < sin c′ < x.

Retour à l’exercice N



Aide 9, Question 1, Exercice 5.5

x est STRICTEMENT POSITIF, donc −x est STRICTEMENT NEGATIF, donc

0 < sin c′ < x =⇒ 0 > −x sin c′ > −x2 =⇒ 1 > cos x > 1− x2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 5.5

∃c ∈]0, x[, tanx− tan 0 = x(1 + tan2 c).

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 5.5

0 < c < x

Or
0 < x ≤ π

4
Donc

0 < c <
π

4
.

La fonction 1 + tan2 est strictement croissante, donc

1 < 1 + tan2 c < 2

Terminer.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 5.5

De plus x est STRICTEMENT POSITIF ( attention à la manipulation des inégalités) donc

1 < 1 + tan2 c < 2 =⇒ x < x(1 + tan2 c) < 2x =⇒ x < tanx < 2x.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 5.6

On obtient immédiatement
φ(a) = 0

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 5.6

φ est une somme de constantes, de monômes et de fonctions composées utilisant la fonction f .
Pour chacune des fonctions composées à partir de f , vérifier que l’on se trouve dans le domaine de

dérivabilité de f .

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 5.6

La fonction qui à x associe a+x
2 est dérivable.

Vérifier que de plus x′ = a+x
2 est compris entre a et b.

On pourra en déduire que f est dérivable en x′.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 5.6

Pour la dérivée de φ, utiliser les résultats sur la dérivée d’une somme, sur la dérivée d’une fonction composée.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 5.6

On obtient
φ′(x) =

1
2
f ′(x)− 1

2
f ′
(

a + x

2

)
− x− a

4
α.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 5.6

Bien vérifier que toutes les hypothèses du théorème de Rolle sont satisfaites.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 5.6

On a bien sûr
φ(a) = φ(b) = 0

Mais également, φ est dérivable sur [a, b], donc continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.
On peut donc utiliser le théorême de Rolle, on obtient le résultat recherché.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 5.6

A quelle fonction faut-il appliquer le théorème des accroissemnts finis ?
Entre quels points ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 5.6

On note dans la question précédente un accroissement, d’où l’idée de choisir la fonction f ′.
On choisit

a′ = c, b′ =
a + c

2
.

Que vaut a′ − b′ ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3, Exercice 5.6

L’accroissement de la question précédente peut donc s’écrire

α =
f ′(a′)− f ′(b′)

a′ − b′
.

Vérifier que les hypothèses du théorème des accroissements finis sont satistaites.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 3, Exercice 5.6

a′ − b′ > 0 donc b′ < a′.
Pour appliquer le théorème des accroissements finis, il faut donc vérifier que f ′ est continue sur [b′, a′] et

dérivable sur ]b′, a′[.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 3, Exercice 5.6

On sait que f ′′ est définie sur [a, b], donc f ′ est dérivable sur [a, b].
On a donc f ′ continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.
De plus [b′, a′] ⊂ [a, b].
Donc f ′ continue sur [b′, a′] et dérivable sur ]b′, a′[.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 3, Exercice 5.6

On peut donc appliquer le théorème des accroissements finis.
Il existe d ∈]b′, a′[ tel que

α =
f ′(c)− f ′

(
a + c

2

)
c− a

2

=
f ′(a′)− f ′(b′)

a′ − b′
= f ′′(d).

Il reste à montrer que d ∈]a, b[.

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 3, Exercice 5.6

On sait
a = b′ < d < a′ =

a + c

2
< b.

Donc
d ∈]a, b[.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4, Exercice 5.6

Ecrire que φ(b) = 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1a, Exercice 5.7

P1 est triviale.
Pour P2 traduire la propriété de convexité de f en choisissant t = 1

2 .

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1b, Exercice 5.7

La propriété est vraie pour n = 1 et n = 2.
On suppose que Pn est vraie.
Montrer que Pn+1 est vraie.
Suivre le conseil donné et introduire a.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1b, Exercice 5.7

On a donc
x1 + ... + xn = na

Utiliser cette relation pour exprimer

f

(
x1 + ... + xn + xn+1

n + 1

)
.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1b, Exercice 5.7

f

(
x1 + ... + xn + xn+1

n + 1

)
= f

(
n

n + 1
a +

1
n + 1

xn+1

)
.

Utiliser la convexité de f sur I.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1b, Exercice 5.7

a et xn+1 appartiennet à I.
On peut choisir

t =
n

n + 1
,

donc
1− t =

1
n + 1

.

On applique la propriété de convexité.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1b, Exercice 5.7

f

(
n

n + 1
a +

1
n + 1

xn+1

)
≤ n

n + 1
f(a) +

1
n + 1

f(xn+1).

Appliquer l’hypothèse de récurrence à f(a).

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 1b, Exercice 5.7

f(a) = f

(
x1 + ... + xn

n

)
≤ f(x1) + ... + f(xn)

n
.

Multiplier par le nombre positif n
n+1 et terminer le calcul.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 5.7

Appliquer le résultat précédent à la fonction convexe f(x) = x2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 5.8

Non, pas forcément, trouver un contre-exemple.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 5.8

Beaucoup de contre-exemples possibles.
On peut prendre

f(x) = x2 − 2, g(x) = x2, gof(x) = x4 − 4x2 + 4.

f et g sont convexes sur IR , gof ne l’est pas : il suffit de calculer les dérivées secondes pour s’en convaincre.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 5.9

Pour f1, D1 = [−1, 1].
Pour f2, D2 = IR.
Que signifie {

y = arcsinx
x ∈ [−1, 1]

?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 5.9

D’après la définition {
y = arcsinx
x ∈ [−1, 1]

⇔
{

x = sin y
y ∈ [−π

2 , π
2 ]

On a donc toujours
sin y = sin arcsin x = x.

Donc
∀x ∈ D1, f1(x) = x.

Pour f2, réduire l’intervalle d’étude afin de se ramener dans l’intervalle
[
−π

2 , π
2

]
.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 5.9

(1) f2 est périodique,
(2) f2 est impaire et
(3) f2(π − x) = f2(x).

Utiliser toutes ces propriétés, pour réduire l’intervalle d’étude de f2.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 5.9

La propriété (1) permet l’étude sur un intervalle [a, a+2π], on obtient ensuite la courbe sur IR par translation.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 5.9

La propriété (2) suggère de choisir a = −π, on étudie sur [0, π], on effectue une symétrie par rapport à O et
on obtient la courbe sur [−π, π].

Retour à l’exercice N



Aide 6, Exercice 5.9

La propriété (3) permet de restreindre l’étude sur
[
0, π

2

]
, puis d’obtenir la courbe sur [0, π] en effectuant une

symétrie par rapport à la droite d’équation x = π
2 .

Que vaut f2(x) pour x ∈
[
0, π

2

]
?

Retour à l’exercice N



Aide 7, Exercice 5.9

En appliquant la définition on trouve
∀x ∈

[
0,

π

2

]
, f2(x) = x.

Retour à l’exercice N



Aide 8, Exercice 5.9

On trace la courbe étape par étape :
sur

[
0, π

2

]
puis sur [0, π]
puis sur [−π, π]
et enfin sur IR.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 5.10

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 5.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 5.11

Commencer par vérifier que f est bien définie sur tout IR.
Montrer que f est injective.
Déterminer F =Im f .
Alors f sera bijective de IR dans F et on saura que f admet une fonction réciproque g définie sur F et à

valeurs dans IR.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 5.11

Montrer que f est strictement monotone, donc injective.
Utiliser les résultats du chapitre5.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 5.11

On calcule la dérivée de f et on trouve

f ′(x) =
3

2(x2 + x + 1)3/2
.

La dérivée est strictement positive donc f est strictement croissante sur IR, donc f est injective.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 5.11

Il faut maintenant déterminer Imf .
Calculer

lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

f(x).

Il faut lever les indéterminations.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 5.11

Quand x tend vers +∞, on a une indétermination de la forme +∞
+∞ .

Quand x tend vers −∞, on a une indétermination de la forme −∞
+∞

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 1, Exercice 5.11

Pour lever ces indéterminations, on peut mettre x en facteur au numérateur et au dénominateur.

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 1, Exercice 5.11

Quand x ≥ 0,
√

x2 = x.
Quand x ≤ 0,

√
x2 = −x.

Retour à l’exercice N



Aide 8, Question 1, Exercice 5.11

On trouve :
lim

x→−∞
f(x) = −2, lim

x→+∞
f(x) = 2.

D’où imf =]− 2,+2[.
f est donc bijective de IR dans ]− 2, 2[.
Elle admet donc une application réciproque g dont le domaine de définition est ]− 2, 2[.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 5.11

f est dérivable sur IR ET f ′ ne s’annule pas, donc g est dérivable sur son domaine de définition.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 5.11

Quelle est l’expression de g′(x) ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 5.11

g′(x) =
1

f ′(g(x))
.

Pour avoir g′(1), il faut donc déterminer g(1).

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 5.11

a = g(1) ⇔ 1 = f(a) ⇔ 1 =
2a + 1√

a2 + a + 1
⇔ 2a + 1 =

√
a2 + a + 1.

Continuer.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2, Exercice 5.11

Attention α = β, n’est pas équivalent à α2 = β2.
On a seulement une implication, pour la réciproque, il faut de plus que α et β aient le même signe.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 2, Exercice 5.11

2a + 1 =
√

a2 + a + 1 ⇔
{

2a + 1 ≥ 0
(2a + 1)2 = a2 + a + 1

⇔
{

2a + 1 ≥ 0
3a2 + 3a = 0

⇔ a = 0.

En déduire g′(1).

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 2, Exercice 5.11

g′(1) =
1

f ′(0)
=

2
3
.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 6.1

Utiliser la formule de Taylor pour les polynômes en 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 6.1

Utiliser la formule de Taylor pour les polynômes en x0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 6.1

Calculer
p(1), p′(1), p′′(1), p′′′(1).

Puis utiliser la formule de Taylor pour les polynômes en 1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 6.2

Il suffit de calculer les dérivées successives de chacune des fonctions jusqu’à l’ordre 5 puis d’appliquer la
formule de Taylor-Lagrange. Attention aux points où on évalue les différentes dérivées.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 6.2

Par exemple pour v) on obtient :

∃θ ∈]0, 1[, sh x = x +
x3

3!
+

x5

5!
ch (θx).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 6.2

Est-ce que les fonctions précédentes tendent vers 0 quand x tend vers 0 ?
Comme les fonctions sont continues, la question devient
Est-ce que f(0) = 0 ?
Si oui déterminer leur partie principale.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 6.2

On peut utiliser les développements de Taylor pour déterminer les parties principales

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 6.2

Par exemple pour iii) et α = 1, pour obtenir la partie principale de sinx − x, on utilise le développement de
Taylor précédent :

∃θ ∈]0, 1[, sinx− x = −x3

3!
+

x5

5!
cos(θx).

Diviser par x3.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 6.2

sinx− x

x3
= − 1

3!
+

x2

5!
cos(θx).

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2, Exercice 6.2

θ dépend de x, mais est borné.
Donc θx tend vers 0 quand x tend vers 0.
Donc cos(θx) tend vers 1.

Donc
x2

5!
cos(θx) tend vers 0.

Donc
sinx− x

x3
tend vers − 1

3!
.

Donc −x3

3!
est la partie principale de sinx− x.

Le premier terme non nul du développement est la partie principale de l’infiniment petit.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 6.2

Il suffit de calculer les dérivées successives de chacune des fonctions jusqu’à l’ordre 3 puis d’appliquer la
formule de Taylor-Lagrange. Attention aux points où on évalue les différentes dérivées.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 6.2

Par exemple pour iv) on obtient : il existe c strictement compris entre x et x0 tel que

(1 + x)4 − 1 = (1 + x0)4 − 1 + 4(x− x0)(1 + x0)3 + 6(x− x0)2(1 + x0)2 + 4(x− x0)3(1 + c).

ou ce qui est équivalent en posant x = x0 + h :

∃θ ∈]0, 1[, (1 + x0 + h)4 − 1 = (1 + x0)4 − 1 + 4h(1 + x0)3 + 6h2(1 + x0)2 + 4h3(1 + x0 + θh).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4, Exercice 6.2

Est-ce que les fonctions précédentes tendent vers 0 quand x tend vers x0 ?
Comme les fonctions sont continues, la question devient
Est-ce que f(x0) = 0 ?
Si oui déterminer leur partie principale.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4, Exercice 6.2

f est donc un infiniment petit au voisinage de x0 si f(x0) = 0.
Pour iv) en particulier, on cherche x0 tel que

(1 + x0)4 − 1 = 0 ⇔ (1 + x0)4 = 1.

Les quatre racines quatrièmes de 1 sont 1, i,−1,−i
Il existe donc deux nombres réels tels que (1 + x0)4 = 1, ce sont x0 = 0 et x0 = −2.
On a supposé que x0 6= 0, donc x0 = −2.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 4, Exercice 6.2

Quand f(x) est un infiniment petit au voisinage de x0 , le terme constant du développement de Taylor en x0

est donc nul.
La partie principale est alors le premier terme non nul dans le développement de Taylor.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 6.3

Ecrire la formule de Taylor-Lagrange.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 6.3

On approche f(a + h) par un polynôme en h faisant intervenir les dérivées successives de f évaluées en a.
L’erreur commise est égale au reste de Taylor-Lagrange.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 6.3

Le reste de Taylor-Lagrange à l’ordre n s’écrit :

En =
hn+1

(n + 1)!
f (n+1](a + θh).

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 6.3

Quelles sont les dérivées successives de la fonction sinus ?
Que vaut h ?

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 6.3

Attention, il faut exprimer les angles en radians.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Exercice 6.3

h =
π

180
.

La dérivée (n+1)ème de la fonction sinus est égale à cosinus ou -sinus ou -cosinus ou sinus.
Dans tous les cas elle est inférieure ou égale à 1 en valeur absolue

Retour à l’exercice N



Aide 7, Exercice 6.3

On a donc

En ≤
|h|n+1

(n + 1)!

Déterminer n pour que En ≤ 10−3.

Retour à l’exercice N



Aide 8, Exercice 6.3

h <
3.6
180

= 2× 10−2.

On voit donc rapidement que n = 1 devrait convenir.
On a en effet

E1 ≤
|h|2

2!
< 2× 10−4 ≤ 10−3.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 6.4

Appliquer le théorème permettant d’obtenir le développement limité d’un produit de deux fonctions.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 6.5

Appliquer le théorème permettant d’obtenir le développement limité d’un quotient de deux fonctions à l’aide
de la division selon les puissances croissantes.

On vérifie que la fonction au dénominateur ne s’annule pas en 0 comme c’est demandé dans le théorème.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 6.5

On effectue la division suivant les puissances croissantes, à l’ordre 3, des polynômes

A(h) = h− h2

2
+

h3

3
par B(h) = 1 + h− h3

6
.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 6.5

Si Q est le quotient de la division de A par B à l’ordre 3, on a :

ln(1 + h)
1 + sin h

= Q(h) + h3ε(h) = h− 3h2

2
+

11h3

6
+ h3ε(h).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 6.5

sin x tend vers 0 quand x tend vers 0.

Donc en composant le développement limité de sinx au voisinage de 0 et celui de
1

1 + x
au voisinage de 0, on

obtient le développement limité de
1

1 + sin x
au voisinage de 0.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 6.5

sinh = h− h3

3!
+ h3ε(h) = P (h) + h3ε(h).

1
1 + u

= 1− u + u2 − u3 + u3ε(u) = Q(u) + u3ε(u).

Calculer
Q(P (h)).

Ne garder que les termes de degré inférieur ou égal à trois.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 6.5

On obtient
1

1 + sin h
= 1− h + h2 − 5h3

6
+ h3ε(h).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 6.5

Appliquer le théorème permettant d’obtenir le développement limité d’un produit de deux fonctions.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4a, Exercice 6.5

Pour
ex

cos x
, on vérifie que la fonction au dénominateur ne s’annule pas en 0.

Comme précédemment, on peut obtenir le développement limité de
ex

cos x
de deux façons différentes :

– Faire un division suivant les puissances croissantes.
– faire le développement limité d’une fonction composée puis le développement limité d’un produit.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4a, Exercice 6.5

eh = 1 + h +
h2

2!
+

h3

3!
+ h3ε1(h) = A(h) + h3ε1(h).

cos h = 1− h2

2!
+ h3ε2(h) = B(h) + h3ε2(h).

Effectuer la division de A par B.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 4a, Exercice 6.5

2ème méthode :
On veut un développement limité au voisinage de 0 de 1

cos x en écrivant cette fonction comme une fonction
composée de cos x et de 1

x .
Quelle est la limite a de cos x quand x tend vers 0 ?
Il faudra donc un développement limité au voisinage de a de 1

x

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 4a, Exercice 6.5

cos h = 1− h2

2!
+ h3ε1h = 1 + P (h) + h3ε1(h)

a = cos 0 = 1

Donc il faut un développement limité de
1
x

au voisinage de 1, c’est à dire
1

1 + u
au voisinage de 0.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 4a, Exercice 6.5

cos h = 1− h2

2!
+ h3ε1h = 1 + P (h) + h3ε1(h)

1
1 + u

= 1− u + u2 − u3 + u3ε2(u) = Q(u) + u3ε2(u).

Calculer Q(P (h)), ne garder que les termes de degré inférieur ou égal à 3.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4b, Exercice 6.5

ATTENTION pour
sinx

x
, la fonction au dénominateur tend vers 0 quand x tend vers 0 !

On n’est donc pas exactement dans le cadre du théorème sur le développement limité d’un quotient.

Heureusement le numérateur tend lui aussi vers 0 et de plus
sinx

x
admet une limite quand x tend vers 0.

On écrit le développement limité à l’ordre 4 de sinx au voisinage de 0
On simplifie par h : c’est possible car le terme constant dans l’expression de sinh est nul : pourquoi ?

On obtient alors le développement limité à l’ordre 3 de
sinx

x
.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4c, Exercice 6.5

ATTENTION pour
x

sinx
, la fonction au dénominateur tend vers 0 quand x tend vers 0 !

On n’est donc pas exactement dans le cadre du théorème sur le développement limité d’un quotient.
Heureusement le numérateur tend lui aussi vers 0 et de plus

x

sinx
admet une limite quand x tend vers 0.

Pour utiliser ce qui précède, on peut écrire :

x

sinx
=

1
sin x

x

.

Il sufit donc d’obtenir le développement limité de l’inverse de
sinx

x
.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4c, Exercice 6.5

Pour obtenir le développement limité de l’inverse de
sinx

x
, il existe deux méthodes :

– On peut appliquer le théorème sur le développement limité d’un quotient de fonctions.
– On peut appliquer le théorème sur le développement limité d’une composée de fonctions

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 4c, Exercice 6.5

Pour obtenir le développement limité de l’inverse de
sinx

x
à l’aide du théorème sur le quotient de fonctions,

on a
1 = A(h).

sin h

h
= B(h) + h3ε(h).

Puique
sinx

x
ne tend pas vers 0 quand x tend vers 0, on a bien

B(0) 6= 0

donc les hypothèses du théorème sur le développement limité d’un quotient sont satisfaites.
Il suffit d’effectuer la division de A par B.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 4c, Exercice 6.5

Pour obtenir le développement limité de l’inverse de
sinx

x
à l’aide du théorème sur les fonctions composées,

on compose la fonction sin x
x avec la fonction 1

x .

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Donc on veut le développement limité de 1
x au voisinage de 1, c’est à dire le développement limité au voisi-

nage de 0 de 1
1+u

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 4c, Exercice 6.5

sinh

h
= 1 + P (h) + h3ε1(h).

1
1 + u

= Q(u) + u3ε2(u).

Calculer Q(P (h)), ne garder que les termes de degré inférieur ou égal à 3.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 6.6

Quelle est la dérivée de la fonction f ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 6.6

Quel théorème pouvez-vous utiliser ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 6.6

g(x) = f ′(x) = ex2
.

On peut déterminer un développement limité à l’ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction g. Puis en utilisant
le théorème sur le développement limité d’une primitive, on obtient un développement limité à l’ordre 6 au
voisinage de 0 de G(x) = f(x).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 6.7

Cet exercice sera corrigé dans le devoir7.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1a, Exercice 6.8

Utiliser le développement limité connu :

ln(1 + u) = 1 + u− u

2
+

u2

3
+ u2ε(u).

Puis remplacer u par x
2 .

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1b, Exercice 6.8

On a

ln(2 + x) = ln
(
2
(
1 +

x

2

))
= ln 2 + ln

(
1 +

x

2

)
.

Utiliser le résultat de la question précédente.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1c, Exercice 6.8

Dans l’exercice 6.2 on a déterminé un développement de Taylor-Lagrange en 0 pour la fonction ln(2 + x), en
modifiant le reste on obtient immédiatement un développement de Taylor-Young, donc un développement
limité.

Comparer, on doit retrouver le développement obtenu à la question précédente.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2a, Exercice 6.8

Il faut obtenir le développement limité de la composée de deux fonctions.
Lesqelles ?
Pour chacune d’elles, au voisinage de quel point ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2a, Exercice 6.8

ln(1 + cos x) = g(f(x)),

avec
f(x) = 1 + cos x,

g(x) = lnx.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2a, Exercice 6.8

Si on pose f(x) = 1 + cos x, déterminer le développement limité de f au voisinage de 0 à l’ordre 3.
De plus f(0) = 2.
Le terme constant de son développement limité sera donc égal à 2.
Si on pose g(x) = lnx, il faut donc déterminer un développement limité de g au voisinage de 2 à l’ordre 3.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2a, Exercice 6.8

1 + cos h = 2− h2

2!
+ h3ε1(h) = 2 + P (h) + h3ε1(h).

ln(2 + u) = ln 2 +
u

2
− u2

8
+

u3

24
+ u3ε2(u) = Q(u) + u3ε2(u).

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2a, Exercice 6.8

La partie régulière S(h) du développement limité de ln(1+cos x) au voisinage de 0 sera donc égale à Q(P (h))
privé des termes de degré strictement supérieur à 3.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2b, Exercice 6.8

Il faut obtenir le développement limité de la composée de deux fonctions.
Lesqelles ?
Pour chacune d’elles, au voisinage de quel point ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2b, Exercice 6.8

ln(1 + sinx) = g(f(x)),

avec
f(x) = 1 + sinx,

g(x) = lnx.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2b, Exercice 6.8

Si on pose f(x) = 1 + sinx, déterminer le développement limité de f au voisinage de 0 à l’ordre 3.
De plus f(0) = 1.
Le terme constant de son développement limité sera donc égal à 1.
Si on pose g(x) = lnx, il faut donc déterminer un développement limité de g au voisinage de 1 à l’ordre 3.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2b, Exercice 6.8

1 + sin h = 1 + h− h3

3!
+ h3ε1(h) = 1 + P (h) + h3ε1(h).

ln(1 + u) = u− u2

2
+

u3

3
+ u3ε2(u) = Q(u) + u3ε2(u).

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2b, Exercice 6.8

La partie régulière S(h) du développement limité de ln(1+sinx) au voisinage de 0 sera donc égale à Q(P (h))
privé des termes de degré strictement supérieur à 3.

Faire le calcul.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 6.9

Cet exercice sera corrigé dans le devoir 6.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 6.10

Pour chacune des fractions, si on appelle N et D leurs numérateurs et dénominateurs respectifs on a

lim
x→a

N(x) = 0, lim
x→a

D(x) = 0

donc une indétermination de la forme 0
0

N et D sont donc des infiniment petits au voisinage de a, pour lever cette indétermination, utiliser, si
nécessaire, un développement limité connu ou un développement de Taylor-Young de N et D au voisinage
de a.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 6.10

Pour i)

a = 0, h = x,N(h) = eh − 1 = h + hε1(h), D(h) = h, d’où lim
h→0

eh − 1
h

= 1.

Pour ii)

a = 1, h = x− 1, N(h) = ln(1 + h) = h + hε1(h), D(h) = h, d’où lim
h→0

ln(1 + h)
h

= 1.

Pour iii), c’est exactement la même chose que pour ii), en effet

a = 0, h = x,N(h) = ln(1 + h) = h + hε1(h), D(h) = h, d’où lim
h→0

ln(1 + h]
h

= 1.

Pour iv)
a =

π

3
, h = x− π

3
,

N(h) = sin
(π

3
+ h
)
− sin

(π

3

)
= h cos

(π

3

)
+ hε1(h) =

h

2
+ hε1(h) développement de Taylor-Young,

D(h) = cos
(π

3
+ h
)
− cos

(π

3

)
= −h sin

(π

3

)
+ hε2(h) = −

√
3

2
h + hε2(h) développement de Taylor-Young,

d’où

lim
h→0

sin
(

π
3 + h

)
− sin

(
π
3

)
cos
(

π
3 + h

)
− cos

(
π
3

) = lim
h→0

h
2 + hε1(h)

−
√

3
2 h + hε2(h)

= lim
h→0

1
2 + ε1(h)

−
√

3
2 + ε2(h)

= − 1√
3
.

Pour v)

a =
π

3
, h = x− π

3
,

N(h) = sin h = h + hε1(h),



D(h) = −2
(
cos
(π

3
+ h
)
− cos

(π

3

))
= −2

(
−h sin

(π

3

)
+ hε2(h)

)
= −2

(
−
√

3
2

h + hε2(h)

)
développement de Taylor-Young,

d’où

lim
h→0

sinh

−2
(
cos
(

π
3 + h

)
− cos

(
π
3

)) = lim
h→0

h + hε1(h)

−2
(
−
√

3
2 h + hε2(h)

) = lim
h→0

1 + ε1(h)

−2
(
−
√

3
2 + ε2(h)

) =
1√
3
.

Pour vi)
a = 0, h = x,

N(h) = eh − e−h = 2h + hε1(h) somme de développements limités connus,

D(h) = sin h = h + hε2(h).

d’où

lim
h→0

eh − e−h

sin h
= lim

h→0

2h + hε1(h)
h + hε2(h)

= lim
h→0

2 + ε1(h)
1 + ε2(h)

= 2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2a, Exercice 6.10

a =
π

4
, h = x− π

4
.

Pour le numérateur, utiliser la formule formule de Taylor-Young en π
4 , on obtient

N(h) = −
√

2h + hε1(h).

Pour le dénominateur, on peut utiliser le développement limité d’une composée de fonctions, lesquelles ? au
voisinage de quels points ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2a, Exercice 6.10

On a besoin du développement limité de la fonction tangente en π
4 et de celui de la fonction ln en 1. Pourquoi ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2a, Exercice 6.10

tan
π

4
= 1.

On a donc besoin d’un développement limité de lnx en 1.
L’ordre 1 semble suffisant.
Utiliser, par exemple, la formule de Taylor-Young pour obtenir le développement limité de tanx au voisinage
de π

4 .
Puis composer avec le développement connu de lnx en de 1.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2a, Exercice 6.10

On obtient

tan
(π

4
+ h
)

= 1 + 2h + hε1(h).

ln(1 + u) = u + uε2(u).

D’où
D(h) = ln

(
tan

(π

4
+ h
))

= 2h + hε3(h).

Il reste à calculer

lim
h→0

N(h)
D(h)

.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2a, Exercice 6.10

lim
h→0

N(h)
D(h)

= lim
h→0

−
√

2h + hε1(h)
2h + hε3(h)

= lim
h→0

−
√

2 + ε1(h)
2 + ε3(h)

=
−
√

2
2

.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2b, Exercice 6.10

a = 0, h = x,N(h) = ln(cos h− 2 sinh), D(h) = h.

Pour N(h), utiliser le développement limité d’une fonction composée.
cos h− 2 sinh en 0 : développements limités classiques.
lnx en 1 (pourquoi ? ) : là encore un développement limité classique.
L’ordre 1 devrait suffire.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2b, Exercice 6.10

cos h− 2 sinh = 1− 2h + hε1(h).

ln(1 + u) = u + uε2(u).

D’où
N(h) = ln(cos h− 2 sinh) = −2h + hε3(h).

Il reste à calculer très facilement
lim
h→0

N(h)
D(h)

.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2c, Exercice 6.10

Quand on doit calculer une limite quand x tend vers l’infini, il est souvent plus simple de poser t = 1
x puis

de calculer la limite quand t tend vers 0.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2c, Exercice 6.10

On a déjà calculé

lim
t→0

ln(1 + t)
t

= 1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 6.11

Essayer de prévoir l’ordre qu’il est raisonnable de pouvoir atteindre.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 6.11

Quels que soient a et b, f(x) est au moins un infiniment petit d’ordre 2. Pourquoi ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 6.11

On a toujours f(0) = 0, de plus f est paire.
Donc dans le développement limité de f le terme constant et le terme d’ordre 1 seront nuls quels que

soient a et b.
Continuer le raisonnement.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 6.11

Pour les raisons citées précédemment, on aura

f(x) = a2x
2 + a4x

4 + a6x
6 + x6ε(x).

a2, a4, a6 vont dépendre de a et b.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 6.11

Il est probable que l’on pourra déterminerr a et b tels que a2 = 0 et a4 = 0.
Avec ce choix il est probable que a6 6= 0.
f sera alors un infiniment petit d’ordre 6.
On calcule a2, a4, a6.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Exercice 6.11

Pour obtenir le développement limité de
1 + ax2

1 + bx2
, on peut faire, par exemple, une division suivant les puis-

sance croissantes.
En effet le numérateur et le dénominateur étant des polynômes, on a immédiatement leur développe-

ment limité, la division permet d’obtenir celui du quotient.

On peut également obtenir le développement limité de
1 + ax2

1 + bx2
en effectuant le produit des développe-

ments limités de 1 + ax2 et
1

1 + bx2
. Le développement limité de

1
1 + bx2

étant obtenu à partir de celui de
1

1 + t
.

Retour à l’exercice N



Aide 7, Exercice 6.11

Après calculs on obtient :

a2 = −1
2

+ (a− b), a4 =
1
24
− b(a− b), a6 = − 1

6× 120
+ b2(a− b).

Déterminer a et b et trouver la partie principale de f(x).

Retour à l’exercice N



Aide 8, Exercice 6.11

a2 = a4 = 0 ⇔ a = − 5
12

, b =
1
12

.

On a alors
a6 =

1
420

.

D’où le résultat.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 6.12

On s’intéresse aux branches infinies de la courbe. Combien y en a-t-il ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 6.12

On a des branches infinies quand x tend vers +∞, −∞, 0+.
Quant x → 0+, f(x) → +∞, on a donc une asymptote d’équation x = 0, la courbe est à droite et en haut.
L’étude des branches infinies quand x tend vers ±∞ est moins immédiate. Utiliser les développements

limités.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 6.12

Comme on l’a vu en cours il faut faire un développement limité de
f(x)

x
au voisinage de l’infini.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 6.12

On pose t =
1
x

, on obtient après calcul d’un produit de développement limités :

f(x)
x

= (1 + 2t)et = 1 + 3t +
5
2
t2 + t2ε(t).

En déduire l’équation de l’asymptote et la position de la courbe par rapport à celle-ci.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 6.12

On a donc
f(x) = x + 3 +

1
x

(
5
2

+ ε

(
1
x

))
.

L’équation de l’asymptote est donc
y = x + 3.

Quelle est la position de la courbe par rapport à cette asymptote ?
Etudier le signe de f(x)− x− 3 quand x tend vers ±∞.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Exercice 6.12

Quand x tend vers ±∞ l’expression
(

5
2

+ ε

(
1
x

))
tend vers 5

2 , elle est donc positive au voisinage de ±∞.

Le signe de f(x) − x − 3 est donc celui de 1
x , c’est à positif quand x tend vers +∞, négatif quand x tend

vers −∞.
La courbe est au-desus de l’asymptote quand x tend vers +∞, au-dessous quand x tend vers −∞.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 7.1

La croissance de la fonction f implique

u(x) ≤ f(x) ≤ U(x), ∀x ∈]0, 1[

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 7.1

∫ 1

0
u(x)dx = h

(
1 + eh + e2h + ... + e(N−1)h

)
On reconnait la somme d’un série géométrique.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 7.1

Si on pose r = eh, on obtient∫ 1

0
u(x)dx = h

(
1 + r + r2 + ... + r(N−1)

)
= h

1− rN

1− r
= h

1− eNh

1− eh
= h

1− e

1− eh
.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 7.1

Une relation simple lie ∫ 1

0
u(x)dx

à ∫ 1

0
U(x)dx.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 7.1

Ecrire ∫ 1

0
U(x)dx.

et constater ∫ 1

0
U(x)dx = eh

∫ 1

0
u(x)dx = heh 1− e

1− eh
.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 7.1

Revenir aux sommes qui définissent
∫ 1

0
U(x)dx et

∫ 1

0
u(x)dx, faire la différence, tous les termes s’annulent

sauf deux d’entre eux, on obtient∫ 1

0
U(x)− u(x)dx =

∫ 1

0
U(x)dx−

∫ 1

0
u(x)dx = h(eNh − 1) = h(e− 1) =

e− 1
n

.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4, Exercice 7.1

Soit ε > 0, il suffit de choisir n tel que
e− 1

n
≤ ε ⇐⇒ n ≥ e− 1

ε

On aura alors
u(x) ≤ f(x) ≤ U(x)

et ∫ 1

0
U(x)− u(x)dx ≤ ε.

Ce qui montre par définition que f est intégrable sur [0, 1].

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 5, Exercice 7.1

On peut utiliser le chapitre 5, la limite est égale à la dérivée de f en 0, c’est à dire 1.
On peut également utiliser le chapitre 6 et les développements limités pour lever cette indétermination.
On utilise cette limite pour obtenir

l1 = l2 = e− 1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 6, Exercice 7.1

Revoir la définition de l’intégrale I comme borne supérieure d’un ensemble A et comme borne inférieure
d’un ensemble B.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 6, Exercice 7.1

Pour tout n, donc pour tout h, ∫ 1

0
u(x)dx ∈ A,

donc par définition de la borne supérieure ∫ 1

0
u(x)dx ≤ I

I lui ne dépend pas de h. En utilisant les résultats sur les limites, on peut en déduire que

l1 ≤ I

Raisonner sur l2.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 6, Exercice 7.1

Pour tout n, donc pour tout h, ∫ 1

0
U(x)dx ∈ B,

donc par définition de la borne inférieure ∫ 1

0
U(x)dx ≥ I

I lui ne dépend pas de h. En utilisant les résultats sur les limites, on peut en déduire que

l2 ≥ I

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 6, Exercice 7.1

On a montré
l1 = l2 = e− 1

l1 ≤ I ≤ l2

donc
I = e− 1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 7.2

Une inégalité avec valeurs absolues a été démontrée dans un des théorèmes du cours. Revoir ce théorème,
quelles étaient les hypothèses ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 7.2

On a démontré un théorème avec a < b, citer ce théorème.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Exercice 7.2

Si a′ < b′, si f est intégrable sur [a′, b′] alors∣∣∣∣∣
∫ b′

a′
f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b′

a′
|f(t)| dt.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Exercice 7.2

Pour démontrer l’inégalité de l’exercice, étudier trois cas :
– a < b
– a = b
– a > b

Retour à l’exercice N



Aide 5, Exercice 7.2

Si a = b que vaut par définition une intégrale de a à b ?
Quelle relation lie l’intégrale de a à b à l’intégrale de b à a ?
Quand a′ < b′, quand une fonction est positive sur [a′, b′], quel est le signe de l’intégrale de a′ à b′ ?
Quelle est la définition de la valeur absolue ?
Utiliser toutes ces propriétés pour conclure.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Exercice 7.2

– Si a < b, utiliser le théorème cité précédemmment.

Constater que
∫ b

a
|f(t)|dt ≥ 0, donc égal à sa valeur absolue.

– a = b, l’inégalité devient 0 ≤ 0.
– a > b, poser a′ = b, b′ = a, utiliser le théorème et continuer ....

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 7.3

f est continue, donc elle admet une primitive que l’on peut noter F .
Que vaut alors g(x) ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 7.3

g est composée à partir de fonctions dérivables, donc dérivable.
Utiliser la dérivée des fonctions composées pour calculer g′(x).

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 7.3

g′(x) = f(v(x))v′(x)− f(u(x))u′(x).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 7.3

Si on pose g(x) =
∫ x+T

x
f(t)dt, cette fonction est constante donc sa dérivée est nulle.

Utiliser la question précédente.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 7.3

On a donc
∀x ∈ IR, g′(x) = f(x + T )− f(x) = 0 ⇔ f(x + T ) = f(x).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3a, Exercice 7.3

Il suffit d’utiliser la question 1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3(b)i, Exercice 7.3

La dérivée de h n’est pas immédiate car la fonction h dépend de x par l’intermédiaire de la borne de l’inté-
grale ( comme dans la question 1.), mais x intervient également dans la fonction à intégrer. On va essayer
de "séparer" ces deux dépendances.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3(b)i, Exercice 7.3

sin(x− t) = sin x cos t− sin t cos x.

Ecrire alors h(x) comme une somme de produits de fonctions.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3(b)i, Exercice 7.3

h(x) = sin x

∫ x3

0
cos tdt− cos x

∫ x3

0
sin tdt = sinxf2(x)− cos xf1(x).

On peut maintenant utiliser les règles classiques de dérivées d’une somme, d’un produit.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 3(b)i, Exercice 7.3

h′(x) = cos xf2(x) + sin xf ′2(x) + sinxf1(x)− cos xf ′1(x)
= cos x sinx3 + 3x2 sinx cos x3 + sinx(− cos x3 + 1)− 3x2 cos x sinx3 cos x

= (cos x sinx3 − sinx cos x3)(1− 3x2) + sinx

= sin(x3 − x)(1− 3x2) + sinx

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3(b)ii, Exercice 7.3

Dans l’intégrale, t est la variable d’intégration, x joue le rôle d’un paramètre.
Penser à changer les bornes.
Que vaut dt ?
Que devient la fonction ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3(b)ii, Exercice 7.3

t = 0 ⇔ u = x, t = x3 ⇔ u = x− x3.

dt = −du

sin(x− t) = sin u.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3(b)ii, Exercice 7.3

On obtient

h(x) = −
∫ x−x3

x
sinudu = −g(x).

D’où
h′(x) = −g′(x).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 7.4

Si 0 n’appartient pas à l’intervalle [a, b], la fonction
sin t

t
est continue sur [a, b], donc intégrable sur [a, b].

Si 0 appartient à l’intervalle [a, b], la fonction
sin t

t
est continue sur [a, b], sauf en 0 où elle admet une

limite à gauche et une limite à droite, la fonction est donc intégrable sur [a, b].
Les limites à gauche et à droite de 0 sont égales donc non seulement la fonction est intégrable, mais elle

est prolongeable par continuité et on peut lui appliquer les théorèmes réservés aux fonctions continues.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 7.4

On peut par exemple utiliser le 1er théorème de la moyenne. Le citer.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 7.4

∃cx strictement compris entre 0 et x tel que
∫ x

0

sin t

t
dt = x

sin cx

cx

D’où
F (x) =

sin cx

cx
.

Attention, comme la notation l’indique cx dépend de x.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 7.4

cx est strictement compris entre 0 et x, donc quand x tend vers 0, cx tend vers 0, donc
sin cx

cx
tend vers 1.

lim
x→0

F (x) = 1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 7.5

Montrer que la fonction est continue sur l’intervalle d’intégration.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 7.5

La fonction
cos t

ln t
est continue en tout t pour lequel ln t est défini et non nul (pour pouvoir diviser).

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 7.5

La fonction
cos t

ln t
est continue en tout t strictement positif et différent de 1. Vérifier que si t appartient à

l’intervalle d’intégration, alors t 6= 1 et t > 0.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 7.5

Si x ∈]0, 1[, alors x2 < x et de plus x2 ∈]0, 1[, l’intervalle d’intégration est alors tout entier inclus dans ]0, 1[.
Que se passe-t-il si x ∈]1,+∞[ ?

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 7.5

Si x ∈]1,+∞[, alors x < x2 et de plus x2 ∈]1,+∞[, l’intervalle d’intégration est alors tout entier inclus dans
]1,+∞[.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 7.5

Utiliser le 2ème théorème de la moyenne. Vérifier que les hypothèses sont satisfaites.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 7.5

t cos t est une fonction continue sur IR.
1

t ln t
est continue sur l’intervalle d’intégration car t > 0 et t 6= 1, donc le dénominteur ne s’annule pas.

De plus
1

t ln t
garde un signe constant sur l’intervalle d’intégration ( positif si x ∈]1,+∞[, négatif si

x ∈]0, 1[ ).
On peut donc utiliser le 2ème théorème de la moyenne.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 7.5

∃c compris entre x et x2 tel que F (x) = c cos c

∫ x2

x

1
t ln t

dt.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 7.5

On peut reconnaitre, dans la fonction à intégrer, la dérivée d’une fonction composée. On obtient alors direc-
tement l’intégrale.

On peut faire également un changement de variable.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 7.5

Poser u = ln t.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3, Exercice 7.5

du =
dt

t

t = x ⇒ u = ln x, t = x2 ⇒ u = ln(x2) = 2 lnx.

Ecrire la nouvelle intégrale.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 3, Exercice 7.5

∫ x2

x

1
t ln t

dt =
∫ ln(x2)

lnx

du

u

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 3, Exercice 7.5

∫ x2

x

1
t ln t

dt =
∫ ln(x2)

lnx

du

u
= ln(| ln(x2)|)− ln(| lnx|) = ln

(∣∣∣∣ lnx2

lnx

∣∣∣∣) = ln 2

Attention aux valeurs absolues, x étant postif on peut écrire lnx, par contre, on n’a pas forcément lnx > 0,
donc on a ln(| lnx|).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4, Exercice 7.5

On a donc démontré qu’il existe c compris entre x et x2 tels que

F (x) = c cos c ln 2.

Attention c dépend de x.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4, Exercice 7.5

Quand x tend vers 1, c tend donc vers 1, donc c cos c tend vers cos 1 et donc

lim
x→1

F (x) = cos 1 ln 2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 7.6

Voir le corrigé du devoir 7.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 7.7

h =
1
n

.

xi = ih.

Ih =
n−1∑
i=0

f(xi) = h

(
1 +

1
1 + h

+
1

1 + 2h
+ ... +

1
1 + (n− 1)h

)
.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 7.7

Revoir, dans le cours, l’expression de l’erreur.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 7.7

Si on note e l’erreur commise, on a

|e| ≤ h

2
max

0≤x≤1
|f ′(x)|.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 7.7

f(x) =
1

1 + x
, f ′(x) = − 1

(1 + x)2
.

Donc
max

0≤x≤1
|f ′(x)| = 1.

|e| ≤ h

2
.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 7.7

On doit donc avoir
h

2
≤ 10−2 ⇔ 1

n
= h ≤ 2× 10−2 ⇔ n ≥ 50.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 7.7

Ih = h

(
1
2

+
1

1 + h
+ ... +

1
1 + (n− 1)h

+
1

2(1 + nh)

)
.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 7.7

f ′′(x) =
2

(1 + x)3
, max

0≤x≤1
f ′′(x) = 2.

En déduire un majorant de l’erreur.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 7.7

|e| ≤ 2
12

h2 =
2

12n2
.

A quelle condition sur n, |e| est-elle inférieure à 10−2 ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 7.7

L’entier n doit donc vérifier
n2 ≥ 100

6
⇔ n ≥ 5.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 7.7

Pour obtenir la même précision, la méthode des trapèzes demande une discrétisation moins fine, elle est
plus efficace.

Ces méthodes de calcul numérique approché sont développées dans l’UV d’analyse numérique.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 7.8

Faire des intégrations par parties.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 7.9

La fonction que l’on intègre est positive.
0 < 1.
Donc 0 ≤ In.
Essayer, maintenant, de majorer In par une suite qui tend vers 0.
Revoir les règles sur les inégalités.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 7.9

∀x ∈ [0, 1], 1 ≤ 1 + xn.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 7.9

Donc
∀x ∈ [0, 1],

1
1 + xn

≤ 1.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 7.9

Donc en multipliant par le terme positif xn, on obtient :

∀x ∈ [0, 1],
xn

1 + xn
≤ xn.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 7.9

On a 0 < 1, en utilisant, de plus, l’inégalité précédente, on obtient :∫ 1

0

xn

1 + xn
dx ≤

∫ 1

0
xndx =

1
n + 1

.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 1, Exercice 7.9

0 ≤ In ≤
1

n + 1
.

En utilisant les résultats du chapitre sur les suites, on a donc

lim
n→∞

In = 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 7.9

On peut écrire xn = xxn−1.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 7.9

On calcule une primitive F de f(x) =
xn−1

1 + xn
.

Que vaut F ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 7.9

F (x) =
1
n

ln(1 + xn).

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 7.9

On utilise une intégration par parties pour calculer∫ 1

0
xf(x)dx.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2, Exercice 7.9

On obtient :

In =
[

1
n

x ln(1 + xn)
]1

0

− 1
n

∫ 1

0
ln(1 + xn)dx.

D’où le résultat demandé.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 7.9

On applique la formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 1, à la fonction g(x) = lnx au point a = 1.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 7.9

Pour tout t tel que 1 + t > 0, c’est à dire pour tout t tel que t > −1, on a

∃θ ∈]0, 1[, g(1 + t) = g(1) + tg′(1) +
t2

2
g′′(1 + θt).

Calculer les dérivées de g.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3, Exercice 7.9

g(1) = 0, g′(1) = 1, g′′(x) =
−1
x2

On a donc
g′′(1 + θt) ≤ 0.

En remplaçant :
ln(1 + t)− t ≤ 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4, Exercice 7.9

On va montrer, en l’encadrant, que un =
∫ 1

0
ln(1 + xn)dx est une suite qui tend vers 0.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4, Exercice 7.9

On utilise la majoration précédente, on obtient :

∀x ∈ [0, 1] 0 ≤ ln(1 + xn) ≤ xn.

D’où :

0 ≤
∫ 1

0
ln((1 + xn)dx ≤

∫ 1

0
xndx =

1
n + 1

.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 4, Exercice 7.9

Par encadrement, on a donc

lim
n→∞

∫ 1

0
ln((1 + xn)dx = 0.

D’où le résultat sur la suite nIn.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 7.10

Voir le corrigé du devoir 7.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 7.11

F (x) =
∫ x+T

x
f(t)dt =

∫ 0

x
f(t)dt +

∫ T

0
f(t)dt +

∫ x+T

T
f(t)dt = I1 + I2 + I3.

Montrer que I1 = −I3.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 7.11

Faire un changement de variable afin de ramener les bornes de I3 entre 0 et x.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 7.11

Pour ramener I3 à une intégrale entre 0 et x, il faut poser y = t− T .
Que devient I3 en utilisant ce changement de variable ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 7.11

t = T ⇔ y = 0, t = x + T ⇔ y = x.

dt = dy.

f(t) = f(y + T )

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 7.11

I3 =
∫ x+T

T
f(t)dt =

∫ x

0
f(y + T )dy.

Utiliser la périodicité de f .

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 1, Exercice 7.11

I3 =
∫ x+T

T
f(t)dt =

∫ x

0
f(y + T )dy =

∫ x

0
f(y)dy = −I1.

Ce qui termine la démonstration.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 7.11

Utiliser l’exercice 7.3 pour calculer F ′(x).

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 7.11

F ′(x) = f(x + T )− f(x) = 0.

Donc F est constante, donc F (x) = F (0).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 7.12

Si on pose
x1 = x, x2 = a + b− x,

montrer que pour tout x,
x1 + x2

2
est constante.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 7.12

x1 + x2

2
=

a + b

2
, f(x1) = f(x2).

En déduire un axe de symétrie pour la courbe représentative de f .

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 7.12

La courbe est symétrique par rapport à la droite d’équation x =
a + b

2
.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 7.12

x = a ⇔ t = b, x = b ⇔ t = a.

dx = −dt.

xf(x) = (a + b− t)f(t).

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 7.12

∫ b

a
xf(x)dx = −

∫ a

b
(a + b− t)f(t)dt = −

∫ b

a
tf(t)dt + (a + b)

∫ b

a
f(t)dt.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 7.12

∫ b

a
xf(x)dx = −

∫ b

a
tf(t)dt + (a + b)

∫ b

a
f(t)dt ⇐⇒ 2

∫ b

a
xf(x)dx = (a + b)

∫ b

a
f(t)dt.

Ce qui permet d’obtenir le résultat.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4, Exercice 7.12

Vérifier que les hypothèses des questions précédentes sont satisfaites.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4, Exercice 7.12

La fonction f est continue sur [0, π] et on a bien

f(π − x) = f(x).

On peut donc utiliser le résultat démontré précédemment.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 4, Exercice 7.12

∫ π

0

x sin x

1 + cos2 x
dx =

π

2

∫ π

0

sinx

1 + cos2 x
dx.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 4, Exercice 7.12

Pour calculer
π

2

∫ π

0

sinx

1 + cos2 x
dx,

faire un changement de variable judicieux.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 4, Exercice 7.12

On pose u = cos x.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 4, Exercice 7.12

x = 0 ⇒ u = 1, x = π ⇒ u = −1.

du = − sinxdx.

1
1 + cos2 x

=
1

1 + u2
.

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 4, Exercice 7.12

π

2

∫ π

0

sinx

1 + cos2 x
dx = −π

2

∫ −1

1

1
1 + u2

du =
π

2
( Arctan 1− Arctan (−1)) =

π

2
× π

2
=

π2

4

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 7.13

Pour que la fonction, dont on cherche une primitive, soit définie ( et continue) il faut que

2t + 1 > 0 ⇐⇒ t > −1
2
⇐⇒ t ∈

]
−1

2
,+∞

[
= I.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 7.13

x =
√

2t + 1 = φ(t).

dx =
1√

2t + 1
dt.

φ réalise une bijection de I =
]
−1

2 ,+∞
[

dans J =]0,+∞[.
On a

t = φ−1(x) =
x2 − 1

2
.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 7.13

F (t) =
∫

2t√
2t + 1

dt =
∫

(x2 − 1)dx =
x3

3
− x + C =

(2t + 1)
√

2t + 1
3

−
√

2t + 1 + C =
(2t− 2)

√
2t + 1

3
+ C.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 7.13

Pour que la fonction, dont on cherche une primitive, soit définie ( et continue) il faut que

et − 1 > 0 ⇐⇒ t > 0 ⇐⇒ t ∈ ]0,+∞[ = I.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 7.13

x =
√

et − 1 = φ(t).

dx =
et

2
√

et − 1
dt.

φ réalise une bijection de I = ]0,+∞[ dans J =]0,+∞[.
On a

et = x2 + 1.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 7.13

et = x2 + 1.

F (t) =
∫

et

(1 + et)
√

et − 1
dt =

∫
2

2 + x2
dx =

∫
1

1 +
(

x√
2

)2 dx

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 7.13

Effectuer un nouveau changement de variable pour calculer∫
1

1 +
(

x√
2

)2 dx

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2, Exercice 7.13

On pose
u =

x√
2

dx =
√

2du∫
1

1 +
(

x√
2

)2 dx =
√

2
∫

1
1 + u2

du =
√

2 Arctan
(

x√
2

)
+ C

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 2, Exercice 7.13

On a finalement :
x =

√
et − 1

F (t) =
∫

et

(1 + et)
√

et − 1
dt =

∫
1

1 +
(

x√
2

)2 dx =
√

2 Arctan
(

x√
2

)
+ C =

√
2 Arctan

(√
et − 1√

2

)
+ C

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 7.14

Voir le cours.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 7.15

Voir corrigé du devoir 7.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1a, Exercice 7.16

Faire un changement de variable en posant
x = sin t.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1a, Exercice 7.16

t = −π

2
↔ x = −1, t =

π

6
↔ x =

1
2
.

dx = cos tdt.√
1− x2 = | cos t|.

Puisque l’on choisit t ∈
[
−π

2
,
π

6

]
, on a | cos t| = cos t

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1a, Exercice 7.16

I1 =
∫ π

6

−π
2

cos2 tdt.

On linéarise pour obtenir le résultat final.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1b, Exercice 7.16

I2 = |a|
∫ ∫ a

0

√
1−

(x

a

)2
dx

Faire un premier changement de variable t = x
a , puis un 2ème t = sinu.

Ou poser directement x = a sinu.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1b, Exercice 7.16

dx = a cos udu.

u = 0 ↔ x = 0, u =
π

2
↔ x = a.√

1−
(x

a

)2
= | cos u|.

Puisque l’on choisit u ∈
[
0,

π

2

]
, | cos u| = cos u.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1b, Exercice 7.16

I2 = |a|a
∫ π

2

0
cos2 udu.

On linéairise pour terminer le calcul.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1c, Exercice 7.16

Ecrire le trinôme sous la forme a2 − x′2 afin de se ramener à quelle chose de similaire à I2.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1c, Exercice 7.16

−x2 + 3x− 2 = −
(

x− 3
2

)2

+
1
4

=
1
4

(
1− (2x− 3)2

)
.

√
−x2 + 3x− 2 =

1
2

√
1− (2x− 3)2.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1c, Exercice 7.16

Faire un premier changement de variable en posant 2x− 3 = t, puis un 2ème en posant t = sinu.
Ou poser directement

2x− 3 = sinu ⇔ x =
3 + sin u

2
.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1c, Exercice 7.16

dx =
1
2

cos udu.

x = 1 ⇔ 2x− 3 = −1 ↔ u = −π

2
, x = 2 ⇔ 2x− 3 = 1 ↔ u =

π

2
.

On continue comme pour I1 et I2

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1d, Exercice 7.16

I4 est la plus simple des intégrales jusque là calculées dans cet exercice.
Pourquoi ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1d, Exercice 7.16

La fonction à intégrer peut s’écrire
φ′(x)

√
φ(x).

On en connait donc facilement une primitive.
Autre méthode possible, faire un changement de variable simple.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1d, Exercice 7.16

Poser
t = −x2 + 3x− 2,

on a alors
dt = (−2x + 3)dx

Déterminer les bornes en t.
Puis calculer la nouvelle intégrale en t dont la fonction (très simple) à intégrer est

√
t.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1e, Exercice 7.16

Puique l’on a su calculer I3 et I4, alors on sait calculer I5.
Il suffit d’écrire I5 comme une combinaison linéaire d’intégrale du type I3 et I4.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1e, Exercice 7.16

C’est toujours possible d’écrire
x = α(−2x + 3) + β.

Déterminer α et β.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1e, Exercice 7.16

On obtient

I5 = α

∫ 3
2

1
(−2x + 3)

√
−x2 + 3x− 2dx + β

∫ 3
2

1

√
−x2 + 3x− 2dx.

La première intégrale est I4, la deuxième se calcule comme I3.
Terminer les calculs.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2a, Exercice 7.16

Pour chacune des fonctions il faut que l’expression sous la racine carrée soit positive.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2a, Exercice 7.16

D1 = IR, D2 = [−1, 1], D3 =]−∞,−1]∪]1,+∞[.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2a, Exercice 7.16

Pour chacune des fonctions faire un changement de variable de telle sorte que l’expression sous la racine
carrée s’écrire comme un carré.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2a, Exercice 7.16

Pour f2 un changement classique est

x = sin t, ou plus précisément t = Arcsin x

x ∈ D2 = [−1, 1], t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
.

Quel changement de variable peut-on faire pour f1 et f3 ?

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2a, Exercice 7.16

Pour f1 on peut poser
x = sh t ⇐⇒ t = Argsh x.

Pour f3, attention, D3 est l’union de deux intervalles, on ne peut pas faire le même changement de variable
sur chacun d’eux.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 2a, Exercice 7.16

Pour f3

1. Quand x ∈ [1,+∞[, on peut poser

x = ch t ou plus précisément t = Argch x.

2. Quand x ∈]−∞,−1], on peut poser

x = − ch t ou plus précisément t = Argch (−x).

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 2a, Exercice 7.16

Pour f2, on se ramène au calcul d’une primitive de g2(t) = cos2 t. On obtient, après linéarisation,

G2(t) =
sin 2t

4
+

t

2
+ C.

On remplace
t = Arcsin x

Revoir dans le chapitre 5 comment on évalue cos( Arcsin x). Après calculs on obtient F2(x).

Retour à l’exercice N



Aide 8, Question 2a, Exercice 7.16

Pour f1, on se ramène au calcul d’une primitive de g1(t) = ch 2t. On obtient, après linéarisation,

G1(t) =
sh t ch t

2
+

t

2
+ C.

On remplace
t = Argsh x

Revoir dans le chapitre 7 comment on évalue ch ( Argsh x). Après calculs on obtient F1(x).

Retour à l’exercice N



Aide 9, Question 2a, Exercice 7.16

Pour f3, il faut distinguer deux cas

1. x ∈ [1,+∞[.
On se ramène au calcul d’une primitive de g3(t) = sh 2t. On obtient, après linéarisation,

G3(t) =
sh 2t

4
− t

2
+ C.

On remplace
t = Argch x

Revoir dans le chapitre 7 comment on évalue sh ( Argch x). Après calculs on obtient

F3(x) =
x
√

x2 − 1
2

− 1
2

Argch(x) + C

.

2. x ∈]−∞,−1].
On pourrait poser x = − ch t ou plus précisément t = Argch (−x), et faire un calcul similaire au
précédent, mais plus simplement , on peut se ramener directement au cas précédent.
On pose u = −x, donc du = −dx et

F3(x) =
∫ √

x2 − 1dx = −
∫ √

u2 − 1du = −u
√

u2 − 1
2

+
1
2

Argchu + C =
x
√

x2 − 1
2

+
1
2

Argch(−x) + C.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2b, Exercice 7.16

D4 = [−a, a].

Pour calculer F4, faire un changement de variable afin de se ramener à F2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2c, Exercice 7.16

Le trinôme sous la racine carrée doit être positif ou nul.

D5 = D6 = D7 = [1, 2].

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2c, Exercice 7.16

Pour F5, faire un changement de variable pour se ramener à F2.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2c, Exercice 7.16

−x2 + 3x− 2 =
1
4
−
(

x− 3
2

)2

=
1
4
(
1− (2x− 3)2

)
.

On retrouve bien sûr le domaine de définition de f5.

−1 ≤ 2x− 3 ≤ 1 ⇐⇒ 1 ≤ x ≤ 2.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2c, Exercice 7.16

Pour f5, s’inspirer de f2 et poser
2x− 3 = sin t, t ∈

[
−π

2
,
π

2

]
.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2c, Exercice 7.16

F6 est très facile à calculer car f6 est de la forme

φ′(x)
√

φ(x).

On obtient donc immédiatement une primitive.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 2c, Exercice 7.16

On a calculé F5 et F6 donc on peut en déduire F7 qui est une combinaison linéaire de ces 2 fonctions.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2d, Exercice 7.16

D8 =
[
1−

√
7, 1 +

√
7
]
.

Pour F8, faire un changement de variable pour se ramener à F2.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2e, Exercice 7.16

D9 = IR.

x2 + 2x + 6 = (x + 1)2 + 5.

Faire un changement de variable pour se ramener à F1.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2f, Exercice 7.16

D10 =]−∞,−2] ∪ [0,+∞[.

x2 + 2x = (x + 1)2 − 1.

Faire un changement de variable pour se ramener à F3.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 7.17

Faire une figure.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 7.17

Pour des raisons de symétrie, l’aire est égale à 2 fois l’aire de D+, la partie du domaine située à y ≥ 0.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 7.17

(x, y) ∈ D+ ⇔ −1 ≤ x ≤ 1
2
, 0 ≤ y ≤

√
1− x2.

L’aire de D+ se calcule donc à l’aide d’une intégrale simple.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 7.17

A1 = 2
∫ 1

2

−1

√
1− x2dx.

Faire un changement de variable pour calculer cette intégrale.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 7.17

Revoir l’intégrale I1 de l’exercice 7.16.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 7.17

Faire une figure.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 7.17

A2 = 2
∫ 1

0

√
1 + x2dx.

Faire un changement de variable pour calculer cette intégrale.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 7.17

Poser
x = sh t.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 7.17

On trouve
ch ( Argsh 1) + Argsh 1.

Revoir les propriétés de fonctions trigonométriques hyperboliques et de leurs réciproques afin d’obtenir

A2 =
√

2 + ln(1 +
√

2).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 7.17

Faire une figure.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 7.17

A3 = 2
∫ 2

1

√
x2 − 1dx.

Faire un changement de variable pour calculer cette intégrale.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3, Exercice 7.17

Poser
x = ch t.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 3, Exercice 7.17

On trouve
2 sh ( Argch 2)− Argch 2.

Revoir les propriétés de fonctions trigonométriques hyperboliques et de leurs réciproques afin d’obtenir

A3 = 2
√

3− ln(2 +
√

3).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 8.1

Déterminer les 4 racines quatrièmes de −4 : leur module, leurs arguments.
Déterminer les 3 racines troisièmes de −2i : leur module, leurs arguments.
Pour l’équation du second degré, on calcule son discriminant ∆ = 8 + 6i.
Déterminer les 2 racines carrées de ∆, leurs parties réelles et imaginaires.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 8.1

Après calcul, on obtient les deux racines carrées de ∆ : 3 + i et −3− i

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 8.2

Utiliser les formules d’Euler :

cos x =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
.

puis la formule du binôme.
Regrouper les termes de façon judicieuse.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 8.3

La définition d’une application injective est valable même si les espaces sont complexes.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 8.3

Résolvez f(z1) = f(z2) pour z1 et z2 dans C \ {−i}. Vous obtiendrez facilement l’injectivité de f .

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 8.3

Vous pouvez raisonner par l’absurde ce qui permet d’avoir une démonstration très courte.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 8.3

Quelle est la définition de l’image d’une application ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 3, Exercice 8.3

Pour montrer que deux ensembles sont égaux on procède souvent par double inclusion. L’une des inclusions
est évidente, laquelle ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 3, Exercice 8.3

On a montré dans la question précédente que Im f ⊂ C \ {1}. Pour l’autre inclusion, il faut montrer que
pour tout élément de t ∈ Im f ⊂ C \ {1} il existe z ∈ C \ {−i} tel que t = f(z).

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 3, Exercice 8.3

Résolvez t = f(z), ce qui va vous permettre de construire explicitement z et de voir que z appartient bien à
l’ensemble de départ de f .

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 4, Exercice 8.3

Il suffit de faire le calcul, il n’y a aucune difficulté particulière. Partez du membre de gauche et réduisez au
même dénominateur.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 4, Exercice 8.3

Pour ceux qui ont du mal, revoyez le carré de la somme des modules dans le paragraphe , puis comparez la
partie réelle de iz avec la partie imaginaire de z.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 5, Exercice 8.3

Il faut déjà démontrer que f1 : IR → U \ {1} puis que f est surjective. Utiliser la question précédente pour
montrer que si z est réelle alors |f(z)| = 1 puis la deuxième question pour finir la première partie.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 5, Exercice 8.3

Pour la surjectivité, on sait déjà que pour ∀t ∈ U \{1},∃z, f(z) = t, il reste à montrer que z est réel. Comment
caractériser un nombre réel ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 5, Exercice 8.3

Utiliser la question 4).

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 5, Exercice 8.3

Si t ∈ U \ {1}, alors |f(z)| = 1, donc =mz = 0.
Donc z est réel.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 6, Exercice 8.3

Il faut montrer que f2 : P → D, que f2 est injective (vous l’avez déjà montré, où ?) et enfin que f2 est
surjective.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 6, Exercice 8.3

Utiliser la quatrième question pour montrer aisément que f2 : P → D. Pour la surjectivité, utilisez le calcul
du z tel que t = f(z) de la cinquième question et déduisez en =mz. Que faut-il alors démontrer ?

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 8.4

Revoir le cours.
Comment savoir, sans division, si un polynôme est divisible par le polynôme x− 2 ?

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 8.4

Calculer p(2).
Comment savoir, sans division, si un polynôme est divisible par le polynôme (x− 2)2 ?

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 8.4

Déterminer a pour que p(2) = 0.
Puis vérifier si p′(2) = 0.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 8.4

Adopter la même démarche que dans la question précédente.
On trouve

a = n, b = −n− 1.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 8.4

Effectuer la division pour les premières valeurs de n et essayer de voir ce que vaut le quotient que l’on va
noter qn.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 8.4

q1(x) = 1

q2(x) = 2x + 1.

q3(x) = 3x2 + 2x + 1.

Que constate-t-on ?

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 8.4

Il semble que

qn(x) = nxn−1 + (n− 1)xn−2 + ... + 2x + 1 =
n−1∑
k=0

(k + 1)xk.

Cette formule se vérifie pour n = 1, 2, 3.
Ce qui n’est pas une démonstration complète.
Mais au cours des calculs pour n = 1, 2, 3, on constate qu’une démonstration par récurrence serait effi-

cace.

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2, Exercice 8.4

La formule

qn(x) = nxn−1 + (n− 1)xn−2 + ... + 2x + 1 =
n−1∑
k=0

(k + 1)xk

est vérifiée pour n = 1.
On suppose qu’elle est vérifiée pour n.
On effectue maintenant la division de pn+1 par (x− 2)2.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 2, Exercice 8.4

A la première étape de la division de pn+1 par (x− 2)2, on reconnait, sur la gauche, le polynôme pn.
On a donc

pn+1(x) = (n + 1)xn(x− 2)2 + pn(x) = ((x− 2)2)((n + 1)xn + qn(x)).

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 2, Exercice 8.4

On a donc :

qn+1(x) = (n + 1)xn + qn(x) =
n∑

k=0

(k + 1)xk.

Ce qui termine la démonstration.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 8.5

Avant de commencer les calculs on sait :
la décomposition dans C[X] sera un produit de 4 polynômes de degré 1.
le polynôme n’a pas de racines réelles, donc la décomposition dans IR[X] sera un produit de 2 polynômes

degré 2 sans racines réelles.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 8.5

Pour la factorisation dans C[X], il suffit de trouver les 4 racines du polynôme.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 1, Exercice 8.5

Déterminer les racines quatrièmes de −1.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 1, Exercice 8.5

x4 + 1 = (x− z0)(x− z1)(x− z2)(x− z3).

avec

z0 = ei π
4 =

√
2

2
+ i

√
2

2
, z1 = ei 3π

4 = −
√

2
2

+ i

√
2

2
, z2 = ei 5π

4 = −
√

2
2
− i

√
2

2
, z3 = ei 7π

4 =
√

2
2
− i

√
2

2
.

En déduire la décomposition dans IR[X].

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 1, Exercice 8.5

Le polynôme admet 2 couples de racines conjuguées, pourquoi ?
Regroupez les termes correspondants.

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 1, Exercice 8.5

z0 = z̄3.

z1 = z̄2.

Calculer
(x− z0)(x− z3)

(x− z1)(x− z2).

Avant de les calculer on sait que ces polynômes sont à coefficients réels, pourquoi ?

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 1, Exercice 8.5

(x− z0)(x− z3) = x2 −
√

2x + 1

(x− z1)(x− z2) = x2 +
√

2x + 1.

D’où la factorisation dans IR[X].

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 8.5

Avant de commencer les calculs on sait :
la décomposition dans C[X] sera un produit de 6 polynômes de degré 1.
le polynôme admet −1 comme racine réelle, donc la décomposition dans IR[X] contiendra le facteur x+1.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 8.5

Pour la factorisation dans C[X], il suffit de trouver les 6 racines du polynôme.

Retour à l’exercice N



Aide 3, Question 2, Exercice 8.5

On peut poser
y = x3.

Puis déterminer les 2 racines du polynôme de degré 2 en y obtenu.
Puis pour chacune d’elles déterminer ses trois racines carrées.

Retour à l’exercice N



Aide 4, Question 2, Exercice 8.5

Après calculs on obtient
y1 = −1, y2 = 8.

Déterminer les 3 racines cubiques de y1 puis de y2. On pourra refaire les calculs ou utiliser directement les
racines cubiques de l’unité

Retour à l’exercice N



Aide 5, Question 2, Exercice 8.5

x3 = −1 ⇔ x = x0 = −j2 ou x = x1 = −1 ou x = x2 = −j.

x3 = 8 ⇔ x = x′0 = 2 ou x = x′1 = 2j ou x = x′2 = 2j2.

D’où la factorisation dans C[X]

x6 − 7x3 − 8 = (x− x0)(x− x1)(x− x2)(x− x′0)(x− x′1)(x− x′2).

Retour à l’exercice N



Aide 6, Question 2, Exercice 8.5

Pour la factorisation dans IR[X], regrouper les facteurs de façon judicieuse, on veut des polynômes à coeffi-
cients réels.

Retour à l’exercice N



Aide 7, Question 2, Exercice 8.5

x1 et x′0 sont réels.
x0 et x2 sont conjugués.
x′1 et x′2 sont conjugués.
On peut donc écrire :

x6 − 7x3 − 8 = (x− x1) (x− x′0) ((x− x0)(x− x2)) ((x− x′1)(x− x′2)).

Retour à l’exercice N



Aide 8, Question 2, Exercice 8.5

Après calculs, on obtient :

x6 − 7x3 − 8 = (x + 1) (x− 2) (x2 − x + 1) (x2 + 2x + 4).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 8.6

Voir le corrigé du devoir 8.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 8.7

Pour obtenir la décomposition dans IR(X).
- Comparer degré du numérateur et degré du dénominateur. Si nécessaire calculer la partie entière.
- Factoriser le dénominateur en facteurs irréductibles IR(X).
- En déduire la forme de la décomposition dans IR(X).
- Déterminer la valeur des différents coefficients ( si on n’a pas d’autre idée, on fait une identification).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 8.7

Pour obtenir la décomposition dans IR(X).
- Comparer degré du numérateur et degré du dénominateur. Si nécessaire calculer la partie entière.
- Factoriser le dénominateur en facteurs irréductibles IR(X). Bien regarder si les racines sont simples ou

multiples.
- En déduire la forme de la décomposition dans IR(X).
- Déterminer la valeur des différents coefficients ( si on n’a pas d’autre idée, on fait une identification).

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 3, Exercice 8.7

Pour obtenir la décomposition dans IR(X).
- Comparer degré du numérateur et degré du dénominateur. Si nécessaire calculer la partie entière.
- Factoriser le dénominateur en facteurs irréductibles IR(X).
- En déduire la forme de la décomposition dans IR(X).
- Déterminer la valeur des différents coefficients ( si on n’a pas d’autre idée, on fait une identification).

Quand une des racines est de multiplicité élevée, donc conduit au calcul de nombreux cefficients, on peut
utiliser la méthode de l’exercice 8.6

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 8.8

Pour calculer les primitives on utilise les décompositions en éléments simples dans IR[X].

Retour à l’exercice N



Aide 2, Exercice 8.8

– Les primitives des polynômes partie entière sont simples.

– Les primitives de
1

(x− a)n
sont simples.

– Les primitives de
ax + b

(D(x)n
avec D polynôme de degré 2 sans racines réelles, se calculent de la façon

suivante :
On cherche α et β tels que

ax + b

(D(x))n
= α

D′(x)
(D(x))n

+ β
1

(D(x))n

Les primitives de
D′(x)

(D(x))n
sont simples.

Par un changement de variable, le calcul des primites de
1

(D(x))n
se ramènent au calcul des primitives

de
1

(1 + t2)n
.

Voir le cours pour ce dernier calcul.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Exercice 8.9

Voir le corrigé du devoir8.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 8.10

Chacun des calculs est simple.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 1, Exercice 8.10

– Pour la première fonction, la fonction cosinus est élevée à une puissance IMPAIRE.
On peut donc faire un changement de variable t = sinx.
On se ramème au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle en t.

– Pour la deuxième fonction, on peut écrire

tan2 x = 1 + tan2 x− 1.

D’où les primitives très simples.
– Pour la troisième fonction, quelle est la dérivée de la fonction tanx ?

Là encore le calcul de primitive est immédiat.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 2, Exercice 8.10

Le calcul de primitive est moins simple que les précédents.
Effectuer le changement de variable proposé.

Retour à l’exercice N



Aide 2, Question 2, Exercice 8.10

– Pour la première fonction on obtient :

2
∫ 1√

3

0

1
1− t2

dt.

Décomposer en éléments simples puis calculer les primitives, puis revenir à la variable x.
– Pour la deuxième fonction on obtient : ∫ 1

1√
3

1
t
dt.

Calculer les primitives, puis revenir à la variable x.
– Pour la troisième fonction on obtient : ∫ 1

0

2
3 + t2

dt.

Calculer les primitives, puis revenir à la variable x.

Retour à l’exercice N



Aide 1, Question 1, Exercice 9.1

La solution générale d’une équation différentielle linéaire avec second membre

Retour à l’exercice N
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