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Exercice 1. On consideére le domaine de R? défini par
D={(r,y)eR* 0<z<1l,y—a>1y—22<2}

1. Faire une figure.

2. Exprimer de 2 facons différentes a ’aide d’intégrales simples en x et en y, 'intégrale

doubleI://f(x,y)dxdy.
D

Corrigé : X -
! :/o </z+zl f(x,y)dy) o
I= /12 ( Oyl f(a:,y)d:c) dy + /24 (/(;_2)/2 f(:c,y)d;v) dy

3. On suppose que la masse surfacique de D est p(z,y) = 1.

ou bien

(a) Calculer a I’aide de la question précédente la masse totale de D.

(b) Calculer I’abscisse du centre de gravité, notée z.

1 20+2 3
M = Aire(D) = / (/ dy) dr = —.
0 T+1 2
1 /1 (/2£E+2 ) 1 /1 5
ra = — x dy | de = — x(x+1)dr = —.
M)y 0 Jy DR

Bien que non demandé, on aurait pu calculer 'ordonnée du centre de gravité

wo=sr (Lo ([ o) [0 )

ycz% (/jy(y—l)dw/;y(?—%)dy)

Calculer la masse de D en utilisant le changement de variables z = u,y = v(1 + u) et
déterminer 'abscisse x¢ du centre de gravité.
Corrigé : On commence par le calcul du Jacobien.

1 0
v 1+u

Corrigé :

J = |=1+u

Le domaine A = {(u,v) € R%0<u <1, 1 <v <2}, est donc un carré.

M:/01(1+u)/12dvdu:/01(1+u)du:3/2.

1 2 1
a:g:M/O u(l%—u)/1 dvdu:M/O u(l 4+ u)du =5/9.

Exercice 2 : Soient (S1) et (S2) d’ équations respectives

1
(Sl) . .’13'2 + 3y2 + 322 = Z

et



1. Nommer chacune des surfaces.

2. Préciser si elles sont de révolution. Quel est, dans ce cas ’axe de révolution ?

3. Tracer les figures de chacune des surfaces.

Corrigé

(a)

(b)

(d)

La surface (Sy) est Uellipsoide. Pour bien la décrire, il suffit de regarder son
intersection avec chacun des plans z = cste,x = cste et y = cste. Chacune
de ces intersections donne lieu a des ellipses ou l’ensemble vide (on doit tenir
comptedufaitquel’ona|x|§%et|y|§‘/73 et|z|§‘/7§. Pour | ¢ |< 3,
" intersection de la surface avec le plan x = ¢ est un cercle de centre [’origine

et de rayon \/Lg }1— c2; donc la surface est de révolution d’axe Ox. Pour

| ¢ |= 1, Uintersection est réduite d un point.
L’intersection avec les autres plans y = cste ou z = cste n’étant pas un cercle,
on déduit que seul l'axe Ox est axe de révolution.

La surface (S2) : on a absence d’une seule variable : la variable z. On a donc un
cylindre ayant pour directrice tout vecteur de la forme (0;0;a). Pour préciser
la nature du cylindre; on remarque que [intersection avec z = z., est une
parabole d’ équation

y:xza 2= Zc

Ainsi (Sq) est un cylindre parabolique. Il n’est pas de révolution.

Pour le tracé, il n’y’a aucune difficulté particuliere (voir le polycopié de cours
pour les modéles ).

Pour chaque surface, écrire une équation paramétrique.
Corrigé Pour (S1) on a plusieurs choiz. On a (voir TD et cours)

o z(0,¢) = 3sing
(0,¢) € (0,27) x (—5, §) — { yll,0) = ﬁg cos 0 cos ¢
2(0,¢) = ﬁgsinecosgb

Sinon, Uintersection de (Sy) avec x = x, et | x. |< 5 donnant un cercle de centre (0,0,0)

1 2

1 .19, . S, . .
et de rayon B\ 1 Tes on a auss [’équation paramétrique suivante

a(t,¢) =t
(t,0) € (—=, =) x (0,2m)x y(t,9) = \/% }l— 2 cosf
2(t,¢) = J5\/1—tsind
Pour (53) aucune difficulté
x(t,s) = t
(t,s) =< y(t,s) = 2
z(t,s) = s

Soit My un point appartenant aux deux surfaces (on pourra montrer quun tel M, existe).

1. Ecrire I’équation du plan tangent a (S1) en Mp.

On a l’équation implicite F'(z,y,z) = 0. Le plan tangent ayant pour normale
grad(F(xo, Yo, 20)) on a dans notre cas



soit,
T + 3yoy + 3207 — (xf + 3yg +323) =0
et donc 1
Tox + 3yoy + 3202 - Z =0.

2. Ecrire I’équation du plan tangent a (S3) en M,.
De méme, on a I'équation implicite G(z,y, z) = 2*> —y = 0, donc

(z = 20)(220) + (¥ — o) (o) =0
donc
2707 — Yoy — (275 — ya) = 0;
finalement
2201 — Yoy — x% =0;
Soit (C') la courbe d’intersection des deux surfaces (S1) et (S2)
1. Ecrire I’équation paramétrique de (C).

On montre sans problemes que la projection de la courbe sur le plan zOy a pour
équation y = 2. On a donc comme paramétrisation

z(t) = t
y(t) = ¢
t— 1
L_ 42 g
2(t) = Pt 3

Maintenant, on prend ¢ de telle sorte que la racine carrée soit bien définie, soit

1=t =3t" > 0soit | t]< \/%. Ainsi, la courbe se paramétrise via

x(t) = t
1 1 y(t) = t?
te(——,—=,) — )
NG L2 3¢
() = I

2. On prend M, = (0;0; ﬁg) Montrer qu’il existe deux manieres de calculer le vecteur
tangent a (C') en M.

Corrigé
Premiére maniére On a donc t; = 0 est le parametre correspondant a M,. De
plus

T (to) =1, y'(to) = 2'(tg) =0

le vecteur tangent est donc dans la direction de V = (1;0;0). Ceci est une premiere
maniere.

La deuxieme maniére est de prendre le produit vectoriel des normales aux plans
tangents a (S7) et a (S2). (Rappelons que le plan tangent a une surface en un point
contient les tangentes de toutes les courbes tracées sur la surface et passant par
le point). On a donc les normales respectives Ng, = (x¢, 3yo, 32z0) = (0;0; Sﬁg) et
Ng, = (2x9,—1,0) = (0;—1;0) et leur produit vectoriel Ng,ANg, = —32(1;0;0)
qui est bien colinéaire a V.



3. Ecrire I'équation paramétrique de la droite tangente (D) a (C') en M.

Clest
x(t,s) = t
f ) ylts) = 01
2(t,s) = —=

4. Bonus 2 pt Tracer la figure de (C).

Exercice 3 :

1. On consideére la surface suivante
(S): z=ua%+3y?

(a) Quelle est le nom de la surface ? Justifier la réponse.
Corrigé : L’intersection de la surface avec un plan z = z. donne I’équation
d’une ellipse ( dans le plan z = z.). L’intersection avec les autres plans y = .
et x = x, est une parabole : la surface est donc un paraboloide elliptique.

(b) Ecrire une équation paramétrique de (5).

Corrigé : On a bien évidemment

x(t,s) = t
(t,s) = § wlt,s) = s
z(t,s) = t*+ 3s

2. Le but de cette partie est de trouver le point ou les points appartenant a la surface
(S) qui soit (ou soient) le (les) plus proche(s) du point (0;0;2).

(a) Montrer que trouver un point M = (x;y; z) répondant a la question revient a
minimiser la fonction

3 2
flz,y) =2* +9° + <x2+3y2 — 5)

Corrigé : On a

AL (0:0:3)= = \fa? 92 4 (- 32
= \/x2+y2+(az2+3y2—§)2

minimiser d revient & minimiser d? et donc f.

(b) Trouver les points critiques de f.
Corrigé : On a

0
i

U o) = 20+4a(® +37 - 3)
a—y(fﬂ,y) = 2y +12y(2® 4 3y> — 3)

On a M(xo,yo, 20) est un point critique si et seulement si

0 0
a—i(%,yo) = 8—5(%,%) =0



i. Le point (0,0) vérifie la condition. Donc (0,0,0) est un point critique.
ii. Cherchons un point de la forme (0,yo) avec yo # 0. On remarque que la
0
condition 8—f(x0, Yo) = 0 est trivialement vérifiée ; la condition a—(:zzo, Yo) =
T Y
0 nous impose d’avoir
18y2 —8 =0
dont les solutions sont faciles a trouver : yy = i%
2 4

513)-
iii. Cherchons un point de la forme (zy,0) avec o # 0. On remarque que la

Ainsi comme points critiques annoncés, on a (0, =

0
condition 8—f(x0,y0) = 0 est vérifiée; la condition
Y

impose d’avoir

(x0,%0) = 0 nous

oz
212 —2=0

dont les solutions sont xg = +1.
Ainsi comme points critiques annoncés, on a (+1,0,1)..

2 4
M=1(02% =
(055)

répond a la question. En déduire le deuxieme point (si possible en justifiant
sans faire de calculs supplémentaires)

(c) Montrer que

Corrigé : On fait le test vu en cours (ou polycopié) : B> — AC ou B =
o P o O
ékvay(xo’y()) ;oud = @(%,yo) et ou €' = a—yQ(ﬂﬁo,yo)- On a

0
—f(x, y) = 423+ 122y* — 4o

—(z,y) = 36y°+ 122%y — 16y

Q| QL
N R

et donc o
a—é(a:, y) = 1222 +12y* —4
oy e
92
zﬁﬁgé(x7y) = 24ay
Ce qui donne
0*f 5 4
A:W(xoyyo) = 12y —4=3
0%f
C= 8_y2(x07y0) = 2163/0 — 16 = 32
92
B = 8y—8fx<x0’y0> =0

On a B> — AC < 0 et A > 0 entrainent que le point en question est un
minimum local.

L’autre point est bien sur M/ = (O, —%, %) vu que l'on a

f(ff,y) = f(—l’, _y) = f(—f, _y)'



1. Pour tout entier p > 0, on considere la fonction suivante :

_ [ # st (2y) #(0,0)
f(‘”’y)_{o si (z,y) = (0,0).

En discutant selon les valeurs de p, répondez aux questions suivantes.

(a)

La fonction f est-elle continue en (0,0) ?

Corrigé : Soit x = rcos(f) et y = rsin(f), avec r > 0, § € [0,27[. On peut
voir que
f(rcos(6),rsin(f)) = P~ cos?(6) sin(6)

Donc f est continue en (0,0) ssi p > 1.

Les dérivées partielles 2L et 2L existent-elles en (0, 0) ?
Jy

ox
Corrigé :
of _ 4o f(h,0) = f(0,0)
0.0 = iy FEOIRS o
pour tout p > 0. De plus
of _ . S(0,h) — £(0,0) _
3,00 = lim h =0

pour tout p > 0. Donc %(0, 0) existe si p > 0 et %(O’ 0) existe si p > 0.
La fonction f est-elle différentiable en (0,0)?

Corrigé : Soit £(h, k) = (h;f:z)%. On peut voir que

g(rcos(f),rsin(f)) = P~ cos?(6) sin(6).
Donc f est différentiable en (0,0) ssi p > 2.

Les dérivées partielles % et ? sont-elles continues en (0,0) 7
Y

Corrigé : Pour tout (x,y) # (0,0), on a

af

(2,y) = (p — 2)aP*ly + paP~y?
ox 7

(%2 + y2)2

et

of Pt — ajpr

> (0Y) = —— o

Oy (% +y?)

Remplacant x par rcos() et y par rsin(d), avec r > 0, 6 € [0,27], on peut
vérifier que

g—i(r cos(6),rsin(0)) = r*7*[(p — 2) cos? () sin(#) + p cos? ™! (6) sin® ()]

et

8f ; — P2 p+2 D in2
a—y(r cos(#),rsin(0)) = rP~“[cos?(0) — cos? () sin”(0)].



2. Dans cette partie on suppose que p > 3.

(a)

Pour toutes valeurs de p, calculer %(0, 0) et ggx(o, 0).

Corrigé : Soit g = % et k= g—i. Alors, on a

% f . k(h,0) = k(0,0) ., 3
8x8y(0’ 0) = flzli% h N flzlir(l)h

Donc 8‘9%5;(0,0) =1sip=3et %(0,0) =0 si p > 3. De plus

82f (O, O) — lim g(ov h) B g<0a O)

OyOx h—0 h =0

pour tout p > 3.

Pour quelles valeurs de p peut-on étre stir que les dérivées secondes croisées
ne sont pas continues. Jusitifier votre réponse, en utilisant le théoreme de
Schwarz.

2f
Ozxdy
secondes croisées ne sont pas continues en (0, 0).

. , 2 / . /
Corrigé : On remarque que pour p = 3 on a + % donc les dérivées



