SY01/P03 - Corrigé du MEDIAN - Partie 1

Exercice 1. Dans cet exercice les questions sont indépendantes.

1 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois uniforme sur {0, 1,2}
et B(2,p) respectivement.
En utilisant le produit de convolution calculer P(X +Y = 2).
Réponse :

2 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, Y de loi U(0,1) et la densité
de X est donnée par

f(z) = \/%exp (-“ ~ 1>2) , Yz €R.

Déterminer

a E[X+Y].
Réponse :  Clairement X suit la loi N(1,4) donc E[X +Y] = E[X|+ E[Y] =15

b E[XY].

Réponse : Par indépendance E[XY| = E[X]E[Y] =0.5
c E[X?].

Réponse : E[X?| = Var(X)+ (E[X])* =5.
d E[X -V

Réponse : E[X —Y?| = E[X]— E[Y?] =2/3.

3 Soit Y une v.a. de loi B(p) indépendante des v.a. X; pour i = 1,2 de densité f; et
d’espérance p; .
Onnote X =YX, + (1 - Y)X,.

(a) Exprimer la fonction de répartition de X en fonction de p, fi et fs.
Réponse : P(X <z)=PYX1+(1-Y)Xo <z|Y =0)P(Y =0)+ P(Y X, +
1-Y)Xo<zlY =1)PY =1)=(1-p)P(Xy <z)+pP(X; <z), ot dans la
derniere égalité nous avons utilisé I'indépendance.

(b) Exprimer E[X] en fonction de p, p; et pus.

Réponse : De la question précédente on a que la densité de X est donnée par
f(x) =pfi(z) + (1 —p)fa(x). Dot E[X] = pp1 + (1 —p)ps.

4 Enoncer et démontrer la formule de Bienaymé-Tchebichev pour une variable aléatoire
admettant une densité.
Réponse : Voir cours Chapitre 3.

5 Enoncer le théoreme de la limite centrale.
Réponse : Voir Cours ou Poly Chapitre 4.
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Exercice 2. Soient X et Y deux v.a.r. entieres indépendantes, X suivant une loi B(p)
et Y suivant une loi de Poisson de parametre A\ > 0.
Soit Z la variable aléatoire telle que :

0 si X=0
Z_{Y si X =1.

1. Exprimer Z en fonction de X et Y.
Réponse : Z = Y 1lix—1y, par exemple ou bien Z = Y X.

2. Déterminer la loi de Z.
Réponse :  Z(2) = N et donc pour k € N,

(1—p)+pexp(=A) si k=0
k

mzzmzpw:hxzm+mzzhxznz{ .

3. Calculer E[Z] et Var(Z).
Réponse : E[Z] = E[Y]P(X =1) = Apet E(Z%) = E[Y)|P(X = 1) = p(\2 + ),
d’ott Var(Z) = N?p(1 —p) + Ap.

4. Déterminer la fonction génératrice de Z.

pexp(—A) gy si k>1.

s oo oo u. k
Réponse : gz(u) = 332 ubP(Z = k) = (1=p)+pexp(=A)+pexp(—A) (370, M5 — 1)

d’ou
9z(u) = (1—p)+pexp(—=A) +pexp(—A) (exp(ur) — 1) = (1 —p) +pexp(=A(1 —u)).

5. Retrouver E[Z] et Var(Z) a I’aide de la question précédente.
Réponse : g, (1) = E[Z] = pA
et Var(Z) = 927 (1) + g5(1) — (95(1))" = X’p(L = p) + Ap.

6. Calculer P(X = 1|Z =0).

) . _ 'y _ P(X=1,7=0) _ P(X=1)P(Y=0) _ exp(=A)
Réponse : P(X =1|Z=0) = PZ=0 = Py — (1_§)+zexp(_/\).

CHANGER DE FEUILLE

Exercice 3. A un carrefour un signal lumineux est vert pendant une minute puis rouge
pendant 0.5 mn et ainsi de suite.

A un instant aléatoire non lié au fonctionnement du signal, une voiture s’approche du
carrefour.

Remarque : on peut considérer une succession ”feu vert - feu rouge” sur U'intervalle [0, 1.5],
en minutes.

1. Avec quelle probabilité la voiture passe le carrefour sans s’arréter ?
Réponse : Arrivant au hasard et de maniere uniforme dans l'intervalle de temps
[0;1.5], la probabilité de passer sans s’arréter est égale a 1/1,5, soit 2/3.

2. Soit X le temps d’attente lorsque la voiture arrive au feu rouge. Quelle est la densité
de X, son espérance ?
Réponse : Sil’on arrive au feu rouge, le temps d’attente X est une variable aléatoire
a valeurs dans [0;0,5] de loi uniforme, sa densité est définie par fx ou :
1
1,5—1

On a alors E(X) = fj;o xfx(z)dr = 1/4.

Ix(x) Lo () = 21005 (), x €R.
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3. Soit T le temps d’attente au carrefour, donner sa fonction de répartition et la
représentation graphique de celle-ci.
Réponse : Soient V 1'événement “arriver au vert” et R = V. On a par le théoréme
des probabilités totales :

2 1
P(T<t)=P(T <tlV)P(V)+ P(T <t|R)P(R) = gP(O <t)+ gP(X <t)
0 si t<0,
=< 2/342t/3 si te]0, 0.5],
1 si t>0.5.

4. Soient Y une v.a. de loi B(1/3) et X une v.a. de loi U(0, 0.5) indépendantes.
Quelle est la loi de XY ? En déduire le temps moyen d’attente au carrefour.
Réponse :  On constate que par le théoreme des probabilités totales :

P(XY <2)=P0<z[Y =0)P(Y =0)+ P(X <z|]Y = )P(Y = 1) = P(T < z).

On a donc que XY et T ont méme loi, puisqu’elles ont la méme fonction de
répartition ; elles ont donc la méme espérance donnée par :

E[T] = E[XY] = E[X|E[Y] =1/4 x 1/3 = 1/12.



