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Le baréme tiendra compte de la rédaction. Justitiez clairement vos réponses.

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, F, IP). Supposons
que X soit p.s. positive, c’est a dire IP(X > 0) = 1. Supposons que X ait pour espérance m < +00
et pour variance o2 €]0, +o0].

Nous allons appliquer a X un résultat qui porte le nom d’inégalité de Markov et un de ses corollaires.
INEGALITE DE MARKOV. Va >0, P(X >a) < 2.

COROLLAIRE. Pour toute fonction i : Ry — IRy, telle que h soit croissante et IE(h(X)) < +oo, et
pour tout a > 0 tel que h(a) > 0, on a

(1)

1. Démontrer I'inégalité de Markov.
Indication : interpréter le membre de gauche de (1) comme espérance d’une v.a. bien choisie.

2. Apres avoir énoncé l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer qu’elle est un cas particulier
du corollaire de I'inégalité de Markov.

3. Considérons le cas particulier d’une variable aléatoire Y de densité exponentielle £(2), c’est a
dire de densité fy(y) = 2exp(—2y)1IR, (y) et de la fonction h(z) = exp(z), Vo € Ry, ou 1
désigne la fonction indicatrice sur le borélien B.

En appliquant le corollaire & la variable aléatoire X = |Y — IE(Y)|, déterminer le plus petit réel
positif a tel que IP(X > a) <0.1.

Correction.

1. Remarquons que IP(X > a) = [E(Ilx>,) . Comme a > 0,

X
]IXZa = ]I§21 < ;ps-
=
EX) |, , e
E(lx>,) < ——= lordre est conservé en passant a ’espérance
= a

2. Voir cours pour l'inégalité de B-T. Inégalité de B-T est un cas particulier du corollaire avec
Y =|X —E(X)] et h(z) = 2°.

3. En appliquant le corollaire, nous obtenons

E(exp(|Y — E(Y)]))
exp(a)

P(Y — E(Y)| > a) = P(Y ~ E(Y)| > a)



Nous cherchons & déterminer le plus petit a > 0 tel que

E(exp([Y — E(Y)]))

exp(@)) = 0

10 x E(exp(|Y —E(Y)|)) < exp(a)

Il reste & calculer IE(exp(|Y — IE(Y)])). Comme Y ~ £(2), donc IE(Y) = L.

[\

E(exp(]Y - %\)) = /02 2exp(—2y —y + %)dy + /;00 2exp(—2y +y — %)dy
= [-3 ep(-3y)l§ exp(3) + [~2exp(-y)} ¥ exp(~)
= 2(exp(z) — exp(~1)) + 2exp(-1)
= éexp(—l) + gexp(%).

1 2 1
a> ln(lO(g exp(—1) + 3 exp(i))) <= a > 2.502

REMARQUE Etant donné que nous connaissons la fonction de répartition de Y, a savoir Fy(a) =
1 —exp(—2a) <= P(Y > a) = exp(—2a), la plus petite constante a telle que exp(—2a) < 0.1 <
a > 1.15 est bien meilleure que celle obtenue en ayant utilisé une inégalité supplémentaire. Mais le
but de cette question était de savoir manipuler une inégalité de type Markov.



Exercice 2. Soit Y une variable aléatoire de loi exponentielle £(«), avec o > 2 dont la densité est
aexp(—ax)ll;so. Définissons la variable aléatoire réelle X = exp(Y).

1. Déterminer la fonction génératrice des moments de Y (on précisera son domaine de définition).
2. Déterminer la fonction de répartition de Y.
3. Déterminer la densité de probabilité de X.
4. Déterminer 'espérance et la variance de X.
Correction.
1. Si elle existe, la fonction génératrice de Y, notée My (t) est définie par
My(H) = Eexp(ty))

= a/ exp(ty — ay)dy existe pour t < «
y>0
!
a—1

2. Notons Fy la fonction de répartition de Y'; elle est définie pour tout y € IR par :

0 si y<0

Fy(y) =P(Y <y) = { 1—exp(—ay) si y>0

3. Deux démarches possibles :

A) Fonction de répartition Fx de X; remarquons tout d’abord que Fx(z) = P(X < z) =
P(Y <In(z)) =0siz <1.

Ve >1, Fx(z) = P(Y <lIn(x))
= l—exp(—aln(z))=1—z"

«

Fy est dérivable pour tout z > 1 de dérivée la densité de X, soit fy(z) = az™* 1.

B) Quelque soit ¢ une fonction borélienne t.q. IE(¢(X)) existe, alors
E(o(X)) E(¢(exp(Y))
+o00
= / ¢(exp(y))aexp(—ay)dy

0
= / o(z)ax™ M, de,

avec le changement de variable z = exp(y) et donc %‘” = dy.

4.
E(X) = E(exp(Y)) = My(1) = ai 1
E(X?) = IE(exp(2Y)) = My(2) = aiQ
V) = BX?) - (B(X)? = 5 = (=)= (a— 1)(;(04—2)



Exercice 3. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. Définissons les fonctions
réelles fx et fy par

Fx(@) = cexp(-2) Tz (x), fr(y) = ~Tpz(), avec c€ R,

3
ou g désigne la fonction indicatrice sur le borélien B.

1. Déterminer la constante c telle que fx soit une densité de probabilité.

2. Supposons que X admette fx pour densité et que Y admette fy pour densité. Déterminer, en
le justifiant, la densité de la variable aléatoire Z = X + Y.

Correction.
1. ¢ est une constante positive t.q. cfog exp(—x)dr =1 <= c= (1 —exp(-3))~ L.

2. X et Y étant indépendantes, la densité de X + Y, notée f est égale au produit de convolution
de fx et fy , c’est a dire

1) =[x — iy
= £ [ew(z+ ) 5a00) 5o W)y
Remarquons que
[z—3,2]N[0,3] =0 si z €] —o0,0[U]6,+00 ,
[z —3,2]N[0,3] =1[0,2] si z¢€]0,3,
[z —3,2]N[0,3] =[z—3,3] si z€][3,6]

F2) = 01— exp(—2) ey + 5 (exp(— (2 — 3)) — exp(—3)) iy



