Corrigé du Test SY01/P05

Question 1. On effectue une suite des tirages avec remise dans un ensemble de boules numerotées de
1 & 20. Pour i € N*, on note :

A; = { Sortie de la boule 13 au i-eéme tirage }.

a- Exprimer & l’aide d’operations ensemblistes sur les A; 1’événement “la boule 13 sort pour la
premiere fois au cinquieéme tirage”.

b- Définir par une phrase ne comportant aucun vocabulaire mathématique chacun des événements
suivants :
E = QLOgAi, Es = (nleAi) N (ﬂ:r:O;Al) , B3 = U;s4A4A;.

c- Ecrire a 'aide des A; I'événement :

By, = { La boule 13 sort au moins une fois au dela du n-ieme tirage } .

Corrigé
a- AlﬂAgﬂA3QA4ﬂA5.

b- Ej est 'événement “ & partir du 5-ieme tirage la boule 13 sort a chaque tirage.”
FEs est 'événement “la boule 13 sort pour la premiere fois au 5-ieme tirage et sort a chacun des
tirages suivants”.
E3 est 'événement “la boule 13 sort au moins une fois au dela du 4-ieme tirage”.

c- Bp =Uisni14;.
Question 2. Une famille a deux enfants.

1. Quelle est la probabilité que les deux soient des garcons sachant qu’au moins I'un d’eux est un
gargon?

2. Quelle est la probabilité que les deux soient des garcons sachant que le plus jeune est un gargon?
Corrigé

1. Posons Q = {(G,G),(G,F),(F,G),(F,F)}, A = {au moins un gargon} et B = {2 gargons},
P(B|A) = 5F) = 1/3.
Plus simplement des le départ on aurai pu restreindre I’espace de probabilités a

Y ={(G,G),(G,F),(F,G)} et faire les calculs sur €.

2. Idem mais en changeant A par C' = {le plus jeune est un garcon}, P(B|C) = 1/2.
Plus simplement des le départ on aurai pu restreindre ’espace de probabilités 4 Q" = {(G, G), (G, F)}
et faire les calculs sur .

Question 3. Montrer par recurrence que : P (U 4;) < > | P (4;).
Corrigé Vrai pour n = 1 et pour n = 2 (voir le cours !), supposons vrai pour n = m et montrons
pour n =m + 1.

P (UgtlAl) =P (U?;IAZ' U Am+1) =P (U;ilAz) + P (Am+1) - P (U?llAi N Am+1)

m+1
< P (UL A;) + P (Apgr) < ) P(A).
i=1



Question 4. On considere le jet d'une piece de monnaie deux fois.

1. Soit X la variable aléatoire discréte (vad) nombre de faces. Quelle est son espace fondamental
X(Q)?

2. Donner la fonction de répartition de la vad X.

3. On considere la vad W = 2X si deux faces sont obtenues et W = 0 sinon. Donner la fonction
de répartition de W.

Corrigé

1. X(Q) = {0,1,2}.

2.
0 si x <0,

1/4 si 0<z<1,
3/4 si 1<z<2,
1 si x>1.

3. W(Q) ={0,4} et
0 si a <0,
Fy(z)=4¢ 3/4 si 0<ux<d4,
1 si x>4.

Question 5. On effectue des lancers répétés d’'une paire de dés et on observe pour chaque lancer la
somme des points indiqués par les deux dés. On considere Q = {1,---, 6}2 et I'équiprobabilité des
couples.

a_

b-

Quelle est la probabilité de n’obtenir ni 7 ni 9 au cours d’un lancer 7

On définit les événements suivants :
H; = {ni 7 ni 9 au i-éme lancer},
F; = {obtention d’un 9 au i-éme lancer} ,
et pour n > 1,
E, = {ni 7 ni 9 ne sont obtenus au cours des n — 1 premiers lancers et le n-ieme lancer donne 9}
Dans le cas particulier n = 1, on pose E1 = F.

i- Exprimer chaque E,, a l'aide des événements F; et des H;.

ii- Calculer P(E,) en utilisant I'indépendance des lancers.

On définit I’événement E par :

“Dans la suite des résultats observés, la premiere obtention du 9 a lieu avant la premiere obtention
du 7.

Exprimer E a l'aide des E,,, puis en déduire I'expression de P(F) en fonction des P(E,,).

Corrigé

a_

b-

P(ni7ni9en 1 lancer )= %. On trouve ce résultat en prenant comme espace Q; = {1,---,6}>
muni de léquiprobabilité (chaque couple a une chance sur 36 de se réaliser).

On admet P'existence d’un espace (2, F, P) modélisant les lancers répétés indépendants des dés

a- B, =0NicnH; N F,.



b- Par indépendance des lancers, les événements Hy, - - -, H,,_1, F, sont mutuellement indépendants,
d’ou
1

n—1
P = [LPtre) =5 (35)

formule valable pour tout n > 1, le cas n = 1 se réduisant a Fy = F} et P(F}) = %.

c- Les E, étant deux a deux disjoints et £ = U,>1E,, on a par o-additivité de P :
P(E) = P(UyEx) = Y P(ER)
keN*
bien qu’on ne vous le demande pas, on peut évaluer cette probabilité :
+oo

1/13\*' 1 1 2
pip =S L e
;9 18 91-13 5



