SYO01 Test 1-Automne 10
Correction

Exercice 1. Quatre salariés d’une méme entreprise regagnent leur hotel apres un diner professionnel.
A la réception de I’hotel, au moment de récupérer leur clef de chambre, une panne de courant survient.
Chacun d’eux récupere au hasard, dans le noir, une clef parmi les quatre possibles.

Pour tout ¢ € {1,2,3,4}, soit A; 'événement “le iéme salarié récupere la clef de sa chambre”.

1. Enoncer la formule de Poincaré pour n = 4 événements.

2. Exprimer I’événement B: “au moins un des salariés récupere la clef de sa chambre” en fonction
des événements (A;);c(1,2,34}-

3. En utilisant la formule de Poincaré, déterminer la probabilité de B.

Correction.
4
ie{l,...,4} i=1 1<i1<ia<4 1<i1<i2<i3<4 ie{l,...,.4}
2. B = U A;. L’événement B correspond a I’événement “le premier salarié récupere la clef
ie{l,...,.4}

de sa chambre OU BIEN le second salarié récupere la clef de sa chambre OU BIEN le troisiéme
salarié récupere la clef de sa chambre OU BIEN le quatrieme salarié récupere la clef de sa
chambre”. Le terme OU BIEN n’est pas exclusif.

3. Le cardinal de l'univers est égal a 4! (permutations d’un ensemble & 4 éléments): situation
d’équiprobabilité.

Vi e {1,...,4}, IP(A;) = To%l%fe(}fecg;sfggggﬁﬁgs = % = 4, olt le nombre de cas favorables

correspond au nombre de permutations d’un ensemble a 3 éléments puisque, le salarié i ayant
récupéré sa clef, il reste les trois autres clefs & associer a trois chambres.

~ .. . . | .. . .
De méme, V(i,j) € {1,...,4}%, i £ j,IP(A; N A;) = % = 1—12 Y(i,j k) € {1,...,4}3, i £ j #

1
kP(AiNAjNA) =4 =95 Bt IP( [ A) = o
ie{1,...,.4}
On obtient alors, IP(B) = 4% — C35 + Chgy — 5y = 22041 = 15,
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Exercice 2.
1. Donner la définition d’une probabilité sur un espace probabilisable (€2, F).

2. Soit 'expérience £: on lance deux dés, a six faces, bien équilibrés. L’un est noir, I'autre est
rouge.
Considérons les événements A, B et C :
A : le chiffre du dé noir est pair.
B : le chiffre du dé rouge est impair.
C : les deux chiffres ont méme parité.

e (a) Déterminer I'espace fondamental 2 de €.
e (b) En situation d’équiprobabilité, notons IP la probabilité définie sur (2, P(£2)), ot P(Q2)
désigne I'ensemble des parties de €.
(i) Déterminer IP(A), IP(B), IP(C), IP(AN B), IP(ANC), IP(CNB) et P(ANBNCOC).
(ii) Que peut-on conclure quant & l'indépendance stochastique, relativement a IP, de A et
B, de Aet C, de B et C, et de la famille (A, B,C) ?
) Définissons une probabilité IP sur (2, P(Q)) par : YD € P(Q), IP(D) = IP(D|C)
D|C : “D sachant C”).
) Déterminer IP(A), IP(B) et IP(AN B).
i) Que peut-on conclure quant a l'indépendance stochastique, relativement & P, des
événements A et B 7
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Correction.

1. Une probabilité P sur un espace probabilisable (€2, F) est une application de F dans IR telle que :
P(Q) =1,
VB e F,IP(B) € [0,1],
(o-additivité) V(B;)ier, I C IN, tel que V(i,5) € I%, i # j, BiN\ Bj =0, P(U;e1Bi) = X1 P(B;).

2. e (a)Q={ln,...,6N5} x{lR,...,6R}, ol ig et iy désignent le chiffre i du dé rouge, respec-
tivement du dé noir. Le cardinal de €2 est égal a 36.

e (b) Situation d’équiprobabilité — IP. La détermination des probabilités revient & dénombrer
le nombre de cas favorables (le nombre de cas possibles étant 36).

() P(A4) = %2 = 4, P(B) = 4, P(C) = 252 — L PANB) = 52 = L MANC) =
23 =1 IP(CNB)=33 =1 et PLANBNC) = 5 =0.
(ii) Les événements A , B et C' sont deux a deux stochastiquement indépendants (relative-
ment & IP) puisque la probabilité de leur intersection est égale au produit de leur probabilité.
Mais IP(ANBNC) # IP(A) x IP(B) x IP(C) implique que la famille d’événements (A, B, C')
n’est pas mutuellement indépendante, relativement a IP.

e (c) Probabilité IP sur (Q,P(Q)).
(i) La définition d’une probabilité conditionnelle et les calculs de la question (b) (ii) permet-

tent d’obtenir : IP(A) = ]P]g(xg)c) 3, IP(B) = ]Pﬂ(f(g)(,‘) et IP(ANB) = ]P(ﬁjﬁ(lé;@) —0.

(ii) Les événements A et B ne sont pas, relativement & ]P, stochastiquement indépendants
puisque

IP(AN B) # IP(A) x IP(B).



Exercice 3. Un message binaire est transmis sous la forme “0” ou bien “1” ; a sa réception, il est
également de la forme “0” ou bien “1”. Durant le transfert, la proportion des messages transformés de
“0” (message transmis) en “1” (message réceptionné) est égale a 2/5 et celle des messages transformés
de “1” (message transmis) en “0” (message réceptionné) est égale a 1/3. Parmi les messages transmis,

. . O L .
la proportion des messages “0” est égale a 3 fois la proportion des messages “1”.

1. Déterminer la probabilité qu’un message transmis soit “0”.

2. Supposons que le message réceptionné soit “0”. Déterminer alors la probabilité que le message
transmis ait été “0”.

3. Supposons que le message réceptionné soit “1”. Déterminer alors la probabilité que le message
transmis ait été “17.

Correction. Considérons les événements suivants:

Ry : le message réceptionné est “0”, R; : le message réceptionné est “1” ,

To : le message transmis est “0” et T} : le message transmis est “1”.

L’espace fondamental est 2 = {(0,0), (0,1),(1,1),(1,0)}, ou (i, 5) est tel que i € {0,1} est le message
transmis et j € {0, 1} est le message réceptionné. On munit 2 de la tribu P(£2) (I’ensemble des parties
de Q) et de la probabilité IP définie par ’énoncé.

D'aprés I'énoncé, gl = 5/3, IP(Ry[Ty) = % et IP(Ro|Th) = }.

1. P(Ty) + IP(Ty) = 1 <= IP(Ty) + 2IP(Tp) = 1 <= IP(Tp) = 2.
2. On cherche IP(Tp|Rp). D’apres la formule de Bayes,

IP(Ro|Ty) IP(Tp)
IP(Ry)
IP(Ro|Ty) IP(Tp)
|T0 P(TQ) + ZP(R0|T1)JP(T1)

IP(Ty|Ro) =

P(R
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3. On cherche IP(T1|R;). D’apres la formule de Bayes,

IP(Ry|Th)IP(TY)
IP(Ry)
IP(Ry|Th ) IP(TY)
]P(Rl‘Tl P(T1) + P(R1|TQ)P(T0)

P(Th|Ry) =
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