MT09-A2013 - Examen médian : Corrigé
- Questions de cours. Durée : 30mn. Sans documents ni machines a calculer

Exercice 1 (baréme approzimatif : 1,5 points)
Soit g : R +— R, une fonction définissant la méthode de point fixe : xg donné, x,, = g(zn—1), pourn =1, 2, ...

1.

Enoncer sans le démontrer le théoréme de convergence globale pour cette méthode. On précisera bien les
hypotheses et les conclusions.

Réponse : cf. cours, Proposition 1V.2.2. Attention, TOUTES les hypotheéses sont importantes : g
doit étre définie sur un intervalle fermé borné [a,b] (@ < b), cet intervalle [a,b] doit étre stable par g
(g([a,b] C [a,b])), g doit étre C! sur [a, b] et g doit étre contractante : il existe k, 0 < k < 1 tel que pour
tout x de [a,b], |¢'(z)| < k.

. Enoncer sans le démontrer le théoréme de convergence locale pour cette méthode. On précisera bien les

hypothéses et les conclusions.

Réponse : cf. cours, Proposition IV.2.3.

Enoncer un résultat de convergence pour une méthode de point fixe, pour laquelle il existe un point fixe &
vérifiant ¢’ (%) = 0.

Réponse : cf. cours, Proposition IV.2.5. Si g(2) = & et ¢'(2) = 0, avec g C? de [a, b] dans [a, b], alors le

taux de convergence du théoreme du point fixe est quadratique (d’apres Taylor) : il existe ¢ > 0 tel que

[Tyt — &| < ¢z, — 2|2

Exercice 2 (baréme approzimatif : 2,5 points)
Soit A € My, (R), une matrice inversible (avec n > 0). On cherche une matrice C € M, (R), vérifiant : C
triangulaire inférieure, ¢;; > 0 (Vi,i =1,...,n) et A= CCT.

1.

Montrer que si C existe, alors A est symétrique.
Réponse : si A =CCT, alors AT = (CCT)T = (CT)TCT = CCT, car (AB)T = BT AT et (BT)T = B.
Montrer que si C existe, alors C et CT sont inversibles.
Réponse : si A = COT, alors det(A) = det(CCT) = det(C) det(CT) = (det(C))?, car det(CT) = det(C).
Donc commme A est inversible, det(C) et det(C”) sont non nuls et donc C' et CT sont inversibles.
Montrer que si C existe, alors A est définie positive.
Réponse : si A =CCT, alors Vo € R",
TAr = 27CCTx = (CT2)" (C"2)
= yly avecy=0CTzx
= |yl >0

Ceci prouve que A est semi-définie positive. De plus, si @ # 0, alors CTz # 0 (car C7T est inversible et
donc son noyau est réduit & {0}). Ceci signifie que y # 0 et donc 7 Az > 0. On conclut que A est définie
positive.

En déduire une condition nécessaire sur A, pour que cette décomposition existe.

Réponse : d’apres ce qui précede, si la décomposition A = CCT existe, alors A est symétrique définie
positive. D’apres le cours, c¢’est aussi une condition suffisante.

1 1 2
5. (a) Montrer, en la calculant, que C existe pour A= |1 5 4|. On expliquera briévement le principe
2 4 6

des calculs avant de les effectuer.

Réponse : pour la méthode, cf. cours et TD : on procede par identification. On calcule I’élément
diagonal ¢;;, puis toute la colonne ¢g; (k > %) sous ¢;;. On continue ensuite avec la colonne suivante
i+ 1...



Résultat des calculs :

(b) Utiliser 5. (a) pour résoudre Az =0, ou b= | 4

Réponse : comme A = CC7T,
Az =b & {

On résout d’abord un systeme triangulaire inférieur pour calculer y, puis on résout un systéme
triangulaire supérieur pour obtenir z.

Résultat des calculs :

Exercice 3  (baréme approzimatif : 1,5 points)
Soient A € M,,,,(R) et b € R™ (n > 0). On veut résoudre Az = b en utilisant la méthode de Jacobi, que
l'on écrit sous la forme X+t = X *) 4 4.

1. Donner l’expression de C' et d.

Réponse : d’apres le cours, C = D™Y(E + F) et d = D~'b, ot D est la diagonale de A, E est la partie
strictement inférieure de —A et F est la partie strictement supérieure de —A. Ceci n’est possible que si
D est inversible, i.e. les termes diagonaux de A sont non-nuls.

2. On choisit n =5 et on définit

21 0 00
141 0 0
A=10 1 4 1 0
001 41
00 0 1 2

(a) Que vaut C dans ce cas ?
Réponse : il vient immédiatement

0o -2 0 0
0

o 0 -1 0 -1
0

(b) Utiliser la matrice C' pour montrer que la méthode converge.
Réponse : on note que la norme subordonnée ||C||sc = max;=1,.. 22‘;1 lcij| = 1/2. Comme
||C||s < 1, d’aprés la Proposition IV.1.1, la méthode est convergente quel que soit X (%),

(¢) Quelle propriété de A permettait de prévoir immédiatement la convergence de la méthode de Jacobi ?

Réponse : la matrice A est a diagonale strictement dominante, donc on savait a priori que la
méthode de Jacobi est convergente (d’aprés la Proposition IV.1.2).



MT09-A13- Examen médian
Durée : 1h30.
Polycopiés de cours et scilab autorisés - pas de machines a calculer

Questions de cours déja traitées : environ 5 points.

Exercice 1: (baréme approzimatif : 4 points) CHANGEZ DE COPIE
Soit T’ une matrice inversible appartenant & Ma, 2,(R) et H un vecteur colonne de R?" (n > 0), on cherche V,
vecteur colonne de R?" vérifiant TV = H.

On décompose T', H et V en blocs de la fagon suivante :

r (0w ) (v ) (R)

ou M, N € M,,(R), 0 matrice nulle € M,,,(R), E, F, X,Y vecteurs colonnes de R™.
On démontre, et nous I’admettrons, que

MX+NY =F

TV:H@{My_F . (1)

On suppose que 'on dispose des fonctions Scilab suivantes

e function [L, U]l=LU(A)

Etant donnée la matrice A, cette fonction calcule sa factorisation LU : A = LU.

e function [x]=solinf (L,b)

Etant donnés la matrice triangulaire inférieure L et le vecteur colonne b, cette fonction résout Lz = b.

e function [x]=solsup (U,b)

Etant donnés la matrice triangulaire supérieure U et le vecteur colonne b, cette fonction résout Uz = b.
1. Ecrire une fonction Scilab

e function [V]=sol(M,N,H)
qui étant donnés les matrices M et N et le vecteur H, calcule le vecteur V tel que TV = H, en
utilisant la relation (1).
Réponse : on remarque que si A = LU, alors

Ly=1b

szb@{ Uz =y.

Voici la fonction (noter qu’il n’y a besoin de factoriser que M) :

function [V]=sol(M,N,H)
// fonction résolvant un systéme linéaire particulier triangulaire par blocs.

// chargement des fonctions utiles ("-1" pour ne pas avoir d’affichage):
exec("solinf.sci",-1); exec("solsup.sci",-1); exec("LU.sci",-1);

m = length(H)

// quelques verifications de tailles d’abord:

if mod(m,2) =0 // m doit etre pair
error("taille de vecteur incorrect: taille paire necessaire")

end

n =m/2;

if (size(M,1) "= n) | (sizeM,2)"=n) | (size(N,1) "= n) | (size(N,2)"= n)
error("taille des matrices incorrecte")

end

E = H(1:n); F = H(n+1:m); // extraction des vecteurs E et F

[L,U] = LUM); // factorisation de M

z = solinf(L, F); y = solsup(U, z); // resolution du 2nd bloc

E = E - Nxy; // modification du second membre du ler bloc
z = solinf(L, E); x = solsup(U, z); // resolution du ler bloc

return [x;y]; // retourne le vecteur colonne complet

endfunction



2. Donner le nombre de multiplications nécessaires pour la résolution de ce systéme en utilisant (1). Quel
serait le nombre de multiplications nécessaires pour résoudre directement TV = H ? FExpliquer.

Réponse : d’apres le cours, le nombre de multiplications nécessaires pour effectuer une factorisation
LU d’une matrice de taille N est de l'ordre de N3/3. Le nombre de multiplications nécessaires pour
une résolution de systémes triangulaires est de I'ordre de N2/2. Un produit matrice vecteur de taille N
nécessite quant & lui de I'ordre de N2 multiplications.

Par conséquent, la fonction sol ci-dessus qui effectue une factorisation LU d’une matrice de taille n, un
produit matrice vecteur de taille n et 4 résolutions de systemes triangulaires de taille n, a un cott de

3
lordre de % +n?+ 4%, soit en négligeant les termes d’ordre 2 : %

En revanche, si on résolvait directement TV = H, il faudrait factoriser 7' qui est de taille 2n puis résoudre
2 systémes triangulaires de taille 2n. Le coit (en négligeant les termes d’ordre 2) serait donc de l'ordre

2n)3  8n3
de ( 3) = —— soit 8 fois plus cher que I'algorithme ci-dessus qui tient compte de la forme particuliere
de la matrice T'.

Exercice 2 :  (baréme approzimatif : 5 points ) CHANGEZ DE COPIE

Soit une matrice A appartenant & M, ,,(R) et b un vecteur colonne de R™ pour un n > 0. On cherche &
résoudre itérativement le systeme Az = b.

Soit un réel w. On étudie la méthode itérative suivante :

Etant donné un vecteur colonne z(©) de R”™, on calcule successivement les itérés z(**1) pour k =0,1,..., en
faisant :

5D caleulé par une itération de Jacobi,

ourt=1an: Y
P { xEkH) = wigkﬂ) +(1- w)xgk).

1. Ecrire la relation matricielle de cette itération sous la forme Mz +1) = Nz) 4 ¢. On précisera M, N
et ¢ en fonction de w, de b et des matrices E, D, F issues de A.

Réponse : pour i = 1 & n, on écrit 'itération de Jacobi et on remplace dans la seconde équation :

1
£§k+1) = — —E aijxg-k)‘i’bi , dol:
Q5 —
J#i
aiixngrl) = w —E ai,jx§'k)+bi +(1—W)aii$§k)-
J#i

Matriciellement, cette équation s’écrit :
D™ ) = (B + F)a™ + (1 — w)Da® + wb = (1 —w)D + w(E + F))z™® + wb,
ou encore
Dz = (D~ w(D — B~ F))2® + wb = (D — wA)z® + wb,
2. Mettre cette relation sous la forme 1) = Cz®) + d. Montrer que C peut s’écrire
C=I1-wD A

Que vaut d?

Réponse : si D est inversible (i.e. si les termes diagonaux de A sont non-nuls.), on en déduit immédia-
tement que :
C=I-wD A, d=wD""'b.

3. On suppose dorénavant que tous les termes diagonaux de A valent 1.

(a) Montrer que X est valeur propre de A si et seulement si (1 — w) est valeur propre de C.
Réponse : danscecas D=1, et C =1 —wA. On a (siw #0) :

A valeur propre de A <= dy #0t.q. Ay=X\y
— y#0tq (I —wAy=(1—-wl)y
<= 1 — wA valeur propre de C



(b) Ecrire le rayon spectral de C' en fonction des valeurs propres de A.
Réponse : le rayon spectral p(C) = Max, valeur propre de ollpl} sécrit donc :

p(C) = max {11 —wAl}
X valeur propre de A

4. On suppose de plus que n = 3 et que les valeurs propres de A sont telles que : \g =0 < A1 < Aa.

(a) Tracer sur un méme graphique les courbes x — |1 — x| et © — |1 — Aox|.
Réponse : ces fonctions continues (et non C'*) sont minimales en x = 1/); ot elles s’annulent. Elles
valent toutes les deux 1 en x = 0. Voir le graphe sur la Figure 1.

(b) Sur ce graphique, indiquer la courbe représentant la fonction f : x — max;=1 2 {|1 — N\iz|}.
Réponse : voir le graphe sur la Figure 1.

7.5 -
7
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Figure 1: Courbes représentant les fonctions x +— |1 — Ajz| (bleue), x — |1 — Xox| (rouge) et f : = —
max;=12 {|1 — A\;z|} (magenta), pour Ay = 1 et Ay = 3. La courbe magenta se superpose aux deux autres
courbes.

(¢) Calculer x* tel que la fonction [ soit minimale. Que vaut f(x*)?
Réponse : f est minimale quand Aox — 1 =1 — A1z, c’est-a-dire :

— 2 N *7>\27A1
A+ A o f(z)i)q-i-)\z'

x*

(d) En déduire que la méthode itérative converge pour w = x*.
Réponse : quand w = z*, le rayon spectral de C vaut :

-\

= <1
A1+ Az

0 < p(C)

Donc la méthode itérative converge pour w = z*, quel que soit le vecteur initial.

(e) Application : on suppose (dans cette question uniquement) que Ay = 1 et Ao = 3. Donner p(C)

quand w = x*. Est-ce que la méthode de Jacobi usuelle (correspondant ¢ w = 1) converge?

Réponse : dans ce cas, p(C) = % En revanche, quand w = 1, flw =1) = w-1=2> 1, la

méthode diverge toujours (sauf si on part de la solution de Az = b).



Exercice 3 :  (baréme approzimatif : 6 points ) CHANGEZ DE COPIE

Soit
e un entier n > 0,

o n + 1 réels Y1y Yn+1

n réels dy, ..., dy,

un réel strictement positif h,

un réel 77.

On définit TQ,Tg, ...,T,L+1 par Ti+1 = T1 + Zh, 1= 1, N
On définit les polynémes p; pour i = 1,...,n par

% — Y dz
pi(t) =y +d:i(t —T;) + <y+22y _ h> (t — T))>.

1. Que vaut p;(T;), pi(Tit1) pouri=1,...,n ¢
En déduire que p;(Tiy1) = pic1(Tix1) pouri=1,...n — 1.

Réponse : Il est fortement conseillé de faire un graphique pour illustrer les questions. Les p; sont n
polynémes définis sur R tout entier, mais qui ont des valeurs communes en certains points.

Il vient immédiatement :

Yiv1 — Y di
pi(Ti) =yi et pi(Tis1) =yi +dih+ (+22 - h) h? = yiy1.

On en déduit que

Pi(Tiv1) = Yiy1 = Pit1(Tig1).

Les polynomes p; et p;+1 se raccordent au point 754 1.

On définit alors sur [Ty, T,+11] la fonction continue g par

g(t) = pi(t) pourt e [T;,Titq1], 1 <i<n.

2. On se donne les vecteurs y = (y1...Ynt1) et d = (dy ...dy), le réel strictement positif h, le réel Ty et le
réel t € [Ty, Th + nh|. Compléter la function Scilab suivante qui calcule z = g(t) :

Réponse : La fonction g est donc polynémiale par morceaux, et continue d’apres la premiere question.

function z = g(y,d,h,T1,t)
// fonction calculant la valeur de la fonction g en un point t

n = length(d);
if length(y) ~= n+1
error("donnees: tailles incompatibles")

end
j = floor((t-T1)/h); // j varie entre O et n-1 si T1 <=t < Tn
i = j+1; // i varie entre 1 et n

if 1 <1) | (4 >mn)
error("t est en dehors de 1’intervalle [T1,Tn+1[")

end

Ti = T1 + j*h; // Ti est un scalaire (il n’est pas utile de calculer tous les T(i))
dt =t - Ti; // cette valeur est calculée une seule fois

z = y(i) + d(i)*dt + ( (y(i+1)-y(i))/(h*h) - d(i)/h ) * dtxdt;

endfunction

3. Ecrire une fonction Scilab trace(...) qui trace la courbe d’équation z = g(t), t € [T1,T1 + nh[. On
précisera bien les arguments d’entrée de la fonction.

Réponse : on garde les mémes parametres d’entrée que la fonction g, sauf le parametre ¢ qui est remplacé
par le nombre de points N qu’on veut tracer sur la courbe.



function trace(y,d,h,T1,N)
// fonction tracant la fonction g (polynome par morceaux)

exec("g.sci", -1); // chargement de la fonction g
n = length(d);
if length(y) ~= n+1

error("donnees: tailles incompatibles")

end
Tnpl = T1 + n*h // Tnpl signifie "T(n+1)" : c’est un scalaire
tt = linspace(T1,Tnpl, N+1); // creation du vecteur de points d’abscisse
tt = tt(1:N); // suppression de Tn+l (exclu de [T1,Tn+1[)
zz = zeros(1,N); // fixe la taille du vecteur d’ordonnees zz
for ii = 1:N // boucle sur tous les points t

zz(ii) = g(y,d,h,T1, tt(ii) ); // calcule et stocke g(t)
end
plot(tt, zz)
endfunction

4. On veut maintenant déterminer les coefficients d; pour que la fonction g soit dérivable.

(a) Calculer pi(T;), pi(Tiy1), pouri=1,..,n.
Réponse : chaque p; est polynémiale donc de classe C'*° sur R. Ceci implique que g est de classe
C* sur chaque intervalle ouvert |T;, T;+1[. On regarde les éventuels raccords de la dérivée aux points
T;.
On dérive p; :
Yirr —Yi s
d’ou il vient que

PUT) =di et pl(Tip1) =2 <y+1—y) —d;.

h
(b) Montrer que la condition pour que g soit dérivable en T;11, i =1,...,n — 1 s’écrit :
div1+di = ¢,
on explicitera c; en fonction de h et des composantes du vecteur y.
Réponse : g est dérivable en T;;1 si et seulement si tﬁTthI,?<Ti+1gl(t) = t»TiEI,ItLTngI(t) (ces

deux limites existent, puisque g est polynémiale par morceaux). Donc g est dérivable en T;14 si et
seulement si pj(Tit1) = pj41(Tig1). Cette équation s’écrit :

Yi+1 — Yi
Pi(Tig1) =2 (Hh) —di = diy1 = pi 1 (Tig1),

ou encore
Yi+1 — Yi

i=1,....,n—1.
h ) pour % N o}

di+1+di:2(

5. On suppose maintenant que d,, est fixé et on recherche les autres d;. Ecrire une fonction Scilab [d]=calcd(. ..

qut calcule le vecteur d.

Réponse : il suffit de faire une boucle allant de n — 1 a 1, en utilisant le fait que d; = 2 (%) —dit1,
pourt=1,...,n—1.

function [d] = calcd(y, h, dn)

// fonction calculant les coefficients d pour la continuite de la derivee de g

n = length(y) - 1;

d = zeros(1, n); // fixe la taille de d

dy = ( y(2:n+1) - y(1:n) ) / h; // calcul de (y_{i+1} - y_i)/h

d(n) = dn; // initialisation

for ii = n-1:-1:1 // boucle decroissante de n-1 a 1
d(ii) = dy(ii) - d(ii+1);

end

return d;

endfunction



