Exercices du chapitre VI avec corrigé succinct

Exercice V1.1 Cho6-Exercicel

Montrer par récurrence que

dk
Vk=1,2,...,n, ﬁx”:n(n—1)---(n+1—k)x”_k,
x
En déduire que
a |
—a" =nl!
dx™
puis que
k
x

Solution : La récurrence se fait sur k.
— Pour k=1, 0na d—(x") = na" !,
X
— Supposant que la relation est vraie pour k, on a alors
dk—H d

dhAt %(n(n — 1D (n+1-kz" " =nn-1)---(n— k)" *L

Les deux autres résultats s’en déduisent immeédiatement.

Exercice V1.2 Ch6-Exercice2

Montrer que la formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 0 n’est autre que la formule des
accroissements finis.

Solution : Si l'on fait n = 0 dans la formule de Taylor-Lagrange, on obtient
fla+h) = f(a)+ hf'(a+ 0h)

ou 0 < # < 1. On retrouve la formule des accroissements finis avec b = a + h et
¢ = a + 0h est bien compris entre a et b.

Exercice V1.3 Cho-Exercice3

Montrer que si ’on applique la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre n a un polynéme
de degré n, on obtient la formule de Taylor pour les polynomes.

Solution : En effet, si P est un polynome de degré n, alors P(”“)(w) =0 et donc le
reste dans la formule de Taylor-Lagrange est nul. On retrouve ainsi la formule de
Taylor pour les polynomes.




Exercice V1.4 Ch6-Exerciced

Montrer que la formule de Mac-Laurin est une application directe de la formule de
Taylor-Lagrange.

Solution : Si on pose a =0 et h = x dans la formule de Taylor-Lagrange, on obtient
la formule de Mac-Laurin.

Exercice V1.5 Ch6-Exerciceb

Donner une approximation de In 2 en utilisant le développement de Taylor de f(z) =
In(1+ z) a lordre 2, 3, ...,6 et comparer a sa valeur exacte.

Solution :

x?  2® ot 2 af x’

In(1 T T T
nlto)=e -+ 5 -+ 5 -5ty

Les approximations successives donnent :
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In2=1-05+——=05+———
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m2=1-05+. ! 0.833
n2=1-05+-—-————=0833 - ——
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In2=0749 - ——
" 6(1 1 0)°
1
n2 = 0.606 — ——
02 = 0606~ =i

et la valeur exacte est
In2=0.693...

On voit que les restes ne sont pas négligeables et qu’il faut quelques itérations
supplémentaires pour avoir la deuxieme décimale exacte ... puisque le terme que 1'on
rajoute est en %

Exercice V1.6 Cho6-Exercice6

Donner, a l'ordre 7, le développement de sinz et cosx au point = 0.

Solution : On obtient

R R L
sma::x—g—i—a—ﬁjtgsm(@x)

2 4 6 8
cosle—x——i—x——x—qu—cos(Qm)

2 4 6! 8




Exercice V1.7 Ch6-Exercice7

1
Donner les développements de Mac-Laurin des fonctions f(x) = ] , sinhx =
-
S ,coshx:—e re
2 2
1

Solution : Calculons les dérivées successives de f(z) = 1 :
-

A SN S R () AN
P = e P10 = g 0@ =

d’ou le développement de Mac-Laurin a I'ordre n :

1
_ 2 3 n n+1
Les dérivées de sinh x et coshx se calculent aisément, et on obtient a 1’ordre 2p :
l’3 l.2p—1 x?p—i—l
sihhz =2+ — 4+ + cosh(0x
3! 2p—1!  (2p+1)! (6)
IZ x?p x?p—i—l
coshr =14 —+---+ + sinh(fx
2 (2p)!  (2p+1)! (6z)

Les développements a ’ordre 2p + 1 sont aussi faciles a écrire.

Exercice V1.8 Cho-Exercice8

1. Donner le développement de Taylor-Young de sinz au voisinage de 7 a l'ordre 4.

2. Donner le développement de Taylor-Young de sinx au voisinage de 0 a l'ordre 4.
sinx —x

En déduire la limite de ———— quand z tend vers 0.
x
Solution :
1. On a
2 3 4
sin (E —{—95) — SN 4 2Cos . — e sin L — o cos~ 4+ - sin & + e ()
4 4 4 2 4 3 4 4! 4

et en remplacant par les valeurs numériques

LT V2 R S 4
sm(z—irx):—(l—l—x—?—g%—z + z%e(x).
2. Le développement de Taylor-Young de sin z au voisinage de 0 est :

l’3

sinx:x—§+x45(x).
Alors )
sinx —x 1+ e(z)
—— = ——+tze(x
a3 6
et donc _
sinex —«x 1

lim — = ——.
z—0 .’,13’3 6




Exercice V1.9 Ch6-Exercice9

Montrer que les infiniment petits (au voisinage de 0) sinkz (k € IN, k # 0) et = sont
du méme ordre et que les infiniment petits (au voisinage de 0) 2% et sin x ne sont pas du
méme ordre.

Solution : Les fonctions sin kz, x et 22 tendent vers 0 quand z — 0, ce sont donc des
infiniment petits au voisinage de 0. Puisque

ce qui montre que sinz et 22 ne sont pas des infiniment petits du méme ordre.

Exercice V1.10 Ch6-Exercicel(

On suppose que f est un infiniment petit d’ordre p au voisinage de a et on pose
g(x) = f(a+ x). Montrer que g est un infiniment petit d’ordre p au voisinage de 0.

Solution :
f(x) =a(z—a)’(1+e(x—a))
d’ou
9(@)(= fla+ 1)) = aa’(1 +e(z))

et donc g est un infiniment petit d’ordre p au voisinage de 0.

Exercice VI1.11 Ch6-Exercicell

Soit la fonction f(x) = xsin(1/x), montrer que c’est un infiniment petit au voisinage

x
de x = 0, mais que hH(l) Lp) n’existe pas pour p > 1. En déduire que l'infiniment petit
z—0

f n’a pas d’ordre entier non nul.

Solution : Il est clair que
1
F@) = lzsin—| < Ja

aussi la fonction f tend vers 0 quand x tend vers 0. Par contre

J@) 1

T sin —
xP xP— T

et puisque p — 1 > 0, le terme x,,l_l est soit égal a 1, soit tend vers 'infini et le terme

sin% n’a pas de limite quand z tend vers 0. D’ou I'infiniment petit f n’a pas d’ordre.




Exercice VI1I.12 Ch6-Exercicel2

Montrer que si f et g sont deux infiniment petits au voisinage de 0, on a
Ordre (f(z)g(x)) = Ordre (f(x)) + Ordre (g(x))

et en déduire que si f est d’ordre strictement supérieur a g, alors

Ordre (@> = Ordre (f(z)) — Ordre (g(z)).
9(x)
Solution : Soient m et n les ordres respectifs des infiniment petits f et g au voisinage
de 0 :
f(z) = az™ 4+ 2"ei(x), g(x) = Ba" + z"eq(x).

En faisant le produit, il vient :
f(x)g(z) = afa™ ™ + 2™ (Ber(z) + ass(z) + e1(2)e(2))
et la fonction
e(x) = fer(x) + ass(z) + 1 (2)ea(2)

tend vers 0 quand x tend vers 0. Pour le quotient, il suffit d’écrire

7) = g(z) L&)
fl@) = glx)

et d’appliquer le résultat précédent.

Exercice VI1.13 Ch6-Exercicel3

Soient f(z) = x et g(x) = —sinz. Quel est l'ordre des infiniment petits f, get f+¢g7
Conclusion ?

Solution : L’ordre des infiniment petits x et sin x est évidemment 1. Par contre

3

x—sinx:m—(x—%+x4s(x))

et donc f + g est d’ordre 3. Il n’y a donc pas de résultat général sur l'ordre d'une
somme de deux infiniment petits lorsqu’ils sont du méme ordre.

Exercice VI1.14 Ch6-Exercicel4

Montrer que si f admet un développement limité a 'ordre n en a, elle y admet un
développement a n’importe quel ordre m < n.

Solution : Soit
fla+h) =ao+ath+ ah®+ -+ a,h™ + - + a,h" + h"e(h)
alors
fla+h)=ay+arh+ah® + - + ap,h™ + K™ (myrh + -+ - + "™ + " "e(h))

et la fonction oy y1h + -+ + a, A" 4+ A" ""e(h) tend évidemment vers 0 quand h tend
vers 0.




Exercice VI.15 Ch6-Exercicelb

Donner des exemples de développement limité dans lequel la partie réguliere du dé-
veloppement est un polynome de degré strictement inférieur a I'ordre du développement.

Solution : Un exemple trivial est
3
x
sinx =z — 3 + zte(z)

dans lequel I'ordre du développement est 4 et le polynome est de degré 3.

Exercice VI1.16 Ch6-Exercicel6

1
Donner le développement limité a 'ordre 3 de f(z) = T
x
1
Solution : La fonction f(x) = 52 étant paire, il suffit de ne calculer que les termes
x
pairs du développement, soit
—2z -2
/ _ " — ce

ce qui donne f”(0) = —2 d’ou

Exercice VI1.17 Ch6-Exercicel7

Donner, a l'ordre 2, le développement limité de e” et sinx. En déduire le dévelop-
pement limité a l'ordre 2 de e”sinx. Retrouver ce résultat en utilisant la formule de
Taylor.

Solution : A l'ordre 2, le développement de e* et sinx
2

e“sine = (1+z+ % + 2261 () (z + 2%e2(2))

soit
e’ sine =z + 2° + 2%e(x).

Vous pouvez calculer les dérivées de e sinx pour vérifier ce résultat.




Exercice VI1.18 Ch6-Exercicel8

Donner le développement limité a l'ordre 7 de sinx et cosx. Effectuer la division
suivant les puissantes croissantes des deux parties principales pour montrer que le déve-
loppement limité a l'ordre 7 de tanx est :

3 5 7

x T x
— o4 9” 47— 7 ]
tanr = v + 5 + T + 15 + z'e(x)

Solution : Il faut diviser suivant les puissances croissantes les deux polynomes
suivants :

$3 .135 I7
TmtE T
x?  xt 2
ST TIG)

Exercice VI1.19 Ch6-Exercicel9

Donner le développement limité a 'ordre 5 de 1

g (en utilisant celui de (1+z)71).
T

Solution : Le développement de (1 + y)~! s’obtient en faisant o = —1 dans celui de
(L+y)~:
I+y) ' =1-y+y’ ¢’ +y' — v’ +y(y)
ce qui donne
1

14 2?2
Les calculs sont beaucoup moins importants que si I’on avait dua calculer les dérivées
jusqu’a 'ordre 4.

=1—2? +2* + 2%(2).

Exercice VI.20 Ch6-Exercice20

Donner le développement limité de (1 — 22)~'/2 & I'ordre 5. En déduire (par intégra-
tion) le développement limité de Arcsinz a 'ordre 6. Comment calculeriez vous celui de
Arctanx?

Solution : On prend le développement de (1 + y)* avec o = —%, ce qui donne
1 3
O+yY%=1—§y+§f+y%@)
soit
2\—% Lo, 34 5
(1—2%)"z2 :1+§x —l—gx + z°¢(x)

soit en intégrant (Arcsinz est une fonction impaire) :

1 3
Arcsine =C 4z + 63:3 + Eaz‘r’ + 2% ().



Or C = Arcsin(0 = 0, donc

1 3
Arcsinz =z + =2 + —2° + 2% ().
6 * 40 +ave(a)
La dérivée de Arctanx est T2 dont nous avons calculé un développement limité
x

dans I'exercice VI.19. Il suffit alors d’intégrer ce développement limité pour obtenir
celui de Arctanx.
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