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1. L’espace S des fonctions C∞ à dérivées
à décroissance rapide

D’abord un outil pour comparer des fonctions positives :

Définition (grand O de Landau)

Soient deux fonctions f, g : R→ [0,+∞[.

f = O(g)
déf⇐⇒ (∃λ > 0)(∃A > 0)(∀x ∈ R) |x| ≥ A =⇒ f(x) ≤ λg(x)

en français :
suffisamment loin de 0, f est majoré par une constante fois g.



Fonctions à décroissance rapide

Soit f : R→ C.

Définition (décroissance rapide)

On dit que f est à décroissance rapide si

(∀ρ > 0) |f | = O
(
|x|−ρ

)
i.e. |f | décrôıt plus vite que l’inverse de tout polynôme.
Exemples :

1 e−|x|, e−x
2

sont à décroissance rapide.

2 les fonctions à support compact sont à décroissance rapide.

3 f, g à décroissance rapide =⇒ f + g, fg, Pf (où P est un polynôme)
sont aussi à décroissance rapide.



L’espace de Schwartz S

Définition

S est l’ensemble des fonctions C∞, dont toutes les dérivées sont à
décroissance rapide.

S déf
=
{
ϕ ∈ C∞ : (∀n ∈ N) ϕ(n) à décroissance rapide

}
Exemples :

1 D ⊂ S
2 e−x

2 ∈ S (mais e−x
2 6∈ D)

3 e−|x| 6∈ S (pas dérivable en 0)



Propriétés de S

1 S est un C-espace vectoriel.

2 stable par dérivation : ϕ ∈ S =⇒ ϕ′ ∈ S
3 stable par produit : ϕ,ψ ∈ S =⇒ ϕψ ∈ S
4 stable par produit avec des polynômes : ϕ ∈ S, P ∈ C[X] =⇒ ϕP ∈ S
5 stable par convolution : ϕ,ψ ∈ S =⇒ ϕ ∗ ψ ∈ S

Définition (convergence dans S)

Soient ϕ ∈ S et ϕn ∈ S pour n ∈ N.

ϕn
S−−−−−→

n→+∞
ϕ

déf⇐⇒ (∀m ∈ N) pm(ϕn − ϕ) −−−−−→
n→+∞

0

où : pm(ϕ)
déf
= sup

x∈R
k,k′∈[[0,m]]

|x|k|ϕ(k′)(x)| <∞
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1. Définition, notations

Soit ϕ ∈ S.

Définition (transformée de Fourier)

On désigne par ϕ̂, par Fϕ, ou par F [ϕ] (s’il faut préciser) la transformée de
Fourier de ϕ, i.e.

(∀ξ ∈ R) ϕ̂(ξ)
not.
= Fϕ(ξ)

not.
= F [ϕ] (ξ)

déf
=

∫
ϕ(x)e−ixξdx

Remarques :

1 C’est une intégrale de Lebesgue dès que ϕ mesurable et

∫
|ϕ| < +∞,

i.e. dès que ϕ ∈ L1(R), a fortiori pour ϕ ∈ S.

2 On va établir un formulaire dans S pour garantir la dérivabilité à tout
ordre, l’intégrabilité des dérivées, l’annulation des crochets d’I.P.P. . . .

3 Certaines formules s’étendront à des espaces fonctionnels “plus gros”
que S.



2. Linéarité

F est linéaire sur S

(∀ϕ, ψ ∈ S) F [ϕ+ ψ] = Fϕ+ Fψ
(∀λ ∈ C)(∀ϕ ∈ S) F [λϕ] = λFϕ



3. Translation - Modulation

Translation - Modulation

(∀a ∈ R)(∀ϕ ∈ S)

F [Taϕ] = e−iaξϕ̂

Taϕ̂ = F
[
eiaxϕ

]



4. Changement d’échelle

changement d’échelle

Soit ϕ ∈ S.

(∀λ > 0) F
[
ϕ
(x
λ

)]
= λϕ̂(λξ)

Exercices :

1 Montrer que : (∀λ 6= 0) F
[
ϕ
(x
λ

)]
= |λ|ϕ̂(λξ)

2 On désigne par P l’opérateur de parité défini par Pϕ(x) = ϕ(−x). En

déduire que P et F commutent : FP = PF
3 Montrer que :

F [ϕ] = Pϕ̂ = Pϕ̂ et ϕ̂ = PF [ϕ]



5. Régularité - Décroissance

Régularité - Décroissance

(∀ϕ ∈ S)(∀n ∈ N),

F
[
ϕ(n)

]
= (iξ)n ϕ̂

ϕ̂(n) = F [(−ix)nϕ]

Exercices :

1 f à décroissance rapide =⇒ f̂ ∈ C∞

2 ϕ ∈ S =⇒ ϕ̂ ∈ S , mais en général si ϕ ∈ D alors ϕ̂ n’est pas à
support compact.



6. Exemple fondamental

la TF d’une gaussienne est une gaussienne

g(x) = e−
x2

2 =⇒ ĝ(ξ) =
√

2πe−
ξ2

2

Démonstration : (exercice de TD)

1 g est l’unique solution de l’équa. diff.

{
g′ + xg = 0
g(0) = 1

(admis, voir Th. de Cauchy).

2 F
[
g′ + xg

]
= iξĝ + iĝ′.

3 ĝ(0) =

∫
e−

x2

2 dx =
√

2π.

�



7. Echange

échange

(∀ϕ,ψ ∈ S)

∫
ϕ̂(s)ψ(s)ds =

∫
ϕ(s)ψ̂(s)ds

Démonstration : (exercice)

Comme

∫
|ϕ(x)||ψ(s)|dxds < +∞, on peut utiliser Fubini :

∫ (∫
ϕ(x)e−isxdx

)
ψ(s)ds =

∫
ϕ(x)

(∫
ψ(s)e−isxds

)
dx

�



8. Inversion

inversion

(∀ϕ ∈ S) ϕ(x) = F−1 [ϕ̂] (x)
déf
=

1

2π

∫
ϕ̂(ξ)eixξdξ

Démonstration :

1 Par échange, puis changement de variable,

(∀λ > 0)

∫
ϕ̂(s)g

( s
λ

)
ds =

∫
ϕ(s)λĝ(λs)ds =

∫
ϕ
(u
λ

)
ĝ(u)du

2 Avec λ→ +∞, par TCD, g(0)

∫
ϕ̂(s)ds = ϕ(0)

∫
ĝ(u)du, soit

ϕ(0) =
1

2π

∫
ϕ̂(s)ds

3 par translation,

ϕ(x) = (T−xϕ) (0) =
1

2π

∫
F [T−xϕ] (ξ)dξ =

1

2π

∫
ϕ̂(ξ)eixξdξ �



Exercices (de manipulation . . .)

On rappelle que l’opérateur de parité est défini par Pϕ(x) = ϕ(−x).

1

F−1 =
1

2π
PF =

1

2π
FP et F = 2πPF−1 = 2πF−1P

2

F−1F = IdS = FF−1

3

FF = 2πP



9. Convolution - Produit

Convolution - Produit

(∀ϕ,ψ ∈ S),

F [ϕ ∗ ψ] = ϕ̂ψ̂

F [ϕψ] =
1

2π
ϕ̂ ∗ ψ̂

Démonstration :

1 Comme

∫
|ϕ(s)||ψ(x− s)|dxds < +∞, on peut utiliser Fubini :

∫ (∫
ϕ(s)ψ(x− s)ds

)
e−ixξdx =

∫
ϕ(s)

(∫
ψ(x− s)e−ixξdx

)
ds

2 exercice (utiliser F−1, plusieurs façons).

�



10. Parseval

Conservation du produit scalaire et de la norme L2

(∀ϕ,ψ ∈ S) (ϕ,ψ) =
1

2π
(ϕ̂, ψ̂)

Démonstration :

(ϕ̂, ψ̂) =

∫
ϕ̂ψ̂

=

∫
ϕ̂(ξ)

(∫
ψ(x)e−ixξdx

)
dξ

(suite en exercice : Fubini, . . .) �



11. Isomorphisme continu F : S → S
Les résultats précédents montrent que

F : S −→ S
ϕ 7−→ ϕ̂

est linéaire et bijective : c’est un isomorphisme de C-e.v.

F : S → S est continu

(∀m ∈ N)(∃cm > 0)(∀ϕ ∈ S) pm(ϕ̂) ≤ cmpm+2(ϕ)

En particulier :

ϕn
S−−−−−→

n→+∞
ϕ =⇒ ϕ̂n

S−−−−−→
n→+∞

ϕ̂

Démonstration :

|ξ|k|ϕ̂(k′)(ξ)| =
∣∣∣∣(iξ)kF [(−ix)k

′
ϕ
]

(ξ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣F
[(

(−ix)k
′
ϕ
)(k)

]
(ξ)

∣∣∣∣∣
suite en exercice �


