MT22/P09 CORRIGE FINAL

Exercice 1. Soit Vi défini par
VR = {(I’,y72) € R3722 > «T2+y270 <z< R}

1. Calculer le volume de V3.
Corrigé : Le volume de Vj est égal a

R R
/// drdydz = / (// d:vdy) dz :/ 722dz = TR
Vr 0 {z24+y2 <22} 0

2. Calculer 'aire de la surface Sp delimitant le volume de V5.
Corrigé : On doit calculer V'aire du disque de rayon R (27 R?) et on rajoute laire
de la paroi (notée Apg).
Calcul de Paire de la paroi : Soit T} le vecteur de composantes T, = (1,0,z) et
T, = (0,1,y) alors T, AT, = (—z,y,1) et sa norme | T, AT,[| = /1 + 22 +y* En
coordonnées polaires © = rcosf, y = rsinf, d’ou

AR:// Vv 1+ x? 4+ yidady
{#2+y2<2R}

2 2R mr 30
:/ \/1+T2Tde9:—3—<(l+2R>/ —1).
o Jo

Ainsi l'aire de la sur face Sp = 27R? + & ((1 +2R)¥? 1)



CHANGER DE FEUILLE!

Exercice 2. On considere le domaine D défini par
D= {(x,y) ER*0<z<1,0<y<1,224+9>> 1}

Le bord de D est orienté dans le sens direct et les extremités sont données par les points
A(1,0), B(1,1) et C(0,1). On désigne par -y 'arc de cercle joignant C et A.
On considére de plus le champ de vecteurs V ((z — y)2, (z + )?).

1. Représenter graphiquement le domaine D.
Corrigé : Simple

2. Calculer [ [ pdzdrdy.
Corrigé [ [, 4zdedy = fol <f1/—1~y2 4a:d:r) dy =2 fol 1-—(1—-9%))dy = %
3. Calculer la circulation du champ de vecteurs V entre A et B, puis entre B et C.
Corrigé :
! 7
Tap(V) = / (1 +y*)dy = 3
0
et
! 1
8c(V) = —/ (1 —2¥dz = —=.
0 3

4. A Taide d'un théoreme vu dans le cours (enoncer et vérifier les hypotheses!!) en
deduire la circulation du champ de vecteurs V entre C et A (c’est & dire sur I'arc

7)-
Corrigé : Les composantes du vecteur V sont bien définies sur D, si on note

Plz,y) = (z - y)? et Qz,y) = (= +y)* on a

oP

0
G = 2oy et 32 =23a+y)

ox

par le théoreme de Green-Riemmann et en notant 8D le bord de D, nous avons

2
/ Pdz + Qdy = // drdrdy = —,
aD D 3

et comme 0D = ABUBC U+, on en deduit que fv Pdx+Qdy = %— (% — %) = —%.

5. Calculer directement la circulation du champ de vecteurs V' entre C' et A (c’est a
dire sur l’arc 7).
Corrigé : On paramétrise ainsi

w2
/Pd:n + Qdy = — / (= (cos@ — sin#)*sin 0 + (cos @ + sin 8)” cos 9) do
¥ 0

/2 w/2
= / (= (cos® @ + sin®A) (sin§ — cos b)) df—2 / (cos @sin® 6 + sin 6 cos® §) df =
0 0



Exercice 3. Soit (S) la surface définie par
(S) = {(x,y,z) ERY P4+ =4 2>0; 22 +42 < 1}

que Uon supposera orientée selon la normale faisant un angle aigu avec le vecteur k
(troisieme composante positive). On considére F' le champ de vecteurs de R3 défini par

Z2

F=1 z2

y2

1. Représenter (S). La figure devra étre obligatoirement dessinée au crayon et claire-
ment représentée.

2. Calculer le flux / / 7"_0{5(]3)(@ du rotationnel du champ de vecteurs F & travers
()
(5).

3. Montrer que le champ F dérive d’'un champ de vecteurs W. Calculer W en le cher-

-

chant sous la forme W = (P(y), Q(z), R(z)).
4. Soit (C) le bord de (.9). '
(a) Ecrire I’ équation paramétrique de (C).
(b) Retrouver le flux calculé en la question 2) en utilisant le théoréme de Stokes.
On précisera 'orientation du contour.

5. Soit (V) le volume
V) ={(z,y,2) eR® : 2> +9> +22<4 2>0; ?+y* <1}

et soit V le champ de vecteurs défini par

i — 1 t #
=z ,
3 Y
Z

(a) Calculer directement le flux du champ de vecteurs V & travers () la surface
fermée délimitant le volume (V).

(b) Retrouver ce résultat en utilisant le théoréme de Gauss-Ostrogradsky. Que
représente ce flux par rapport a (V)7

(c) Expliquer comment calculer le volume d'un volume (V) & partir du flux d'un
champ de vecteurs, que 1'on précisera, & travers la surface délimitant le volume.
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