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Certains phénomeénes naturels nécessitent, pour leur analyse, I’étude de plu-

sieurs parametres, ainsi :

> >

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents



<44

chapitre a secftion suivante »

— La pression atmosphérique a la surface de la terre dépend de I’altitude, de
la longitude et de la latitude.

— La période d’'un pendule est T = 27'(\/% = f(l, g)-

— La pression d’'un gaz parfait de volume V a la température T est p = W =
f(T,V).

— La chaleur dégagée par effet Joule dans une résistance est P = RI?*t =
f(R,I,t).

Toutes les fonctions citées ci-dessus sont des fonctions reliant une variable
a deux ou trois autres variables.
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Notations-Domaine de définition

Exercices :
Exercice A.1.1

Un vecteur de I'espace vectoriel IR” est un couple (z,y). Si on munit le plan
d’un repére orthonormé d’origine O, on peut donc identifier ce vecteur et le point
M du plan de coordonnées z et y.

La norme euclidienne de ce vecteur sera notée suivant les cas : HOM H ou

H( ) ou ||(z,y)| et elle est égale a \/x2 + y2.

On définit le produit scalaire de deux vecteurs par :
—_— ——
OM,.OMy = x129 + Y1Y2,

dotr HOMH2 — OM.OM.

Puisque l'on peut identifier le vecteur (z,y) de IR? au point M du plan de
coordonnées (z,y), on notera indifféremment f : R*> — IR par :

[z y) — flz,y)

ou par

fM— f(M)

6 > >
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ou enfin par

Y

Une fonction de 2 variables n’est pas toujours définie sur IR? tout entier, mais
seulement sur un sous ensemble appelé domaine de définition. Ce domaine de
définition est une surface, sous ensemble du plan xOy.

f:(m)—>f(x7y)-

<44 7
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Eléments de topologie

Exercices :
Exercice A.1.2

Exercice A.1.3
Exercice A.1.4

Définition I.1.1 A étant donné dans R?, on appelle disque ouvert de centre A et
de rayon p > 0 le sous ensemble de IR? défini par

B(A, p) = {M € R?, \mH < pl.

Définition 1.1.2 On appelle ouvert O de IR? une partie de IR* qui est vide ou qui
vérifie la propriété suivante : pour tout point A de O, il existe un disque ouvert
centré en A et contenu dans O.

Proposition I.1.1 O est un ouvert de R, si et seulement si O est vide ou O est
la réunion d’un nombre quelconque de disques ouverts.

La proposition précédente donne une propriété caractéristique des ouverts,
elle aurait pu étre donnée comme définition. Cette proposition se démontre tres
facilement.

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents



<« précédent  section a suivant »

Définition 1.1.3 On appelle fermé tout sous ensemble de IR* qui est le complé-
mentaire d’'un ouvert.

Proposition 1.1.2 Lintersection d’'un nombre fini d’ouverts est un ouvert.

Définition 1.1.4 Soit A un point de IR?, on appelle voisinage de A toute partie V
de IR? qui contient un ouvert contenant A.

<44 9
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Définition de la continuité

Exercices :
Exercice A.1.5

Exercice A.1.6

Définition 1.1.5 D est un ouvert de R?, M, € D, soit f une fonction définie sur
D, sauf éventuellement en M, , a valeurs dans IR, on dit que f admet une limite
¢ au point M, si

Ve > 0, 3y > 0 tel que YM € D, {0 < HMOMH <= |f(M)—0)] <&}

Définition 1.1.6 D est un ouvert de R?, M, € D, on dit qu’une fonction f : D —
IR est continue au point M, , st

Ve > 0, In > 0 tel que VM € D,{HMOMH <= |f(M) — f(M)] < £}

On peut relier la définition de continuité et de limite : la fonction f est conti-
nue en M si elle admet une limite ¢ en M et si cette limite vérifie ¢ = f(M,).

Géométriquement la continuité signifie que lorsque le point A tend vers M,
(dans le plan zOy), la valeur réelle f(M) tend vers f(M,). La surface S d’équa-
tion z = f(z,y), n’a pas de "trou" au point d’abscisse z, et d’ordonnée ;.

10
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Continuité-propriétés

Exercices :
Exercice A.1.7
Exercice A.1.8

Proposition 1.1.3 (x¢, 1) étant donnés, a partir de la fonction f de 2 variables
on définit les fonctions d’une variable f, et f, par

fl($> = f(ilf,y0>,f2(y) = f(3307y)

Si la fonction f : R> — IR est continue en (zq,,), alors f, est continue en x, et
f2 est continue en y.

Remarque 1.1.1 Lensemble C; des points de coordonnées (x,yo, f1(x)) est une
courbe tracée sur la surface S d’équation z = f(x,y). De méme l'ensemble C; des
points de coordonnées (zo,y, f2(y)) est une courbe tracée sur la surface S d’équa-
tion z = f(x,y). C} est la courbe intersection de S avec le plan d’équation y = yq,
(' est la courbe intersection de S avec le plan d’équation x = x,.

La proposition 1.1.3 donne une condition nécessaire pour que la fonction f
soit continue en (o, yo), elle est utile pour démontrer que f n’est pas continue.

11 > >
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Proposition I.1.4 D est un ouvert de R?, soient f et g deux fonctions D — IR,
soit My € D

— si f et g sont continues en M, f + g est continue en M,.

— si f est continue en M, si \ est un parametre réel, \f est continue en M.

— st f et g sont continues en M, fg est continue en M.

— si f et g sont continues en My, et si g(M,) # 0, i est continue en M,.
g

<< 12
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Composée de fonctions continues

Exercices :
Exercice A.1.9

La composée de fonctions continues est continue, nous allons expliciter cette
propriété fondamentale dans quelques cas particuliers maintenant.

Proposition 1.1.5 Soient « et 3 deux fonctions réelles définies sur un voisinage
de t, et continues en t, on note o = a(ty),yo = B(to).

Soit f une fonction définie sur un voisinage de (¢, yo) @ valeurs dans R.

On définit la fonction réelle ¢ par ¢(t) = f(a(t),5(t)) .

Si f est continue au point (x¢,yo) , alors la fonction ¢ est continue en t,.

La proposition 1.1.3 est un cas particulier de la proposition 1.1.5, le démon-
trer en exercice.

Proposition 1.1.6 Soient a, bet f trois fonctions de R* — R
On définit (u,v) = f(a(u,v),b(u,v)).
Si les fonctions a et b sont définies au voisinage du point (ug,vy) et continues
en ce point,
si [ est définie au voisinage du point (a(ug, vo), b(ug, vo)) et continue en ce point.
alors la fonction 1 est continue au point (ug, vo)

13 > >
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Proposition I.1.7 Soit f : IR* — IR une fonction définie dans un voisinage de
M, et continue en M,,
soit o : R — IR définie dans un voisinage de f(M,) et continue en f(M,),
alors

aof i (z,y)— a(f(z,y))

est continue en M,.

On ne démontrera pas ces propositions.
Les propositions 1.1.4, 1.1.5, 1.1.6, 1.1.7 nous permettent de conclure quant a
la continuité dans la majorité des cas. Par exemple :
— 235 + 6212 et de facon plus générale tout polynéme en z, y est une fonction
continue en tout point M.
— coszy, exp(z® + y°) sont continues en tout point M,.

<< 14
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Etude de 1a continuité

Exercices :

Exercice A.1.10
Exercice A.1.11
Exercice A.1.12
Exercice A.1.13

Proposition 1.1.8 Soit My(xo,yo) et M(x,y), on pose
r=2x9+rcosb,y=1yo+rsind, (r >0),alors HWH =r.
Si Uon peut montrer que |f(M) — f(My)| < e(r)

ol ¢ est une fonction réelle (qui ne dépend que de r) dont la limite est nulle
quand r tend vers 0, alors f est continue en M,

La proposition précédente permet de démontrer la continuité , c’est une
condition suffisante de continuité. Sommaire
Pour démontrer qu'une fonction f n’est pas continue en M, on peut utiliser Concepts
la proposition 1.1.5 que I'on va énoncer différemment :

Proposition 1.1.9 Soient « et 3 deux fonctions réelles définies sur un voisinage Exercices
de ty et continues en t, on note xo = a(ty),yo = B(to)- Documents

15 > >
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Soit f une fonction définie sur un voisinage de (¢, yo) & valeurs dans R.
On définit la fonction réelle ¢ par ¢(t) = f(a(t), B(t)) .

Si ¢ n’est continue en t alors la fonction f n’est pas continue au point (xg, yo).

La encore on est ramené a étudier une fonction réelle ¢. Pourquoi la proposi-
tion précédente est-elle équivalente a la proposition 1.1.57?

Etudions 2 exemples :

— On définit la fonction f par :

3

T :
f(‘ray>:m7 S1 (l’,y)#(0,0), f(070):0
Montrer en exercice que |f(M) — f(O)| < r*. En déduire que f est continue

en O.
— On définit la fonction f par :

xy .
f(xuy) = m: 51 (I7y) 7£ (Ou O>7 f(070) =0.
Poser a(t) = t,5(t) = t,¢(t) = f(a(t),3(t)), montrer en exercice que la
fonction ¢ n’est pas continue en 0, en déduire que f n’est pas continue en
(0,0).
Dans l'exemple précédent, lorsque t — 0, le point M(t) = (¢,t) tend vers O en
restant sur la droite d’équation y = x. On a donc démontré dans I’exercice A.1.12
que lorsque M tend vers O le long du chemin d’équation y = z, f(M) ne tend
pas vers f(O), donc la fonction f n’est pas continue en O.

<< 16 > >
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Pour démontrer que f n’est pas continue en M,, il suffit de trouver un chemin
particulier qui passe par M, tel que quand M tend vers M, le long de ce chemin,
f(M) ne tend pas vers f(M,). Bien stir méme lorsque f n’est pas continue en
M,, il est parfois possible de trouver des chemins passant par M, sur lesquels
quand M tend vers M,, f(M) tend vers f(M,). Reprendre I'exercice A.1.12

<< 17
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Différentiabilité

Exercices :
Exercice A.1.14

Exercice A.1.15

Revoyez le chapitre dérivation des fonctions d’'une variable dans le polycopié
de MT21. On y a défini la dérivabilité dans le cas d’'une fonction f de IR dans R.

Définition 1.1.7 D est un intervalle ouvert de IR, on dit qu’une fonction f :
D — R est dérivable en xq appartenant a D, si la limite suivante existe :

d = lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

Dans ce cas on dit que le nombre d est la dérivée de f au point xy et on note

_ &

d
On a démontré la proposition suivante :

Proposition 1.1.10 Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
f soit dérivable au point xy € D est qu’il existe d € IR et une fonction ¢ tels que ,

18 > >
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pour xo+ h € D, on puisse écrire : Différentiabilité

f(xzo+ h) = f(xo) + hd + |h|e(h), avec }llil% e(h)=0
La proposition 1.1.10 donne une autre caractérisation possible de la dériva-
bilité, c’est cette caractérisation qui sert a définir la notion de différentiabilité
dans le cas d’une fonction de 2 variables.

Définition 1.1.8 D est un ouvert de IR?, on dit qu’une fonction

f: D c R*> — IR est différentiable au point (xy,y,) appartenant & D, s’il
existe des constantes A et B et une fonction ¢ (de deux variables) telles que, pour
(xo + h,yo + k) € D, on puisse écrire

F(@o+ oo+ k) = F(@o, o) + Ah+ Bk + |(h, W)le (k) (LLD)
avec lim e(h,k)=0.
(h,k)—(0,0)
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Dérivées partielles

Exercices :

Exercice A.1.16
Exercice A.1.17
Exercice A.1.18

On peut maintenant définir la notion de dérivée partielle :

Définition 1.1.9 D est un ouvert de R?, (zo,y0) € D, f est définie sur D, on
appelle dérivée partielle de f par rapport a x en (xg,yo), si elle existe, le réel noté

of
— (M
8$( 0)7
défini par
of . f(xo+ h,y0) — f(z0,90)
gz Mo) = lim h '
De la méme maniere on définit :
of o f(wo,y0 + k) — f(20,%0)
5y (Mo) = Jimy k '

20 > >
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. : , : 0
Pour calculer les dérivées partielles lorsqu’elles existent, par exemple of (o, Yo),
x
la variable y est fixée a y,. Si on note f1(z) = f(z,w), f2(y) = f(x0,y), alors

0 df 9
(M) = T (a0), 5L (Mo) = )

Montrer cette propriété en exercice.

Faites attention a la différence de notation entre dérivée partielle O et déri-
vée d.

Contrairement a ce qui se passe pour les fonctions d’'une variable, il n’y a pas
équivalence entre la différentiabilité et 'existence de dérivées partielles, voir le
paragraphe suivant.

<< 21
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Différentiabilité-continuité-dérivées partielles

Exercices :

Exercice A.1.19
Exercice A.1.20
Exercice A.1.21

Contrairement a ce qui se passe pour les fonctions d’'une variable, la pro-
priété de différentiabilité et ’'existence de dérivées partielles ne sont plus des
notions équivalentes, on a seulement I'implication suivante.

Théoreme 1.1.1 Si f est différentiable au point M, alors elle admet des dérivées
partielles premiéres en M.

Démontrer ce théoréme en exercice.

Géométriquement, on peut montrer que si f et différentiable en (zg, 1), la
surface S d’équation z = f(z,y) admet un plan tangent au point

Py = (0, Yo, f(z0,v0)), donc toute courbe tracée sur S et passant par le point
P, admet une droite tangente en P, (cette droite est contenue dans le plan tan-
gent). En particulier les courbes C; et C, définies dans la remarque 1.1.1 ont
cette propriété, on retrouve donc que f; et f, sont dérivables, donc que les déri-
vées partielles existent.

22 > >
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Théoreme 1.1.2 Si f est différentiable au point M, elle est continue en M,.

Démontrer ce théoréme en exercice.
Il n’y a pas de d'implication entre I’existence de dérivées partielles et la pro-
priété de continuité.
fay) =25 st (e.y) # (0,0
f(0,0) =0
nue en (0,0), mais elle admet des dérivées partielles en (0, 0).
Revoir les interprétations géométriques des 2 propriétés pour se convaincre
qu’il n’existe pas de lien entre les 2.

La fonction définie par { n’est pas conti-

<< 23
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Condition suffisante de différentiabilité

Exercices :
Exercice A.1.22
Exercice A.1.23

Théoreme 1.1.3 Si f admet des dérivées partielles premieres continues dans un
voisinage de My(zo,vo), alors elle est différentiable en My(xg, yo).

Démonstration. On reprend la définition de la différentiablilité 1.1.8. Il s’agit
donc d’établir une formule du type (I.1.1) en partant de I'existence des dérivées
partielles. On peut décomposer :

f(@o+h,yo+k)— f(zo,90) = f(xo+h,yo+k)— f(zo+h,yo)+ f(zo+h,y0) — f(Z0, Yo)-

On peut donc commencer par écrire (c’est la partie facile!) :

F(zo+ o) = (20, 0) + Ko (z0,30) + [hlex (B).

Il suffit en effet d’écrire que la fonction fi(x) = f(z, o) est dérivable en z.
Comme les dérivées partielles de f existent dans un voisinage de M, pour A
assez petit, la fonction f5(y) = f(zo+h,y) est dérivable en y, et on peut invoquer

24 > >
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le théoreme des accroissements finis pour les fonctions d’'une variable.
d
f(@o + hyyo + k) = f(xo+ h,yo) + ka—i(xo +h,yo + O0k).

avec 0 < # < 1, en notant que 6 = 0(h, k) puisqu’il dépend de k (comme dans
le théoreme des accroissements finis) et également de h qui joue, ici, le role
d’'un parametre. Si on rassemble les deux relations on n’obtient pas exactement
ce quon cherche puisque, dans la relation précédente, la dérivée g—g n’est pas
évaluée en (z¢,yo). Il faut donc maintenant invoquer 'argument de continuité
pour écrire qu’il existe une fonction e5(h, k) qui tend vers 0 quand ||(h, k)|| — 0
telle que

0 0
8_5(330 + h,yo + 0k) = a_]y”(%’ Yo) +e2(h, k).

En rassemblant tout ce qui précede on arrive a

f(xo+h,yo + k) = f(z0,y0) + h%(i’o,yo) + kg—]yt(ifoa Yo) + |hler(h) + kea(h, k).

ce qui s’écrit facilement sous la forme

f(xo+h,yo + k) = f(z0,y0) + hg—i(xoa Yo) + k’g—g(%,yo) + Vh? + k2e(h, k)

avec ¢(h, k) définie, pour (h, k) # (0,0) par :
\h|e1(h) + kea(h, k)
h k) =

<< 25 > >
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Il est clair que ¢(h, k) vérifie bien la propriété I.1.1 de la définition puisque Condition
| n suffisante de
e(h, k)| < ———=le1(h)| + ———==lea(h, k)| < le2(R)| + |ea(h, & différentiabi-

Ce qui termine la démonstration.

Définition 1.1.10 On dit qu’une fonction [ est continiiment différentiable sur
un ouvert D si [ admet des dérivées partielles continues sur D.
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Dérivées partielles d’ordre supérieur

Exercices :
Exercice A.1.24

Si f est différentiable sur D ouvert de IR?, les dérivées partielles premieéres de
f peuvent étre considérées comme des fonctions de D dans IR, si elles sont diffé-
rentiables, on peut calculer les dérivées partielles de ces fonctions, par exemple

ﬁ(m ) = lim%(iﬂo +h,yo) — g—i(%,yo)
81'2 0,Y%) = b0 h )
82

On peut définir de facon similaire 902 ainsi que les dérivées partielles croisées
Y

0 082S _ 24,
oxdy Oz Oy’ Oydx 0Oy Oz’

Théoreme 1.1.4 (de symétrie de SCHWARZ ) Si f admet des dérivées partielles
*f » 0*f
Oxdy  Oyox

secondes au voisinage de (xq, o) et si les dérivées partielles croisées

sont continues en (xg, o) alors elles sont égales en ce point.

Ce théoréeme est admis.

27
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Composition et dérivation

Exercices :

Exercice A.1.25
Exercice A.1.26
Exercice A.1.27
Exercice A.1.28

Revoir la dérivée des fonctions composées dans le cas des fonctions d’une
variable. On va maintenant énoncer quelques résultats sur les composées de
fonctions de deux variables.

1°" Cas.

Proposition 1.1.11 Soient « et 3 deux fonctions réelles et soit

f:R* — R. On définit ¢(t) = f(a(t),3(t)). Si f est différentiable au point
(a(to), B(to)) et si les fonctions « et [ sont dérivables au point t, alors ¢ est déri-
vableen tyeton a:

6/ (ta) = 5 (alta). A1) () + 5 (alto), Blta)) 't

Démonstration. ¢(to + h) = f(a(ty + h), B(to + h))
a, 3 sont des fonctions dérivables en ¢, donc :

28 > >
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Composition

a(ty + h) = a(ty) + ha'(ty) + |h|e1(h) avec ’llm% e1(h) =0 et dérivation

ﬁ(to + h) = ﬁ(to) + hﬁ/(to) + |h|€2(h) avec }Llil(l) 52(h> =0

On pose
Ty — Oé(to),yo = ﬁ(to), H= hOé/(to) + ‘h‘e’il(h), K = hﬁ/(to) + ’hl&'g(h)

On obtient ¢(ty + h) = f(zo + H,yo + K)
f est différentiable donc :

0 0
fleo+ Hypo+ K) = f($07y0)+Ha—£($07y0)+K8—£($0,y0)
+VH? + K?¢3(H,K)avec  lim e3(H,K)=0

(H,K)—(0,0)
d’ou :
P(to+h) = o(to)
of , of )
1 (G alta) B (0) + L ), 55 ) Sorrrsite
Ol 0y Concepts
+|hle(h)
On a noté
Exercices
(h) = 61(h)g—£($07 yo) -+ 52(h)g—£([£07 yo) + €4<h) Documents
29 | d 2
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avec ey (h) = H‘QJKQ e3(H, K), on peut montrer que lim es(h) =0,
on en déduit que ]111H(1) e(h) = 0.
On vient donc de montrer que ¢ est dérivable et que :
of

¢'(to) = g—i(a(to)ﬁ(to))a'(to) + a—y(a(to);ﬁ(to))ﬂ'(to)-

2m¢ Cas.

Proposition 1.1.12 Soient a, b et f trois fonctions de R> — R
On définit (u,v) = f(a(u,v),b(u,v)).
On suppose que f est différentiable au point (a(ug, vg), b(ug, vo)), on note %, g—jj

ses dérivées partielles.
On suppose que les fonctions a et b sont différentiables au point (ug,vy), on

da Oa 0b 0b . .
note —,—, —, — leurs dérivées partielles,
ou’ Jv’ Ou’ Ju _ _ _ _ _
alors la fonction 1 est différentiable au point (ug,v,) et ses dérivées partielles

sont données par :

0 0 0
2 gy t0) = 2% (aluo, o), bl v0)) o, o)
0 ob
+a_y<“(“0’ vo), b(uo, UO))%(%, Vo)
30 > >
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o of da

(Uo, UO) = %(G(UO, UO)a b(UO, UO))%(U(% UO)
—l—%(a(uo, o), b(uo, Uo))%(um o)

|

3¢ Cas.

Proposition 1.1.13 Soit f : R> — IR une fonction différentiable au point
(xOJ yO):

soit o une fonction réelle dérivable au point f(xg,yo),

on définit g : R* — R par g(z,y) = a(f(z,y)),

alors g est différentiable en (xo,y) et on a :

29 (w0, 0) = 2L (w0, yo)e (7 (o, o)

or
o 0
a—j(xo,yo) = 8—5(550,3/0)0/“(55073/0))

On verra a la fin de ce chapitre que tous ces cas particuliers sont inutiles, et
que l'on peut énoncer un théoréeme général sur les composées des fonctions de
plusieurs variables.
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Différentielle

Si f est différentiable en (zg, ), I'application de IR* dans IR définie par :

0 0
(h, k) — a—£($o,y0)h+ 8—5(%,%)]{?

est une application dite linéaire de IR? dans IR. Cette application est appelée la
différentielle de f au point (xg, y,) et se note df (xo, yo)-

Si 'on prend comme fonction f lapplication f(z,y) = z (resp. f(z,y) = v), la
différentielle de cette fonction, que 'on note dx (resp. dy) est définie par :

dz (o, yo)(h, k) = h (resp. dy(zo, yo)(h, k) = k).

D’oulon a
of af
df(‘TOvyO)(ha k) = %(foayo)dﬂxo,?/o)(h, k?) + a—y(moayo)dy(xoayo)(ha k), V(h7 k’)
donc

0
df (o, yo) = %(%;%)dm(fﬁmyo) + a_£($0,yo)dy($0>yo),

ce qui explique la notation

32 > >
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Si on reprend la définition de la différentiabilité on a Différentielle
f(xo +hyyo + k) — f(20,90) = df (zo, yo)(h, k) + || (R, k)[|e(h, k)
Si on définit la fonction g par
g(h, k) = f(xo + h,yo + k) — f (20, Y0)

Alors la fonction g est approchée par I'application linéaire df(xg,y,). Vous
aurez l'occasion de définir et d’étudier les applications linéaires dans I'UV d’al-
gebre linéaire.

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents
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Formule des accroissements finis-formule de Taylor

Exercices :
Exercice A.1.29
Exercice A.1.30

formule des accroissements finis
Revoir la formule des accroissements finis pour une fonction d’'une variable.
On rappelle que si f est une fonction différentiable en (z,y), on a :

0 0
f(xo+h,yo +k) = f(xo,90) + ha_i(aj(b Yo) + ka—g(n’fo,yo)
2 1.2 . _
++/(h? + k2)e(h, k) avec (h7k1)130,0)8(h’ k)=0

Si on suppose maintenant que f est une fonction définie et différentiable sur
un disque ouvert D de centre (zg,y), pour (zg + h,yo + k) € D, on a la formule

des accroissements finis : Sommaire
30 €]0, 1] tel que Concepts
of of
f(xo+ h,yo + k) = f(20,%0) + h==(z0 + 0h,yo + Ok) + k—==(x0 + Oh, yo + Ok)
Oz 8y Exercices
Documents

Pour démontrer ce résultat, on définit la fonction réelle ¢ par
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o(t) = f(xo + ht,yo + kt), on applique la formule des accroissements finis a Formule des
la fonction réelle ¢ et on en déduit la formule des accroissements finis pour la accroisse-
fonction de 2 variables f. Traiter cette démonstration en exercice. ments

Formule de Taylor a 'ordre 2 On peut maintenant énoncer la formule de  finis-formule
Taylor a 'ordre 2 : de Taylor

On suppose que f admet des dérivées partielles continues jusqu’a 'ordre 2
sur un disque ouvert D de centre (xo, yo), pour (zo + h,yo + k) € D :
Il existe 6 €]0, 1] tel que

flwo+hy+k) = f(xo,yo)+h?(foayo>+kg—£($o7yo)

202 f o’ f 2 0% f
(haQ( Y )+2hkaa( )+k02( ,y))

avec z* = xg + 0h,y" = yo + Ok

Puisque les dérivées partielles secondes sont continues en (zg, ), on peut
écrire une autre version de la formule de Taylor :

of 0 Sommaire
fwo+h,yo+k) = f(zo,90)+ h%(ﬂfm Yo) + ka—y(f)fo,yo) COTEEHE
1 0? 0? 0?
+§ (hQa—];(xoa Yo) + 2hka éf (z0,%0) + kQa—y];@m y0)>
+(h* + kHe(h, k) avec  lim e(h, k) =0 Exercices
(h,k)—(0,0) Documents
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Formule de Taylor a ’ordre n Si f admet des dérivées partielles continues
jusqu’a 'ordre n sur un disque ouvert D de centre (xg, y,), pour

(o + h,yo + k) € D, on obtient la formule de Taylor a 'ordre n :

Il existe 6 €]0, 1] tel que

flxo+h,yo+k) = f(wo,90)+ h%(xm Yo) + kg—i(%,yo)

1 2 f Of >’f
5 (h W(%,yo) + 2h/<:a oy (20, yo) +k28—y2(x0790)>
+...

1
+5f(”) (o + Oh, yo + 0k)(h, k)

ou

m - m— 8mf
f( )(xo»yo)(hv k) = E;Cﬁlhpk: pW(ﬁo,%)
p=

(1 <m<n).
Puisque les dérivées partielles n -iemes de f sont continues, on peut écrire

f(zo + Oh, yo + O0K) (R, k) = f™(z0, 30) (b, k) + (B2 + k%) 3 e(h, k).

f™(x,y)(h, k) est un polynéme en h,k homogeéne de degré m.
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Calcul approché

Exercices :
Exercice A.1.31

Si on suppose connues les valeurs de la fonction f et de ses dérivées en
(x0,Y0), la valeur (inconnue) f(zo+h,yo+ k) est donnée par la formule de Taylor :

f(zo+ h,yo+ k) = A(h, k) + R(h, k)

N

ou
— A(h, k) est un polyndme en h et k "facile” a calculer.
— R(h, k) = %f(”)(xo + Oh,yo + 0k)(h, k), appelé reste, est un terme que la
formule de Taylor ne permet pas de calculer car on ne connait pas 6. Mais
ce reste est petit, d’autant plus petit que n est grand. Si par exemple / =
k = 1071, alors APk" P = 107", donc f™ qui est un polynéme homogene de
degré n est de Pordre de 10~".
A(h, k) permet donc d’obtenir une approximation de f(zo + h,yo + k) d’autant Sommaire

meilleure que n est grand. Concepts
Une des approximations les plus utilisées est celle au premier ordre :
of of
f(xo+ h,yo + k) = f(xo,90) + h%(%a Yo) + ka—y(xoa Yo) Exercices
Documents
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Théoreme des fonctions implicites

Exercices : Documents :
Exercice A.1.32 Document B.1

Une courbe du plan Oy peut avoir une équation cartésienne explicite

y = ¢(x) ou une équation cartésienne implicite f(x,y) = 0. Nous reverrons
cela dans le chapitre "Courbes et surfaces".

Est-il possible de passer d’'une équation a I'autre ?
Par exemple 22 + y> — r? = 0 est ’équation implicite d’un cercle, est-il possible
de trouver une équation explicite y = ¢(z) de ce méme cercle ?

Théoréme 1.1.5 Soit f une fonction R> — R contintiment différentiable, soit

(20, Y0) un point tel que f(xo,yo) = 0.
On suppose que

%(w, y) # 0 dans un voisinage de (¢, yo) (I1.1.2)
Y

Alors il existe un voisinage V de (¢, o) de la forme I x J ou I et J désignent des
intervalles de R et une fonction ¢ : I — IR tels que :

V(z,y) € I x J, f(r,y)=0<+=y=9¢(x)
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Si de plus la fonction f est différentiable, alors la fonction ¢ est dérivable sur I
et sa dérivée est donnée par :

of
PO o
9 (2, 6())

Voir en document une démonstration partielle de théoreme, c’est a dire lorsque
I'on admet I'existence et la continuité de ¢, vous y trouverez une démonstration
de la dérivabilité de ¢.

On va maintenant donner une démonstration "encore plus partielle", on sup-
pose que ¢ existe et est dérivable. On va calculer ¢'.

D’apres la définition de ¢, on a Vz € I, f(z,¢(x)) =0

Si on définit g(z) = f(z, ¢(x)), g est dérivable, pourquoi ?

DeplusVz eI, g(x) =0=Vrel, ¢(z)=0

Calculer ¢/'(z) et conclure.

Evidemment le théoréme ne traite pas = et y de maniere symétrique. On peut
échanger leurs roles et sous ’hypothese %(MO) # 0, trouver une représentation
locale de S sous la forme = = 9 (y).

Il y a évidemment des situations ou, simultanément on a

om0 = L) =0
et 1a il est possible qu’il n’y ait pas de paramétrage ni en fonction de = ni en
fonction de y.
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On peut appliquer le théoreme 1.1.5 au calcul de la tangente a la courbe Théoreme des
f(z,y) = 0. En un point (x¢,yy) de I x J la tangente s’écrit fonctions

Yy — Yo = ¢ (z0)(x — x0) implicites
soit en remplacant

0 3

8 (& — m0) + %L (y — yo) = 0.
Sommaire
Concepts
Exercices
Documents
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Extrema d’une fonction de deux variables

Exercices :
Exercice A.1.33

Revoir la notion d’extrema dans le chapitre dérivation de MT21
Soit f une fonction IR> — IR, on cherche un point (z*,y*) qui réalise le
minimun de f, c’est-a-dire tel que

[ y) < fla,y),¥(z,y) € R

On dit alors que (z*,y*) réalise un minimum global pour f. Si on a seule-
ment la propriété pour (x,y) appartenant a un voisinage de (z*, y*), on parle de
minimum local.

Théoreme 1.1.6 Si f est différentiable, une condition nécessaire d’optimalité est

Of (% o) Sommaire
{ g?(x*, y*) =0, Concepfts
Démonstration Si (z*, y*) réalise le minimum de f on a
Exercices
Documents
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Ou * * * *
fl@*+hy) = fla",y") >0,
N >
pour h > 0. Soit en passant a la limite quand 4 — 0
of
5 &) 2 0.

De méme en prenant i < 0, on obtiendrait g—i(x*, y*) <0, dou

of
ox

ATTENTION : La condition

——(2",y*) = 0 et de méme ?(:p*,y*) =0.
Y

n’est pas une condition suffisante.

Exemple I.1.1 f(z,y) = xy. Montrer que le point (0,0) vérifie les conditions né-
cessaires d’optimalité. Montrer que (0,0) n’est ni un minimum ni un maximum

pour f.

Si f admet des dérivées partielles secondes continues, pour voir si on est en
présence d’'un extremum, on peut appliquer la formule de Taylor a 'ordre 2 a la

<< 42 > >
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fonction f. On obtient :
fl@*+hy +k) = f( Y

2 2 2
o°f o°f o°f

h2 2hk * ok ]{32— * ok

5 (W5 + 2k )+ R )
+(h? + k*)e(h, k) avec  lim e(h, k) =0

(h,k)—0

On a utilisé les conditions d’optimalité, donc les dérivées partielles premieres
sont nulles.
On note :
01 o f 2,
A h? 2hk k2 Ly
= (W5 )+ 2k o) + R )

(12 g2 ~ _
Ay = (h* + k*)e(h, k) avec (h%r)rioe(h, k)=0

On admet que pour h et k suffisamment petits, le terme A, est négligeable
devant % si ce terme n’est pas nul, il suffit de comparer les ordres de ces infini-
ment petits pour s’en convaincre.

Pour h et k suffisamment petits, le signe de A = f(z* + h,y* + k) — f(z*,y*)
est donc donné par le signe de A;.

On aura donc :

2 f *f i
(hw( W) 2k () + K ,y))>O,V(h,k)7é(O,O)

<< 43 > >
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alors (z*, ") un minimum local pour f,

2 52 2
(hQa f( Y )—1—2hka éf (x* y*)—kag—y‘é(x*,y*)) <0, Y(h,k) # (0,0)

8 2
alors (z*,y*) un maximum local pour f.
Voyons comment étudier le signe de A;, on note
>’f *f
= — ¢ * * b — * * —
a=2-5(%y), 8x8y<x Y, c
Ay (h, k) = ah? + 2bhk + ck?.

Supposons que k # 0, on met k% en facteur, on se raméne a étudier le signe
de

i
a—yg(xﬂy>

h
By (t) = at* + 2bt + ¢, avect = T
Pour étudier le signe de ce trinéme, on calcule son discrimant
A = 4(b* — ac).
1. si A < 0, cela suppose en particulier que a et ¢ sont de méme signe et non
nuls .

(a) sia > 0,B(t) > 0, Vt, donc A;(h,k) > 0, V(h,k) # (0,0), en effet on
vient de démontrer cette propriété pour k # 0, elle est encore vraie
quand % = 0, puisque dans ce cas A;(h, k) = ah®.

On en déduit que A = f(z* + h,y* + k) — f(z*, y*) est positif pour h et
k petits donc que (z*, y*) est un minimum local.

<< 44 > >
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(b) si a < 0, on démontre de facon analogue que A(h,k) < 0, V(h, k) #
(0,0)

On en déduit que A = f(z* + h,y* + k) — f(z*,y*) est négatif pour h et
k petits donc que (z*, y*) est un maximum local.

si A > 0, B; change de signe, donc A; change de signe, donc A change de
signe, il n’y a donc pas d’extremum en (z*, y*).

si A = 0, B; ne change pas de signe, mais B; donc A; peut s’annuler et alors
le signe de A est donné par A,, il faudrait faire une étude supplémentaire.
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I.2 Fonctions de plusieurs variables

Eléments de topologiede R™ . . . . ... ... ... ....... 47
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Composition et dérivation des fonctions de plusieurs variables 50
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Eléments de topologie de IR"

On a maintenant une fonction f qui est une fonction de n variables z{, zo, . . ., z,.
A partir de maintenant M € IR", donc M = (21,9, ..., 2,).

Toutes les notions introduites dans IR> demeurent valables.

On note O = (0, ...,0). Définissons la norme euclidienne d’'un vecteur de R",

HOMH = (@1, .. @)l = yfa2 4. +a2 = | Yk
=i

On définit les boules ouvertes de centre A € IR" et de rayon p > 0 par :
B(A,p) = {M e R": Hmu < p}.

Cette notion de boule que 'on vient de définir dans IR" généralise la notion de
boule que vous connaissez déja dans IR®.

On définit les ouverts, les fermés, les voisinages de facon similaire en rem- Sommaire
placant disque ouvert par boule ouverte. Concepts
Exercices
Documents
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Continuité et différentiabilité

Exercices :
Exercice A.1.34
Exercice A.1.35

Notations. Soit f : R" — IR, on la notera f(z1,...,z,) ou plus simplement

f(M).

Définition 1.2.1 D est un ouvert de R",M* € D, on dit qu’une fonction f : D —
IR est continue au point M* , si

Ve >0, 3y > 0 tel que YM € D,{HM*MH <= |f(M) - f(M*)] < &,

Définition 1.2.2 D est un ouvert de R",M* € D, on dit qu’une fonction f :
D — R est différentiable au point M* appartenant a D, s’il existe des constantes

Ay, ..., A, et une fonction ¢ de n variables telles que, pour S '
* * * 0 2O ommaire
(] 4+ hy, x5 + he, ..., 25 + hy,) € D, on puisse écrire Concepfs
F@+h,ay+ha,. . an+he) = fl@has.. . 2h)+ ) Al
i—1 Exercices
(R b lle (hay - - ) Documents
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avec lim, . h.)—(0,..,0) € (h1,...,hy) =0 Continuité et
. : . . s . différentiabi-
Comme dans IR?, il est facile de montrer que si la fonction est différentiable rieren laii tlé
au point M*, elle possede en ce point des dérivées partielles premieres et 'on a
A, = lim fl@y +hy, s .o xk) — flay, x5 .. x)) _ of (M)
h1—0 hq 8x1
On définirait les autres dérivées partielles de facon similaire et on aurait :
of
5 xi( )
Les dérivées partielles d’ordre supérieur sont définies comme dans IR? .
Les théoremes reliant continuité, différentiabilité et existence de dérivées
partielles énoncés pour les fonctions de deux variables réelles s’étendent aux
fonctions de n variables.
Sommaire
Concepts
Exercices
Documents

<< 49



<« précédent  section a suivant »

Composition et dérivation des fonctions de plusieurs va-

riables

Exercices :
Exercice A.1.36
Exercice A.1.37

La situation générale est la suivante :

Proposition 1.2.1 Soit f : IR" — IR une fonction différentiable sur IR"
g1 :RP - IR
Soient e n fonctions différentiables sur IRP.
Jgn: RP = R
On définit ¢ : IR — IR par

Y(ug, ..., up) = flgr(ur, .o up)s ooy gn(tn, .o up))

alors 1 est différentiable et on a pour (i = 1,..,p)

oY dg;

50

9. (w1, .., up) = ; a—%(gl(ul, e Up)y ey gn(u, ,up))an (w1, .., up).
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Extrema d’une fonction de plusieurs variables

Soit f une fonction R" — IR, on cherche un point z* qui réalise le minimun
de f, c’est- a-dire tel que

f@") < f(x),¥(z) € R™.
Théoreme 1.2.1 Une condition nécessaire d’optimalité est

of
a.’lfi

(") =0, 1<i<n
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Annexe A
Exercices

A1l Exercicesdecours . . . . . . . ... 54
A2 Exercicesde TD . . . . . . . . . . . . e 93
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section a suivant »

Exercice A.1.1 Chapl-Exercicel

Représenter dans IR? les domaines de définition des fonctions suivantes :
- f(z,y) =In(y — 5)
- flzy) =vVA—22+ /1 -y

Solution
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Concepts

Exercices
Documents
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.2 Chapl-Exercice2

On définit les ensembles :

E={(r,y) e R* 2> 1},F = {(z,y) e R* 2 > 1},G = {(z,y) € R} 2>z > 1}.

0,IR? E, F,G sont-ils des ouverts ? Justifier votre réponse.
Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.3 Chapl-Exercice3

On définit les ensembles :

E={(r,y) e R* 2> 1},F = {(z,y) e R* 2 > 1},G = {(z,y) € R} 2>z > 1}.

0,IR?, E, F, G sont-ils des fermés ? Justifier votre réponse.
Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.4 Chapl-Exercice4

1.

Soient Oy, O, deux ouverts de IR?, on suppose que leur intersection n’est
pas vide, on note O = O; N Oy, soit A un point quelconque de © montrer
qu’il existe un disque ouvert de centre A et de rayon p, p > 0 contenu dans
O. On pourra s’aider d’une figure, bien préciser ce que vaut p.

. Soient Oy, 0,,...,0, n ouverts de IR?, on suppose que leur intersection

n’est pas vide, on note O = "_; O;, soit A un point quelconque de © mon-
trer qu’il existe un disque ouvert de centre A et de rayon p, p > 0 contenu
dans O, bien préciser ce que vaut p.

En déduire que I'intersection d'un nombre fini d’ouverts est un ouvert.

. La démonstration que vous venez de faire dans le cas d'un nombre fini

d’ouverts, serait-elle encore valable avec un nombre infini d’ouverts ?

A est un point fixé, on appelle O; le disque ouvert de centre A et de rayon
1/i. Montrer que {A} =2, O;. Lensemble {A} est-il un ouvert?

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.5 Chapl-Exercice5

Rapppeler la définition de la continuité pour une fonction de IR dans IR.
Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.6 Chapl-Exercice6

Utiliser la définition pour montrer que la fonction définie par f(z,y) = x>+ >
est continue en (0, 0).

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.7 Chapl-Exercice7

f est une fonction de 2 variables continue en (xg, yp).
On définit les fonctions d’'une variable f; et f; par fi(z) = f(x,v), f2(y) =

f(zo,y)

Montrer que f; est continue en z( et que f; est continue en ;.

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.8 Chapl-Exercice8

flz,y)=1 si z>1
continue en (1, y) (yo est un nombre réel quelconque).
Représenter graphiquement la surface d’équation z = f(z,y).

flz,y)=2 si <1

Montrer que la fonction f définie par : { n’est pas

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.9 Chapl-Exercice9

Montrer que la proposition I.1.3 est un cas particulier de la proposition I.1.5.
Pour f; comment faut-il choisir les fonctions « et 5? Pour f, comment faut-il
choisir les fonctions a et 5 ?

Solution
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<« précédent

Exercice A.1.10 Chapl-Exercicel0

Démontrer la proposition 1.1.8.

Solution
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suivant »
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.11 Chapl-Exercicell

On définit la fonction f par :

ZL’3

—yyz, si (,y) # (0,0), £(0,0) =0.

2 +

flz,y) =

On note = = rcosf,y = rsiné.
1. Montrer que |f(M) — f(O)] < r?.
2. En déduire que [ est continue en O.

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.12 Chapl-Exercicel2

On définit la fonction f par :

flz,y) = —yy si (z,y) # (0,0), £(0,0)=0.

2 +

1. On définit la fonction réelle ¢ par ¢(t) = f(t,0), la fonction ¢ est-elle conti-
nue en 0? Est-il possible,sans calculs supplémentaires, de conclure quant
a la continuité de f en (0,0)?

2. On définit la fonction réelle ¢ par ¢(t) = f(¢,t), la fonction ¢ est-elle conti-
nue en 0 ? Est-il possible, sans calculs supplémentaires, de conclure quant
a la continuité de f en (0,0)?

Solution

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents

66



<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.13 Chapl-Exercicel3

2

Ondéﬁnitfpar:{ ;Ei:gﬁi;ﬁg si y#£0

La fonction f est-elle continue en (0,0) ?

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.14 Chapl-Exercicel4

Utiliser la définition pour montrer que la fonction définie par f(z,y) = x>+ >
est différentiable en (0,0). Préciser ce que valent A et B.

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.15 Chapl-Exercicel5

1. g, yo sont 2 nombres réels donnés, montrer que la fonction définie par

e(h, k) = (yoh + 2xok + hk) pour (h, k) # 0

h
VTR
tend vers 0 quand (A, k) tend vers (0,0).

2. En déduire que la fonction f définie par f(z,y) = z*y est différentiable en
(20, Yo). Préciser ce que valent A et B.

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.16 Chapl-Exercicel6

f est une fonction différentiable en (z¢,yy), on définit f;(z) = f(z,y0), fo(y) =
f(l'(), y)

Montrer que f; est dérivable en z, et que 2—2(950) = %(MO). Montrer que f,
est dérivable en y, et que fl—j;(yo) = %(MO)'

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.17 Chapl-Exercicel7

Calculer les dérivées partielles en (z, yy) des fonctions
f(z,y) = 2%, f(z,y) = sin(zy?)
Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.18 Chapl-Exercicel8

On définit la fonction f par :

{ f(x,y) = I2?y2 s1 (Z‘,y) # (070)
f(0,0)=0

1. Calculer les dérivées partielles de f en (0,0).

2. Calculer les dérivées partielles de f en (¢, yo) # (0,0).

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.19 Chapl-Exercicel9

Montrer la propriété suivante :
Si f est différentiable au point M, alors elle admet des dérivées partielles
premieres en M.

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.20 Chapl-Exercice20

Montrer la propriété suivante : Si [ est différentiable au point M, alors elle
est continue en 1/,.

Solution

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents

74



<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.21 Chapl-Exercice21

_ zy -
La fonction f définie par :{ f@y)=ztp st (@y)#0,0) est-elle diffé-
rentiable en (0,0)?

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.22 Chapl-Exercice22

Donner une condition nécessaire pour que f soit différentiable en (¢, o),
donner une condition suffisante pour que f soit différentiable en (¢, yo).

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.23 Chapl-Exercice23

On définit les propositions suivantes :

1: f est continue en (zg, yo).

2 : f est différentiable en (zg, y)-

3 : f admet des dérivées partielles en (zg, 3)-

4 : f admet des dérivées partielles continues dans un voisinage de (x, yo).
Donner des implications correctes entre ces 4 propositions.

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.24 Chapl-Exercice24

. 5? 9% f 82 f 02 f
= 2293, calculer —= — .
SOlt f($7 y) .Ty > calculer (x7 y)? ayax (w’ y)? axay (‘1.7 y)? ayQ (:B? y)

ox?
Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.25 Chapl-Exercice25
af of

1. f est une fonction différentiable dont on note 32 By les dérivées partielles,
T oy

on définit ¢(t) = f(cost,sint).
Montrer que ¢ est une fonction réelle dérivable, calculer sa dérivée ¢'.

2. On choisit f(z,y) = 2? +y?, vérifier que dans ce cas particulier ¢'(¢t) = 0 Vt.

Solution

79

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents



<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.26 Chapl-Exercice26
of of

f est une fonction différentiable dont on note 92 By les dérivées partielles,zq, yo, h, k
r oy
sont des réels donnés, on définit ¢(t) = f(x¢ + th,yo + tk).

Montrer que ¢ est une fonction réelle dérivable, calculer sa dérivée ¢'.
Solufion
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.27 Chapl-Exercice27
of of

f est une fonction différentiable dont on note ——, — les dérivées partielles,

ox’ dy
on définit ¢ (u,v) = f(u® — v* uwv).
0y Iy

Montrer que v est différentiable, calculer ses dérivées partielles — 50 Fo
Uu v

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.28 Chapl-Exercice28

f est une fonction différentiable dont on note gf , gf les dérivées partielles,
on définit ¢(r,0) = f(rcosf,rsinf)

0 0
1. Montrer que v est différentiable, exprimer les dérivées partielles a—d} (r,0), (;g (r,0)
a l'aide des dérivées partielles de f.
2. On suppose r # 0, montrer qu’il est possible d’exprimer les dérivées par-
tielles de f a I'aide des dérivées partielles de . Bien préciser dans chacun
des cas en quel point on évalue les dérivées partielles.
Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.29 Chapl-Exercice29

f est une fonction différentiable sur IR, on définit ¢(t) = f(z + ht, yo + kt).

1. Calculer ¢(0), ¢(1).
2. Calculer ¢/(t), revoir 'exercice A.1.26 .

3.
36 €]0,1[, ¢(1) = ¢(0) + ¢'(6),

pourquoi ?
4. En déduire que

0 0
30 €]0, 1 tel que f(zo+h, yot+k) = f(xo,yg)—l—ha—i(xo—irﬁh,y0+6k)+ka—£(:co+9h,yo—irﬁkz)

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.30 Chapl-Exercice30
f est une fonction 2 fois continiment différentiable sur IR?, on définit
o(t) = f(xo + ht,yo + kt).
1. Calculer ¢"(t).

2. Démontrer la formule de Taylor a 'ordre 2.

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.31 Chapl-Exercice31

Quelle est 'approximation au premier ordre de 'aire d’'un rectangle de lon-
gueur L + AL et de largeur [ + Al.

Montrer que l'aire exacte differe de l'aire approchée d’'un infiniment petit
d’ordre AIAL

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.32 Chapl-Exercice32

Appliquer le théoreme 1.1.5 a la fonction f(z,y) = 2°> + y> — 1 . En quels
points la condition (I.1.2) est-elle satisfaite? Déterminer ¢ dans ces cas. Que
faire quand la condition (I.1.2) n’est pas satisfaite ?

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.33 Chapl-Exercice33

On définit f(z,y) = 22 + y*(1 + a) — 22y — 2ay + a ol « est un parameétre réel.

1. Enoncer les conditions nécessaires d’optimalité. Déterminer leur solution
¥yt

2. (x*,y*) est-il un extremum ? Discuter suivant les valeurs du parametre «.

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.34 Chapl-Exercice34

Appliquer la définition de la différentiabilité 1.2.2 avec n = 2, montrer que
I'on retrouve bien la définition 1.1.8

Solution

Sommaire
Concepts

Exercices
Documents

88



<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.35 Chapl-Exercice35
Calculer les dérivées partielles de la fonction de 3 variables

f([E,y,Z) = x2925 ol ZL'Z2 s y3

Solution
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.1.36 Chapl-Exercice36

Montrer que la proposition 1.2.1 est une généralisation des 3 propositions
du paragragraphe "Composition et dérivation ". Reprendre ces propositions et
préciser ce que vaut n, p et quelles sont les fonctions utilisées.

Solution
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< précédent  section a

Exercice A.1.37 Chapl-Exercice37

1. On rappelle les formules qui permettent d’obtenir les coordonnées carté-
siennes a partir des coordonnées cylindriques :

x=a(r,0,z) =rcosd, recRT,
y="0(r,0,z) =rsinf, 6e€]l0,2n],
z=c(r,0,z) =z, z € R.

Soit f une fonction différentiable définie sur IR*,on note g, g, ﬁ ses
oxr’ Jy 0z

dérivées partielles.
On définit
W(r,0,2) = fla(r,0,z2),b(r,0,z),c(r,0,z))
Caculer les dérivées partielles de ¢ a ’'aide des dérivées partielles de f.

2. Méme question avec les coordonnées sphériques

a(p,8,¢) = pcosfcosp, pe R™, Sommaire
b(p,0,¢9) = psinfcosp, 0 € 0,2, Concepts
o(p,0,8) = psing, o€ [F I
Solution e .
xercices
Documents
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<« section précédente chapitre a

A.2 Exercices de TD

A21
A2.2
A23
A24
A.25
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A211
A2.12
A.2.13
A2.14
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A.2.18
A.2.19
A.2.20

la science du remplacement.. . . . ... ... ... ...
domaine de définition . . . ... ... ... .......
continuité . . . ... ... .. .. ... ... ...,
continuité . . . ... . ... ... ... . . ... ...
continuité . . .. ... ... ... ... .. ...
continuité . . .. ... ... ... ... ... ...,
dérivées directionnelles et différentiation . . ... ..
continuité et dérivées directionnelles . . . ... .. ..
dérivées partielles . . . . ... ... ... ... .....
dérivées partielles . . . . ... ... ... ... .....
dérivées partielles . . . ... .. .. ... ... .....
interprétation géométrique de la différentielle . . . . .
différentielle, définition . . . . . ... .. ... .....
calcul de différentielles . ... ... ... ........
calcul de différentielles . . ... ... ... .......
forme générale des solutions de I'équation des ondes .
passage en polaires et calcul des drivées partielles . .
théoreme de Schwarz . . ... ... ...........
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<« section précédente chapitre a

A.2.21 fonctions implicites . . ... .. ...
A.2.22 développement de Taylor . ... . ..

A.2.23 développement de Taylor et extrema
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section a suivant »

Exercice A.2.1 la science du remplacement

Soit f(z,y) = x* — 4xy + 3y*. Calculer les expressions suivantes :
2. f(z,m)
3. 1(1,2)
flz+hy)—f(z,
4. Vh#0, [ethai@y)
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.2 domaine de définition

Déterminer (et on fera un beau dessin) le domaine de définition des fonctions
suivantes :

L f(z,y) =In((9 —2* —y?)(2® +y* — 1))
2. f(z,y) = /6 — (22 + 3y)
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.3 continuité

Etudier la continuité des fonctions de 2 variables suivantes en tout point
(70,70) € R? (utiliser des théorémes sur les sommes, produits, ..., de fonctions
continues pour traiter rapidement le cas (x,y9) # (0,0), on s’attardera sur le
cas problématique (z¢,yo) = (0,0)).

f@y) ==z » Viz,y) #(0,0) f@y) =357 .+ V(z,y) # (0,0)
(”{ 7(0,0) = 0 (2){ H0.0)=0
f(@,9) = 5, Y(@,y) #(0,0) flay) =% , si z#£0
(3){ £(0,0) =0 (4){ 7(0,0) =
. 1—(:05\/:ry2 _ l—cosz
flay) = =22, V(a,y) # (0,0) flzy) = F25 5 V(z,y) # (0,0)
(5>{ £(0.0) = ! O 00—
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.4 continuité

Soit f : R" — R une fonction continue au point z = (zy,...,x,) € R".

1. On suppose que f(z) > 0. Montrer qu’il existe alors un voisinage V" de z tel
que f(t) > 0 pour tout ¢t € V.

2. On suppose que f(z) < 0. Que dire de f(t) pour ¢ voisin de z ?
3. On suppose que f(z) # 0. Que dire de f(t) pour ¢ voisin de = ?
4. On suppose que f(z) = 0. Que dire de f(¢) pour ¢ voisin de z ?
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.5 continuité
Soit f(x,y) = i—fg
1. Calculer lin}(lin(l) f(z,y)), puis liné(lin} flz,y)).
T—1 Yy— y—0 z—

2. Calculer lir%(lir% f(z,y)), puis hn(l)(lin% flz,y)).
z—0 y— y—0 z—
3. Expliquer en étudiant la continuité de f. Proposer une définition pour la

limite double
lim  f(z,y)

Tr — Xy
Y — Yo
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.6 continuité

Soit A = {(z,y) e R}z >0¢et 0 <y < z?}.

1. Montrer que toute droite passant par (0,0) contient un intervalle ouvert
contenant (0, 0) et contenu dans R? \ A.

2. On définit f : R? - R par f(z) =0sixz € Aet f(x) = 1siz € A. Pour tout
h € R?, on définit g;, : R — R par g,(t) = f(th). Montrer que chaque g, est
continu en 0, mais que f n’est pas continu en (0, 0).
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.7 dérivées directionnelles et différentiation
Soit f : R — R. On rappelle que si, pour a,z € R", la limite

o Fla+ 1) = f(a)

t—0 t

existe, on 'appelle dérivée directionnelle de f en a dans la direction z et on la
note D, f(a).
1. Montrer que D,, f(a) = 2L.

2. Montrer que Dy, f(a) =tD,f(a).

3. Si de plus f est différentiable en a, montrer que D, f(a) = df(a)z. En dé-
duire que D, f(a) = D, f(a) + D, f(a).
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.8 continuité et dérivées directionnelles

Soit la fonction définie par

1. Montrer que f admet a l'origine des dérivées dans toutes les directions.
2. Montrer que f n’est pas continue a l'origine.

3. Conclure.
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.9 dérivées partielles

Soit la fonction définie par f(z,y) = 23y+e™’. Calculer les dérivées partielles

of of 9*f 9*f 9*f 9°f ) )
r2 0y’ 022> 92 Dady’ Dyda Commenter ’égalité des deux derniers résultats.
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.10 dérivées partielles

Soit la fonction définie par

{ f(l',y) = % ; 51 (x7y)7£(070)
£(0,0)=0

1. Calculer g—;‘(o, 0) et 3—5(0, 0).

2. f est-elle continue a l'origine ? Commenter.
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.11 dérivées partielles

Montrer que la fonction définie par f(x,y,z) = /22 + y? + 22 vérifie 'équa-
tion de Laplace dans R? \ 0.

0*f O Of

ox?  0y*> 022 =0

(Une telle équation s’appelle équation aux dérivées partielles)
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<« précédent  section a suivant »

Exercice A.2.12 interprétation géométrique de la différentielle
Soit la fonction

f:R* — R
M — f(M) =2 —3y

et examinons le graphe de f autour du point M, = (2, 1).
1. Déterminer ’équation de la coupe du graphe de f par le plan d’équation
x = 2. Calculer le coefficient directeur de la tangente a cette courbe au
point de coordonnée y = 1. Faire un dessin.
2. Déterminer I’équation de la coupe du graphe de f par le plan d’équation
y = 1. Calculer le coefficient directeur de la tangente a cette courbe au
point de coordonnée x = 2. Faire un dessin.

3. Calculer df (M,). Donner ’équation du plan tangent au graphe de f en M.
Donner une base de ce plan.
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Exercice A.2.13 différentielle, définition

Soit une fonction f : R™ x R? — RY. On dit que f est bilinéaire si Vz,z, 15 €
R™, Yy,y1,y2 € RP, VA € R, on a
fQAzy) = Az, y) = [z, Ay)
f(xl—i_x%y) - f(xl7y)+f(x27y)
fly+y2) = flz,y) + f(@,00)
Ou autrement dit f est linéaire par rapport a chacune de ses deux variables
reR"ety € RP.
1. Montrer que si f est bilinéaire, alors

n p
[F(R k) < [RTRLD D (e )]
i=1 j=1
ou (ei)izl ..........
duire que
| f(h, k)|

lim ————- =0
(hk)—(0,0) |(h, k)|

2. Montrer que si f est bilinéaire, alors elle est différentiable et df (a, b)(h, k) =
f(a, k) + f(h,b). Commenter ’analogie avec la formule donnant la dérivée
d’un produit de fonctions dérivables, bien connue dans le cas d'une seule
variable réelle.
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3. En déduire les différentielles des applications suivantes :

<44

— produit scalaire dans R?
p:R3x R3
(u,v)
— produit vectoriel dans R?
b:R3x R?

(u,v)

107
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Exercice A.2.14 calcul de différentielles

Calculer la différentielle (1a ou elle existe) des fonctions suivantes :

L f(z,y) = sin(zy)

2. f(z,y) = sin(zsiny)

3. flz,y) ="

4. f(z,y,z) = z¥ (ce n’est pas une erreur d’énoncé)
5. f(z,y,7) = o

6. f(z,y,z) = sin(zsin(ysin z))
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Exercice A.2.15 calcul de différentielles

Dans ce qui suit, f, g, h, k sont des fonctions différentiables. Dans chacun
des cas suivants, dire pourquoi F est différentiable et calculer sa différentielle.

1. F(z,y) = f(z +y)

2. F(z,y) = f(9(z)k(y), 9(z) + h(y))
3. F(z,y,2) = f(9(z +y),h(y + 2))
4. F(z,y) = f(z,9(z), h(z,y))

5. F(z,y) = f(9(z,y), M(z), k(y))
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Exercice A.2.16 forme générale des solutions de ’équation des ondes

Soit f : R? — R une fonction de classe C? solution de '’équation aux dérivées

partielles suivante, dite équation des ondes,

f 0%

—_— C [

ot? 0x?

dans laquelle ¢ est une constante réelle positive qu’'on interpréte comme une
vitesse.

=0

1. Si on considere deux réels non nuls « et 3, on peut faire le changement de
variable suivant
t = alu+v)
z = Bu—0v)

et on pose ¢(u,v) = f(a(u+v), 5(u—wv)). Montrer qu’il est possible de choisr
a et 3 de telle sorte que ’équation des ondes devienne

0%
oudv 0

2. Résoudre cette équation en ¢.
3. En déduire que la forme générale des solutions de 'équation des ondes est

f(t,z) =gz + ct) + h(z — ct)
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Exercice A.2.17 passage en polaires et calcul des drivées partielles

Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = (2? + y?)%/2.

1. Calculer %.

2. On utilise les coordonnées polaires habituelles pour exprimer g(r,6) =
f(rcos@,rsind). Calculer % et %. En déduire une expression de % en fonc-
tion de r et § que 'on notera ¢, (r, 0).

. 2 . . of2
! —~ - p1117S en dedulre une expression de 3 en
fonction de r et 8. Comparer avec ’expression obtenue en 1.

3. De méme, calculer 2 et 22
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Exercice A.2.18 théoréme de Schwarz

Soit f : R? — R la fonction définie par

{ fla,y) = ySss | si (z,9) #(0,0)
f£(0,0) =0

1. Montrer que %(0, y) = —y pour tout y et que g—i(a:, 0) = z pour tout z.

2 2
2. Calculer ;Tgy(o,O) et 8‘z/gx(0,0).

3. Commenter ce résultat en utilisant le théoréme de Schwarz.
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Exercice A.2.19 intégrer une différentielle ?
1. De quelle fonction expression (3z%y — 2y?)dz + (z° — 4zy + 6y°)dy est-elle
la différentielle.

2. Donner une condition nécessaire pour P(z,y)dz + Q(x,y)dy soit la différen-
tielle d'une fonction de classe C2. Vérifier cette condition dans I'exemple
précédent.
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Exercice A.2.20 fonctions implicites

Soit F : R? — R une fonction différentiable.

1. Si on suppose que I'équation F(x,y, z) = 0 définit une fonction z(x, y), mon-
trer (sans utiliser les résultats du théoréeme des fonctions implicites) que

OF

92 _ &
- oOF

ox &
oF

9z _ &y
oy o

des que Z€ £ 0.

2. Quelle condition suffit-il d'imposer a F' pour que 'équation F(z,y,z) =
0 définisse une fonction z(z,y) (utiliser le théoréme des fonctions impli-

cites)?

3. En thermodynamique, on rencontre fréquemment une équation liant tem-
pérature, volume et pression d’'un gaz du type F(P,V,T) = 0. En utilisant
le théoréme des fonctions implicites (on fera les hypotheses qui vont bien

...), montrer que :

oP aT
(8_T) V=cte <W) P=cte

opr or ov
(), (), (57,
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Vérifier ces relations pour la loi des gaz parfaits PV = nRT ou n et R sont Exercice
des constantes. A.2.20
4. Ecrire (et justifier) des relations analogues dans le cas d’une équation fonctions
d’état a quatre variables F'(z,y, z,t) = 0. implicites
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Exercice A.2.21 fonctions implicites

Si U = 23y, déterminer 2 dans le cas o1 on a les relations

2+y = ¢
24y = 2
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Exercice A.2.22 développement de Taylor

1. Soit f : R? — R une fonction de classe C3. Pour (z¢,y,) € R? et (h, k) € R?,
on définit ¢(t) = f(zo + th,yo + tk). Ecrire la formule de taylor a 'ordre 3
pour ¢ en t = 0. On écrira les dérivées de ¢ a I'aide de dérivées partielles
de f. Que dire du reste ?

2. Soit f(x,y) = x*y+3y—2. En utilisant un développement de Taylor a 'ordre
3, développer f(z,y) en puissance de (z — 1) et (y + 2).

3. Développer f(z,y) = f(x —1+1,y+2—2) pour retrouver le méme résultat.
Cette astuce convient-elle pour toute fonction de classe C3?
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Exercice A.2.23 développement de Taylor et extrema

1.

Déterminer les extrema (locaux) de f(z,y) = z° + v — 3x — 12y + 20. Dans
chaque cas, dire §’il s’agit d'un minimum ou d’'un maximum.

. Peut-on faire de méme avec la fonction f(z,y) = 23 + y* — 3z — 12y +

20 cos(xy) ?
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chapitre A

Document B.1 Théoreme des fonctions implicites

Théoréme B.0.1 Soit f une fonction R> — R continiiment différentiable, soit

(0, Yo) un point tel que f(xo,yo) = 0.
On suppose que

0 ..
a—f(x, y) # 0 dans un voisinage de (¢, yo) (B.1)
Yy
Alors il existe un voisinage V de (¢, yo) de la forme I x J ou I et J désignent des
intervalles de R et une fonction ¢ : I — 1R tels que pour tout (z,y) € I x J on ait

l’équivalence :

fl@,y) = 0=y = ¢(z)
Si de plus la fonction f est différentiable, alors la fonction ¢ est dérivable sur I
et sa dérivée est donnée par :

¢ (z) = —%—). (B.2)

Démonstration :

On suppose donc que la fonction ¢ existe, qu’elle est continue, et on veut
montrer que ¢ est dérivable en tout point a € I. Grace aux hypotheses faites sur
f, on peut écrire pour = # 0 assez petit :

fla+ 5,00+ ) = fla,9(@)) + 25 (&, 1/) + 8o +2) = o(a)] Z(@'v)
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chapitre A

avec ' = a+0zx,y = (1 —0)¢p(a) + 0¢(a + x), avec 0 < 6 < 1. Mais, comme Document B.1
Théoreme des

fla+z,¢(a+z)) = fla,d(a)) =0 fonctions

implicites

on a, apres division par z,
¢pla+x)—¢(a) Of

af ro roonN

Les dérivées partielles de f étant continues, on peut supposer, grace a (B.1), que
pour M'(x',y) € I x J on a également %(M’) # 0 et donc

¢la+z) — ¢(a) L'y
T of

On peut alors passer a la limite, quand x tend vers 0, sur cette derniéere relation,
ce qui donne 'expression (B.2). Il faut noter que ce passage a la limite est licite
grace au fait que ¥’ — ¢(a) quand = — 0, ce qui résulte de la continuité de ¢.
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Solution de |'exercice A.1.1

1. Il faut y > 7
2. Il faut |z| <2et |y <1

Retour a |'exercice a



Solution de |'exercice A.1.2

1. E est ouvert.
2. F est fermé, puisque B¢ = {(z,y) € R? z < 1} est ouvert.
3. G n’est ni ouvert, ni fermé.

4. () et R? sont ouverts, et comme ils sont complémentaires, ils sont aussi fermés.

Retour a I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.3

Voir exercice précédent.

Retour a I'exercice a



R Y e

Solution de I'exercice A.1.4

p = min(p1, p2) >0
p=min(py,- -, pn) >0
Non, car la suite des p,, n’a pas forcément de minorant strictement positif.

Comme A € O; pour tout i, on a A € (", O;. D’autre part, si B € (.2, O;,ona |[|[B— Al < 1
pour tout i, et donc B = A.

Lensemble {A} n’est pas ouvert car il n’existe pas de p > 0 tel que la boule de centre A et de
rayon p soit incluse dans {A}. Par ce contre-exemple, on a montré qu'une intersection d’'un
nombre infini d’ouverts n’est pas forcément ouverte.

Retour d I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.5

Par définition (revoir MT21), f : R — R est continue en a € R si

Ve>0,an >0, |z—al<n=|f(x)— f(a)|<e

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.6

Soit € > 0. Comme |f(z,y)| < e dés que ||(z,y)|| = V22 +y%> < /e, on a
VE>07 H(I,y)_<0,0>||<\/E:>|f(l‘,y>—f(0,0)|<€

Ce qui prouve la continuité de f en (0, 0).

Retour a I'exercice a



Solution de |'exercice A.1.7

Soit ¢ > 0. Comme f est continue en M, = (zg, ), il existe n > 0 tel que HMOMH <n=|f(M) -
f(My)| < e. En particulier, on a

|z = 2ol <= [|(z,90) = (w0, 90)[| <1 == [fi(2) = filwo)| <€

. Pareil pour f5.

Retour a |'exercice a



Solution de |'exercice A.1.8

En effet, f(1,y9) = 2 mais Vn > 0, f(1+n,9) =1et|[(1+n,9)— (1,4)| = n, ce qui contredit la
définition de la continuité au point (1, yp).
On pouvait aussi invoquer le critére de non-continuité : la fonction

filz) = flz,0) = 2 si 2<1
1 s2 2>1

n’est pas continue en z = 1, donc f n’est pas continue en (1, y).

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.9

En effet, fi(x) = f(x,y0) = f(a(x),B(x)) avec a(x) = = et 5(z) = yo qui sont 2 fonctions continues
d’une variable réelle.

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.10

On applique la définition. Soit € > 0. Comme lim,. o e(r) = 0, il existe n > 0 tel que r < n = ¢(r) < .
Et donc :
r=||MoM|| < n=>|f(M)— f(M)| <&

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.11

1. f(M) = f(0) = e frsind < 2

2. Appliquer le critere donné en proposition 1.1.8.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.12

1. ¢(t) = f(t,0) =0, Vt # 0et ¢(0) = 0. ¢ est continue en 0. On ne peut rien dire quant a la
continuité de f.

2. ¢(t) = f(t,t) = %, Vt # 0 et ¢(0) = 0. ¢ n’est pas continue en 0. Par suite, f n’est pas continue
en (0,0).

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.13
f n’est pas continue en (0,0) car ¢(t) = f(¢,t*) = 1, Vt # 0 n’est pas continue en 0.

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.14
f(z,y) — £(0,0) = 2% + y* = ||(z, v)||>. Donc f est différentiable en (0,0) et A = B = 0.

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.15

1. En utilisant |h| < VA% + k2 et |[k| < Vh? + k2, on obtient :

ek, )| < (Jyol + 2ol + VI +12) VAT K2

qui tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0, 0).

fxo+h,yo + k) — f(2o, %0) = (zo + h)*(yo + k) — x5y0 = 2xoyg h + x5 K + 2xohk + yoh® + 1’k
A B Vh2+k2e(h k)

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.16

Comme f est différentiable en (z, yo),

1) = £ ) + 5 (Vo) = 20) + 5 (Vo) = o) + [T 1M — M)

En particulier, pour y = y,, on obtient :

fi(x) = fi(xo) + %(Mg)(ﬂ? — xp) + |z — xole(z — )

. . . d 0
ce qui prouve que f; est dérivable en z, et que %(mo) = a—f(Mo).
X X
Pareil pour f; en prenant x = z,.

Retour d I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.17

(Mo) = 3x3ys %(Mo) = 523Ys

(My) = y2 cos(zoyd) , g—;(Mo) = 2x0Yo cos(Toy?)

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.18

1. Pour tout = # 0, on a @ = 0. Par suite %(0, 0) = 0. Pareil pour %(0, 0) = 0.

2. Pour My = (z0,%) # (0,0), il n’y a aucun probleme a utiliser les formules habituelles de
dérivation. On obtient :

Of gy = (@088 —2a8m0 _ yolug —0)
O (25 + 3)? (5 + 93)?
Of gy = (@Hw3)T0 200y _ 2o(2f — )
oy (25 +y5)” (25 +y5)”

Observer le role symétrique de x et y.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.19

(Re)voir 'exercice A.1.16 .

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.20

En effet, puisque f est différentiable au point My = (zq, o),

Fan+ oo+ ) = F(40) = S to)h + S (o) + VT R, )

tend vers 0 quand (h, k) tend vers (0,0).

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.21

f n’étant pas continue en (0,0) (voir 'exercice A.1.12 ), elle ne peut pas y étre différentiable.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.22

1. condition nécessaire : f continue en (z, yo).
2. condition suffisante : % et g—]yc existent dans un voisinage de (z¢,y,) et sont continues en
(-1'07 yO)'

Retour d I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.23

1=2,2=1,2=3
Attention : le fait que f admette des dérivées partielles en (7, yo) n’'indique rien sur la continuité
de f en (9, yo). A ce propos, méditer le contre-exemple formé par les exercices A.1.12 et A.1.18.

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.24

of _,u OFf_, &f

= = = 692
ox 0 0x? Oyox 0
of 0 f 0 f
- =6ry®? =12 = 6y
dy - Oy? “ 0xdy o
Voir le théoreme de Schwarz concernant 1’égalité fg = ;Qg .
0y yoxr

Retour d I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.25

1. ¢ est dérivable car composée d’applications différentiables. Pour calculer sa dérivée, on ap-
plique la formule de différentiation d'une composée d’applications (voir le cas 1 du poly, ou
utiliser la chain rule du cours donné en amphi) :

P (t) = —g—i(cost, sint)sint + %(COSt’ sint) cost

2. Pour f(z,y) = 2*> +y* ona % =2z et g—g = 2y. En remplacant dans I'expression ci-dessus, on
trouve ¢/(t) = —2costsint+2sint cost = 0. C’est bien rassurant puisque ¢(t) = cos? t+sin’t = 1
pour tout ¢t € R.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.26

Il s’agit encore du cas 1 du poly. Par le théoreme de différentiation des fonctions composées, ¢ est
dérivable et
_9f 9y

= - (M)h + == (M)k

# (0 -

ou on a posé M = (xg + th, yo + tk).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.27

Par le théoreme de différentiation des fonctions composées, ¢ est différentiable et (voir le cas 2 du
poly, ou utiliser la chain rule du cours donné en amphi) :

oY _ of 2,2 of 2 _ .2
T (u,v) = 2u_8x( Ve, uv) + v(‘?y (u® — v*, uv)
9y 5,0 s O 2 o
5 (u,v) = 2U8x(u v ,uv)—l—uay(u V%, uv)

Retour a |'exercice a



%
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Solution de I'exercice A.1.28

cos 0 + %

——(rcosf,rsinf) (rcos,rsinf)sin 6

ox

r81n0+%

(rcosf,rsinf)rcosf

ox

(rcosf,rsin)

2. Pour r # 0, on peut résoudre ce systéeme d’inconnues 2 = L et af . On trouve (procéder par élimi-

nation) :

i

——(rcosf,rsinf) = 00896¢(T ) — sm@((;@g( 0)
r
. 8¢ cos 0 O
—(rcosf,rsinf) = sm@a(r,@) . ae(r 0)

dy

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.29

1. ¢(0) = f(zo,90) et ¢(1) = f(zo + h,yo + k).
2.

/ 0 9]
P'(t) = a—i(zo + ht,yo + kt)h + a—gjj(:vo + ht,yo + kt)k

3. Comme ¢ est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1|, par le théoréme des accroissements finis
(revoir MT21)
360 €]0, 11, 6(1) = 6(0) + ¢/(0)

4. 1l suffit de regrouper les résultats précédents.

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.30

1. On rappelle (voir exercice précédent) :

) ) )
P'(t) = a—i(wo + ht,yo + kt)h + 8—£(:p0 + ht, yo + kt)k

On re-dérive et on obtient en utilisant le théoreme de schwarz pour la seconde égalité (et en
notant M = (zo + ht,yo + kt)) :

nepy _ O ), O°f 0*f 2, 0°f
o' (t) = @(M)h 4F 8y8x(M)hk+8—y2(M)k 4 8x8y<M)hk

/1 _ a2f 2 aZf 82f 2

¢"(t) = 55 (M) + Zaxay(M)hk + a—yQ(M)k

2. 1l suffit d’appliquer Taylor a 'ordre 2 a ¢ entre 0 et 1 (méme technique qu’a ’exercice précé-
dent).

Retour d I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.31

En effet,
(L+ AL+ Al)=LI+IAL+ LA+ ALAI

(reconnaitre d(Ll) = ldL + Ldl).

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.32

g—ch(x, y) = 2y # 0 pour tout y # 0. Dans ce cas :

y = V1—2? auvoisinage de y, > 0
y = —V1—22 auvoisinage de y, <0

Au voisinage de (x9,y0) = (1,0) ou de (z9,4) = (—1,0), on ne peut pas exprimer y comme une
fonction de x. Par contre, on peut ici exprimer x comme fonction de y.

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.33

1. Les conditions nécessaires d’optimalité s’écrivent :

of
— Y — Wy —
Wy =20-2y = 0
of
= — 9201 95 —2% =
ay(:zc,y) (1+ )y — 2z — 2« 0

Elles n’ont ici qu’une seule solution (z*,y*) = (1,1).

2. On a toujours f(1,1) =0et f(z,y) = (z — y)* + a(y — 1)2. On voit alors que pour a > 0, le point
(1,1) est bien un minimum, mais si a < 0, (1,1) n’est pas un extremum.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.34

Si vous n’y parvenez pas, c’est sans doute parce que vous ne regardez pas les bonnes définitions ...

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.35

g = 2ryz° + 22
ox

a—f = 2%2° 4+ 3y?
y

0

—f = 5z2yzt + 22
0z

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.36

A faire avec le poly sous les yeux!!!
l.p=1L,n=2,1=0a,g. =0
2. p:27n:2791:a,92:b

3.p=2,n=1g.=f

Retour a |'exercice a



Solution de I'exercice A.1.37

%
ar
O
90
%
9z

of of .
%COSQ—{— a—ysm&

of . of
—%rsmﬁ%— a—yrcos@
of
0z

ou les dérivées partielles de f sont prises au point (a(r, 0, z),b(r, 0, z), c(r, 0, 2)).

o
ap
o
a0
O
99

of

of af

——cosfcos ¢+ ——sinf cos® + —— sin ¢

0z

dy ox

—gpsinecomb + g,OCOS@COM?

ox
aof
ox

dy
of

———pcosfsin ¢ — ——psinfsin ¢ + a—fpcos¢
Jy 0z

ou les dérivées partielles de f sont prises au point (a(p, 0, ¢),b(p, 0, ), c(p, 8, 9)).

Retour a I'exercice a
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