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chapitre a

VI.1 Motivations et principe des méthodes numériques d’intégration

Documents :
Document VI.1

Il existe deux situations ot I'on a besoin de formules pour approcher 'intégrale d’une fonction

f:
b
1(f) = / £(t) dt

— On ne connait la valeur de f qu’en certains points tg,%1,...,t,, et il n'est pas possible
d’avoir d’autres valeurs que celles-ci (c’est le cas quand la fonction f est tabulée).

— Il est possible de calculer f(¢) pour un ¢ quelconque, mais la primitive de f n’est pas
connue, ou bien I'expression analytique de f est trop compliquée pour étre explicitée (f(¢)
est par exemple le résultat d'un code de calcul trop complexe).

Dans ces deux situations, on doit donc chercher a approcher I(f) a 'aide d'un nombre fini de
valeurs de f en certains points ¢y, ¢1,...,t, qui sont soit imposés, soit a choisir de facon op-
timale pour que I'approximation soit la meilleure possible. Plus précisément on aura recours
a des combinaisons linéaires de valeurs de la fonction a intégrer en des points de I'intervalle
d’intégration, soit

b n
/ F#)ydt =y " w; f(t:). (VL.1)
@ i=0

Les points ¢; sont appelés les neeuds de la formule, les w; sont les poids (weights, en anglais),
parfois aussi dénommés coefficients de la formule. L'application

fe> wifts)
i=0
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chapitre a
qui a f fait correspondre une valeur ‘approchée’ de son intégrale sur 'intervalle considéré définit

une formule (ou méthode) d’intégration numérique. On dit aussi formule ou méthode de
quadrature. Quelques commentaires sont donnés en document.
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VI.1.1 Principe de la méthode

Exercices : Exemples :
Exercice VI.1 Exemple VI.1

Pour approcher I'intégrale I(f) par une combinaison linéaire des valeurs de f en des points
to,t1,...,tn, une premiére méthode consiste a approcher I(f) par

b
J(f) = / py(t) dt,

ou ps(t) est le polynéme qui interpole f aux points distincts ¢¢, ¢1, ..., ¢,. Ces points sont choisis
le plus souvent dans l'intervalle [a,b]. Nous rencontrerons cependant, dans le chapitre sur les
équations différentielles, des formules de quadrature utilisant des noeuds extérieurs a l'inter-
valle d’intégration. La justification en est trés simple : cela permet d’utiliser les valeurs de la
fonction a intégrer en des points ou ces valeurs ont déja été calculées.

Nous avons vu au chapitre précédent que le polynéme d’interpolation s’exprime dans la base
de Lagrange par

Nous obtenons alors directement

n

b
J(f) =Y wif(t), avee w; = / Li(t) dt. (VL.1.1)

=0

La formule (VI.1.1) est appelée formule de quadrature.
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De maniere équivalente, nous pouvons aussi obtenir les coefficients w; en écrivant que la
formule doit étre exacte pour tous les polynémes de degré inférieur ou égal a n, soit de facon
équivalente pour chacun des monoémes de la base canonique de P,,. Cette équivalence se dé-
montre facilement, voir ’exercice référencé.

On peut donc calculer les coefficients wy,...,w,, en écrivant que I(p) = J(p) pour p €
{po,p1, s Pn} ot {po, D1, ..., P} est la base canonique de P,,. On obtient le systéme linéaire

1 1 ... 1 y ;

B B s B w? U?

2 2 2

tO tl co tn . = . s (VIl2)
I o

b
Vg = / tF dt.
a

La matrice de ce systéme est une matrice de Vandermonde. Son déterminant est non nul
si et seulement si les points ¢; sont deux a deux distincts. Le systéme (VI.1.2) admet donc effec-
tivement une solution et une seule.

Lexemple référencé vous permet de voir sur un cas particulier les deux méthodes pour cal-
culer les w;.
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VI1.1.2 Intervalle de référence

Exercices : Exemples :
Exercice V1.2 Exemple VI.2

Une fois les noeuds ¢; choisis, les poids w; ne dépendent pas de la fonction f a intégrer. Par
contre, ils dépendent de a et b. Nous allons voir maintenant, qu’il est possible de se ramener
sans restriction aucune a approcher des intégrales sur un unique intervalle dit intervalle de
référence. Nous choisirons l'intervalle [—1,1], car sa symétrie par rapport a 0 simplifie les
calculs. Par contre, on aurait pu choisir tout autre intervalle, comme par exemple [0, 1].

Nous allons donc ramener le calcul d’'une intégrale sur un intervalle [a, b] & celui d’'une inté-
grale sur [—1, 1], en utilisant un changement de variable affine. En effet si on pose

. a+b+ (b—a)u
-2

on peut écrire que (
D

fode="2" [ gwau

-1

avec
9w) = f (W) |

Nous pouvons ainsi définir des formules de quadrature sur [—1,1], ou ni les nceuds, ni les
poids ne dépendent de a ou b. Ce sont ces formules que I'on retrouve dans les tables des livres
consacrés a l'intégration numérique.
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<« précédent section a suivant »

On ne retrouve pas une situation aussi simple quand on doit calculer des intégrales doubles
ou triples. En effet, il n’existe pas de transformation de coordonnées simple permettant de pas-
ser d’'un domaine bi ou tri-dimensionnel quelconque 4 un domaine de référence. On a alors des
familles de formes de domaines (triangles, quadrangles, tétraedres,. .. ) et pour chacune de ces
familles, un domaine de référence. Le passage de la dimension 1 a la dimension 2 ou 3 change
le niveau de complexité du probleme de la quadrature.
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VI.1.3 Majoration de ’erreur de quadrature - ordre

Exercices : Exemples :
Exercice VI.3 Exemple VI.3
Exercice V1.4

Exercice VI.5

Lerreur de quadrature est donnée par

B(f) = I(f) - J(f) = / (F(8) — py(8)) dt.

Or si f est une fonction n+1 fois contintiment dérivable et si p; est son polynéme d’interpolation
de degré n, nous avons vu dans le chapitre consacré a I'interpolation, que :

FrDE®)) FrOE®)

w0

f@) —ps(t) = (t—to)(t —t1) ... (t —tn)

)

ou {(t) € Int (¢,¢9,...,t,). On a donc

|f (D (E())] FOD ()]
|</ O gy dt = | /m )\ dt,

oun € Int(a,b,tg,...,t,) (on a appliqué le deuxieme théoreme de la moyenne !). On peut encore

majorer :
M b
B < 7oy | (ROl

18i f et g sont deux fonctions continues sur [a, b] et que g ne change pas de signe sur [a, b], alors il existe ¢ €]a, b] tel
que f f(x)g(z) dz = f(c) f: g(x) dx

10 d 4
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<« précédent section a suivant »

ott M > 0 est un majorant de | "V | sur Int (a, b, to, ..., t,).

On retrouve bien que si f est un polyndéme de degré inférieur ou égal a n, alors E(f) = 0,
c’est a dire que 'approximation est exacte. Nous verrons plus loin, en particulier dans 'exemple
et un exercice référencés ci-dessus, que ’on peut obtenir des estimations plus fines de I'erreur.

Définition VI.1.1. Une formule de quadrature exacte pour tous les polynémes de degré inférieur
ou égal a n (n maximum) est dite d’ordre n ou de degré d’exactitude n.

<< 11
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VI1.1.4 Formules de Newton-Cotes

Exercices :
Exercice VI.6

Nous allons énumérer maintenant quelques formules classiques construites avec des t; fixés

équidistants. On suppose que tg = a,t,, = b et que les points ¢; sont équidistants :
b—a

tiy1—tj=h= ,V7=0,1,...,n—1.0On aalors t; = a + ih, pour i =0, ..., n.

n
On généralise & un nombre quelconque de points I'idée utilisée pour la méthode des trapezes :

b n
on approche I(f) par J(f) = / pr(t)dt = Zw,;f(tq;), ou py interpole f aux points o, ..., ,.
va i=0

Donnons maintenant les formules obtenues pour diverses valeurs de n. Nous donnerons en
méme temps, pour chacune d’elles, une estimation de l'erreur E correspondante. Formules de
Newton-Cotes pour n = 1,2,3:

— n =1 : formule des trapézes (h = b —a) :

3
J() = 2 (ft0) + (1) I € 0., B =~ ().
— n =2 : formule de Simpson (h = (b—a)/2):
h ho Concepfts
J() = 5 (Flto) + 4 (01) + £(12); 30 € [a,b], E(f) = o=/ D ).

— n =3 : formule de Simpson 3/8 (h = (b —a)/3) : Exemples
3h RY%: Exercices
J(f) = (F(to) +3f (1) +3£(t2) + £(t2)); 3n € labl, B(f) = =S D). Documents

12 > >
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On a le résultat général suivant : Formules de

Théoréme VI.1.1 (Formules de Newton-Cotes avec reste). Newton-Cotes
Si n est pair et si f est n + 2 fois continiiment dérivable, il existe 1) € [a,b] tel que

b n : n
hn+3f(n+2) (,’7)
ft)dt = w,;f(ti)Jr—/ t2(t—1)...(t —n)dt,
/a ; (n+2)! 0
Si n est impair et si f est n + 1 fois contintiment dérivable, il existe n € [a, b] tel que

Tl)!m)/ont(t_l)---(t—n)du.

b n n+2 £(n+1)
F&)dt =" wif(t:) + b

=0

Les coefficients w; sont obtenus par résolution du systeme (VI.1.2) ou par le calcul de ff pr(t) dt,
ou py est le polynome d’interpolation.

On peut remarquer que pour n pair (donc un nombre impair de points) les formules de
Newton-Cotes sont exactes pour les polynémes de degré inférieur ou égal a n + 1, alors que
pour n impair, ces formules sont exactes pour les polynémes de degré inférieur ou égal a n. Le
cas n pair donne donc des formules d’ordre plus élevé que prévu. Ceci a une conséquence di-
recte : lorsque n est pair, ajouter un seul point n’améliore pas 'approximation de l'intégrale, il
faut ajouter 2 points.

Concepfts
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VI.1.5 Intégration numérique composée

Exercices : Documents :
Exercice VI.7 Document VI.2

Dans la pratique on dépasse rarement n = 2, pour les mémes raisons qui font préférer les
splines au polyndme d’interpolation qui a tendance a osciller fortement quand n devient grand.
Pour traiter de grands intervalles on utilise une approche locale : on découpe d’abord I'intervalle
[a,b] et on applique des formules d’ordre faible sur les sous-intervalles. Par exemple pour la
méthode des trapezes :

1. On subdivise l'intervalle [a,b] en N sous-intervalles a I'aide de points de subdivision ¢; =

a+ith,pouri=20,...,N,avech = (b—a)/N,
2. puis sur chaque sous-intervalle [¢;,?;11] on applique la méthode des trapézes.
On obtient ainsi la formule composée suivante :

J(f) = h(f(tO);f(ﬁl)+f(t1);f(t2)+n_+f(t1v1)2+f(tN))

h (%f(to) + 3 ft) + %f(m)) .

=il

Pour le calcul de I'erreur, on somme les erreurs commises sur chacun des sous-intervalles, soit
N-1 B3
E(f) =Y Ei(f), avec Ei(f) = =75 f"(m).
i=0

ou 7; € [ti,ti11]. On applique alors le théoréme de la valeur intermédiaire 2 pour invoquer

2Si f est continue sur [a, b] alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = [f(a) + f(b)]/2.

14 > >
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I'existence d’'un nombre 7 € [a, b] tel que
| N1
" _ s
10 = 55 3 1)

Perreur globale s’écrit
b—a
E(f)=— R f" (n).
(f) = =22 R )
De méme pour la méthode de Simpson : on suppose que N est pair, soit N = 2M. La formule

obtenue est la suivante (& montrer en exercice) :

J(f) = % (f(to)+4 z_: ft2it1) +2 Z_: f(tQi)+f(t2M)> ;

=0 =1

ou on a toujours posé h = (b — a)/N, et par la méme technique que précédemment, on obtient

Pestimation d’erreur : ;
_ VT Ara
E(f) = — 20O ), 1€ [a,b)

Dans le document référencé, on trouve un calcul d’estimation a posteriori de 'erreur et une
technique d’utilisation de ces estimations pour construire des méthodes de quadrature adapta-
tives.
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V1.2 Quadrature de Gauss-Legendre

VI.2.1 Lespolynomesde Legendre . . . . ... ... .. ... .......... 17
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VI.2.1 Les polynomes de Legendre

Exercices :
Exercice VI.8

Le probleme considéré est toujours le méme, a savoir trouver une formule
n
J(f) = sz'f(ti)7
i=0
faisant intervenir n + 1 valeurs de f, permettant d’approcher

b
I(f) = / £(t) dt.

Les formules de Newton-Cotes consistent a choisir les ¢; équidistants sur l'intervalle [a, b]. On
a vu au théoréeme VI.1.1 que ces formules sont au mieux d’ordre n + 1. Lorsqu’il est possible
de connaitre f(t) pour ¢ quelconque, on peut imaginer choisir non seulement les poids w;, mais
aussi les points ¢;, de maniere a obtenir une formule d’ordre plus élevé. On dispose alors de
2n + 2 degrés de liberté, et on peut espérer obtenir ainsi une formule a n + 1 points d’ordre
2n + 1. Nous allons voir maintenant comment choisir ces 2n + 2 parametres.

Concepfts
Définition VI.2.1. On appelle polynéme de Legendre d’ordre k le polynéme
dk
gr(t) = —k(t2 -1k keN. Exemples
dt Exercices
Documents

— Onag(t) =1, g1(t) = 2t, go(t) = 12t% — 4, g3(t) = 1203 — 72, etec.
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2.
— Le polynéme g est de degré &, donc {go, a1, .. , gn } forme une base de P,,.

— Le terme de plus haut degré de g, est

Lemme VI.2.2. Quel que soit Uentier k > 1et 0 < i < k — 1, le polynéme

d s k
U
admet 1 et -1 comme racines.

Démonstration - Il suffit de remarquer que si 'on note p le polynéme tel que :
p(t) = (2 = 1)* = (t - 1)*E + D)F,

alors 1 et -1 sont racines d’ordre k de p, donc 1 et -1 sont racines d’'ordre k —1dep’,... ,let-1
sont racines d’ordre 1 de p(*~1). Ce qui démontre le résultat.

Ce lemme permet de démontrer un théoreme fondamental sur lequel repose la particularité
des formules de Gauss-Legendre.

Théoreme VI.2.3. Les polynémes de Legendre, sont orthogonaux sur [—1,1], ce qui veut dire
que pour i # kona:
1
(oo 90 = [ ai(O)gu(t e =o. (VL2.1)
-1
Démonstration

Comme gy = 1 on a, pour k> 1:

0= /1 9o(t)gu(t) dt = /1 gu(t) dt = 0. (V1.2.2)

=1l =1

<< 18 > >
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Corollaire VI.2.4. Quel que soit n > 1, le polynéme g, est orthogonal a tout polynéme de degré
inférieur ou égal a n — 1, soit

1
/ gn(B)p(t) dt = 0, ¥p € Pp_r.
1

Démonstration - Puisque {go, ..., g,—1} est une base de P,,_1, il existe ay, . . .,a,_1 tels que

p(t) = i aigi(t),
i=0

donc
n—1 1

/_19n(t)p(t) dt = Zai/lgn(t)gi(t) dt =0,
=0.

i=0 -
puisque i < n et (g; , gn)
Théoreme VI.2.5. Quel que soit n > 1, le polynéme g,, posséde, dans Uintervalle | — 1,1], n

racines distinctes de multiplicité 1.
Démonstration

<< 19
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VI.2.2 La méthode de Gauss-Legendre

Exercices : Exemples :
Exercice VIg Exemple V14

Soit n entier supérieur ou égal a 1 fixé. On va grace, aux polynomes de Legendre, obtenir une
formule de quadrature sur n points qui est exacte pour les polynémes de degré < 2n — 1. Soit g,
le n®™¢ polynéme de Legendre et soient &1, &, . .. &, ses n racines dans l'intervalle | — 1,1]. On va
approcher

1
I(f) = dt,
= [ sy

par la formule

J(f) =D wif(&).
i=1

Théoreme VI.2.6. Le systeme linéaire

go(&1) go(&2) - golén) wy 2
91(.51) g1 ('52) - g1 (‘fn) ’11‘12 _ 0 ’ V12:3)

admet une solution unique. Si les poids {w;};=1,. n sont solutions de ce systeme linéaire alors
quel que soit le polynéme p de degré inférieur ou égal a 2n — 1, on a

1 n
/ p(t)dt = wip(&). (V1.2.4)
L i=1

20 d 4
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La formule de Gauss-Legendre a n points J(f) =Y., w; f (&) est donc d’ordre 2n—1. On pourrait La méthode
montrer de plus que Uerreur s’écrit de Gauss-
o] LB = 1) — I(F) 92n+1 ()4 - )( ) Legendre
nel—1,1], = - == @)y
(2n+1) (@n)))°
Démonstration -
Montrons que la matrice du systéme est inversible, plus précisément on va montrer que les
lignes sont linéairement indépendantes. Soient les coefficients cg, ¢y, . .., ¢, 1 vérifiant
n—1
chgk(gi) = 07 1= 1,2,...,71,
k=0

Cela signifie que le polynome (de degré au plus n — 1)

n—1
> crgi(t)
k=0

posseéde n racines distinctes et est donc identiquement nul. Par ailleurs, les polynémes {go, ..., gn—1}
sont linéairement indépendants donc ¢, = 0, Vk. Les lignes de la matrice sont donc indépen-
dantes et le systeme (VI.2.3) admet une solution unique. On choisit (w;,ws, ..., w,) la solution
de ce systeme.

On commence par démontrer que la relation (VI.2.4) est vérifiée pour les polynémes de degré
inférieur ou égal a n — 1. On remarque que les conditions (VI.2.3) signifient :

Concepfts
n 1
Zwigo(ﬁi) = / go(t) dt =2,
i=1 =i Exemples
w 1 Exercices
Zwigk(fi) = / ge(t)dt =0, 0 <k <n-—1. Documents
i=1 -1
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n
D’autre part {go, 91, ..., gn—1} est une base de P,,_1, donc Vp € P,,_1,p = Z aygr, on a donc
k=0

/ t)dt = Zak/ gk(t) dt = (Ik szgk &) = szzakgkz (&) = wip(&).
i= i=1

g=il

Soit maintenant un polynéme p € P,,, ;. La division euclidienne de p par g,, donne :

p(t) = gn(t)q(t) + (D),
on adeg(p) <2n—1, donc deg(q) <n—1etdeg(r) <n—1.0n a ainsi

/_11p(t) dt = /_11 gn(t)q(t) dt + /_11 r(t) dt

I(p)

I
\H
<
—~
~
SN~—"
IS
Sy
I
~
—~
=
NG

car g, est orthogonal a ¢ (polynéme de degré < n — 1). D’autre part on a

) = dwp() = 3 wilon()a(e) + (&)

= Zwir(&) = J(r),

puisque g,(&;) = 0 (les &; sont les racines de g,,). Or on a I(r) = J(r) car les poids w; ont été
déterminés de facon a ce que la formule soit vraie pour les polynémes de degré < n — 1. On a
donc I(p) = I(r) = J(r) = J(p).

On ne démontrera pas ici le résultat sur erreur.

Notons enfin que, tout comme les formules de Newton-Cotes, les formules de Gauss-Legendre
peuvent servir a construire des formules de quadrature composées.

<< 22
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Exemples du chapitre VI

VI.1
VI.2
VL3
V1.4

Méthode des trapezes . . .. ... ... .. ... .....

Méthode des trapezes sur un intervalle quelconque

Calcul de I'erreur de la méthode des trapezes . . . . . . .
Exemple de formule de Gauss-Legendre . . . . . ... ..
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Exemple VI.1 Méthode des trapezes

Soit l'intervalle de référence [—1,+1] et soit ¢ une fonction définie sur cet intervalle. On
1

cherche a approcher I(p) = / ©(t)dt par une formule de quadrature a deux points, soit
=1
J(p) = wop(—1) + wiep(1).

Notons p le polynéme (de degré inférieur ou égal a 1) tel que p(—1) = p(—1) et p(1) = p(1). Il
s’écrit : . o

p(t) = o o(-1) + T 2e)

d’ou, apres calcul des deux intégrales,
1

J(g) = / p(t) dt = p(~1) + (L).

-1
Nous avons ainsi obtenu wy = wy = 1.

Nous aurions aussi pu obtenir les deux coefficients par la deuxiéme technique. Elle consiste
a écrire que l'approximation doit étre exacte pour les monomes 1 et ¢, soit

/_1 p(t) dt = wop(—1) + wip(1),

pour p(t) = 1 et p(t) = t. Ceci donne deux équations linéaires :

(4= (3)

ui redonnent bien wy = wy; = 1. Exemples
P
Exercices
Documents

Concepfts
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Exemple VI.2 Méthode des trapezes sur un intervalle quelconque

1
On a vu dans 'exemple (V1.1 ) que la formule des trapeézes pour approcher I(p) = / w(&) d¢

—1
est J(p) = o(=1) + ¢(1)
Si maintenant nous nous plagons sur un intervalle quelconque [a,}], nous arrivons par un

changement de variable a :
b 1
b—a
[ roa="22 [ e

-1

b—a b+a
o9 = 1 (526 + 25).

Nous pouvons ainsi approcher cette derniére intégrale

avec

2 [ el de~ TR - + 1) = S5 @) + £(8).

-1

La raison pour laquelle cette formule est dite des trapézes est que 'on approche l'intégrale I(f)
par l'aire du trapeze représenté sur la figure VI.2.1.

retour au cours
Concepfts
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Exemple VI.2
Méthode des
trapézes sur un

intervalle
quelconque
Y i
f(b)
a b t
FiG. VI.2.1: Méthode des trapézes Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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Exemple VI.3 Calcul de 'erreur de la méthode des trapezes

Dans certains cas particuliers il est possible d’obtenir, & peu de frais, une estimation plus
fine de 'erreur. Pour la méthode des trapezes, on a

b "
B = [ t-ae-nEa,

or sur [a,b] le produit (¢ — a)(t — b) ne change pas de signe d’ou il existe 7 € [a, b] tel que

" b
5 =L2 [e-ae-na=-1

! )

ouonanoté h =»>b—a.

retour au cours
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Exemple VI.4 Exemple de formule de Gauss-Legendre

Etablissons la formule de Gauss-Legendre & deux points : d’une part on a
g2(t) = 12% — 4 = 4(3t* — 1),
et donc comme racines
V3 V3
Gl o A
3 3

D’autre part le systéme pour déterminer les poids est le suivant :

(-5 9)(2)=(5)

qui donne w; = wy, = 1. La formule est donc

1
| s~ =s ({f) +f <f) .
—1

On vérifie maintenant que cette formule est exacte pour p € P5. On prend donc

§l—‘

p(t) = at® + bt* + ct + d,
Concepfts
et on calcule

Exemples
Exercices
Documents
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et on compare a ce que donne J(p), soit Exemple VI.4
Exemple de
V3 V3 formule de
Jp) = p <3 +p EuE Gauss-
Legendre
V3 1 V3 V3 1 V3
= ——a+zb— —c+d+—a+b+—c+d
9a+3 Sc++9a+3+3c+,
2
= Zb+2d.
3 +

Les deux valeurs coincident bien.

On aurait pu aussi, alternativement, apres la détermination de w; et ws, vérifier que la
formule ainsi construite est exacte pour f(t) = t2 et f(t) = t3.

De toutes facons, il serait bon de s’assurer qu’'un miracle ne permet pas que la formule soit
encore exacte pour f(t) = t*. Effectivement, un calcul rapide montre qu’il n’y a pas de miracle.

retour au cours
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Document VI.1 Approchée en quel sens?

Le choix de la forme

b n
/ F&)dt = > w; f(t:). (VL.2.5)
@ i=0

ne doit pas surprendre. En effet, rappelons comment est définie 'intégrale d’une fonction inté-
grable. On se donne une subdivision

tr=a<t; <---<t,=b>

de l'intervalle [a, b] et pour chaque sous-intervalle [¢;,¢;11], un point & € [t;,t;+1]. On introduit

alors la somme
n—1

D F(E)tipr —ta),

i=0
qui représente, une valeur approchée de I’aire sous-tendue par la courbe y = f(¢) entre les points

a et b. Posons h = maxo<i<n—1 [ti+1 — ti|. On dit que la fonction f est Riemann-intégrable sur
lintervalle [a, b], si la limite

n—1
lim ; f&) i — i),

existe et est la méme,

1. quel que soit le choix des points de subdivision ¢; (pourvu que ce choix vérifie simplement
la condition h — 0),

2. et, quel que soit le choix des points ¢; dans chaque sous-intervalle [¢;,t;11].

31 > >
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La valeur de cette limite est 'intégrale de f sur l'intervalle [a, ].
Nous voyons ainsi, que chaque somme

i F(&)(tipr — 1),

=0

donne une valeur approchée de I'intégrale. Nous voyons aussi que ces sommes sont bien de la
forme (VI.2.5).

Lidéal serait d’avoir une valeur exacte pour toutes les fonctions susceptibles de nous inté-
resser, c’est-a-dire en fait pour toutes les fonctions Riemann-intégrables. C’est impossible, mais
cette idée donne le principe de construction des méthodes les plus courantes et a partir des-
quelles beaucoup d’autres sont construites.

On demande ainsi dans un premier temps que les formules de quadrature soient exactes
pour des classes de fonctions aussi larges que possible. Comme pour chaque formule on dispose
d’un nombre fini de degrés de liberté, on pense vite aux polynémes. En effet, d’'une part ils per-
mettent effectivement de construire des formules puisque ’on connait leurs primitives. D’autre
part, ils sont denses dans I'espace des fonctions continues?, ce qui permet d’espérer de bonnes
propriétés des formules ainsi construites, pour cette large classe de fonctions.

Lorsque l'on a affaire a une fonction f n’appartenant pas a une classe pour laquelle on
dispose de formules exactes, on voudra au moins pouvoir disposer d'une famille de formules

(Qn)nGN telle que
n b
lim Y " wip f(tin) = / f(t)dt.
=0 g

Nous construirons plus loin des familles de formule possédant cette propriété pour toute fonc-
tion Riemann-intégrable. Nous verrons aussi qu’il existe des familles de formules, qui bien
qu’exactes pour les polynémes, ne possédent pas cette propriété.

3ce qui signifie en pratique que toute fonction continue peut étre approchée aussi prées que 'on veut par un polynéme

<< 32 > >
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Document VI.2 Estimations a priori et a posteriori de ’erreur de quadrature

Lerreur obtenue pour la méthode du point milieu dans I'exercice (VI.3 ) et celle obtenue
pour la méthode des trapezes dans le paragraphe (Newton-Cotes-formules d’intégration ) sont
de méme nature. Elles montrent par exemple que I'erreur sur un sous-intervalle [t;, ;1] tend
vers 0 comme h?, ce qui est intéressant. Cependant la présence d’'un terme de la forme f”(£y/.;)
(ou f”(&7,;)) interdit toute évaluation de la valeur de I'erreur. Par contre, si nous avons les deux
estimations simultanément, a savoir

. h3 ) h3
Ey(f) = o f"(émi) et Ep(f) = BT "(ér,0)

nous remarquons que pour h; suffisamment petit, nous pouvons écrire
Er(f) = =2 Ej(f)
Posons

ti+1
Iéxact (f) = / f(t) dt?

t;

Ba(h) = med(CE, B = % (7 + Fltin)

Il vient alors _ _ _ _
I'(f) = Ip = =2 (I'(f) — In(f)) -

On en déduit une valeur approchée améliorée de I*(f) :

() 2D (e + 47 4 )

34 > >
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et surtout une estimation de I'erreur, soit

i i i In(f) +20u(f) . IH(f) = Iy (f)

Ei(f) = I'(f) - Ty (f) = L2 gy = 2Dl sand),

L'estimation ci-dessus est une estimation a posteriori : elle donne une ‘valeur’ calculable de

lerreur dés quont été obtenues les valeurs approchées Ii,(f) et I.(f). Nous verrons au para-

graphe suivant comment utiliser ces estimations pour obtenir des valeurs approchées a une
précision donnée.

Concluons ce paragraphe en rappelant que toutes les estimations obtenues n’ont de sens
que pour des fonctions a intégrer suffisamment réguliéres (concrétement de classe C? pour les
formules de la moyenne et des trapézes). En outre, les estimations a priori n’ont de sens que
pour des h; suffisamment petits pour que I'on puisse négliger les termes d’ordre supérieur quand
on assimile &,/ et {7 ;, mais pas trop petits quand méme, sinon les erreurs de troncature de la
machine deviennent prépondérantes et enlévent tout sens a ces estimations obtenues sans les
prendre en compte.

On donne un intervalle [a, b], une fonction f dont on veut I'intégrale sur [a, b] avec une erreur
inférieure a ¢. Pour ce faire on évalue une valeur approchée par la méthode du point milieu,
puis par la méthode des trapézes. On obtient ainsi une valeur de 'erreur. Si elle est inférieure
a e c’est terminé et on prend comme valeur approchée la valeur extrapolée. Sinon, on subdivise
[a,b] en deux et 'on calcule sur chacun des deux demi-intervalles avec une tolérance de /2 pour
chacun d’eux, et ainsi de suite.

retour au cours
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Document V1.3 Démonstration du théoréme VI.2.3

Il faut donc montrer que pour 0 < i < kon a

/ a0gn(t)dt =0,

pour cela on integre par parties

1 1 dz ) »dk 9 "
(T t)ydt = — ("= 1) —(t* — 1)
[ atawa = [ e -1E -1t

d sd k ' Sy sd k

Lt Jd k

car le premier terme est nul en vertu du Lemme VI.2.2. On peut donc intégrer i + 1 fois par
parties ce qui conduit a

1 PRI I bl
_ K3 K3 9
/_1gi(t)g;€(t) dt = (~1) /_1 | A

Concepts
J2i+1 ‘ ‘ ‘ . A
r preEY (t2 —1)" est identiquement nulle puisque (t> — 1) est de degré 2i d’ou le résultat.
Exemples
Retour au théoréme VI.2.3 A Exercices
Documents
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Document VI.4 Démonstration du théoréme VI.2.5

Tout d’abord il est clair que g,, change au moins une fois de signe dans l'intervalle | — 1, 1] car

sinon on aurait )
| ot 2o
—1

ce qui est impossible, d’apres (VI.2.2). Donc g,, change ¢ fois de signe dans | — 1, 1] et y possede
donc ¢ racines (correspondant a des changements de signe, donc de multiplicites impaires) :
&1,...,&4 (avec 1 < g < n). Considérons alors le polynéme

q
Ht_5J

Ce polynéme change lui aussi ¢ fois de signe aux mémes points que g,, et donc le produit 7 (¢)g,,(¢)
garde forcément un signe constant sur | — 1, 1] ce qui entraine

/;1 gn(t)m(t) dt #£ 0,

mais ceci n’est possible que si le degré de 7, soit ¢, est égal a n (voir le corollaire VI.2.4), donc
q=n.

Retour au théoréme VI.2.5 a
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Exercice VI.1
b n
On note I(f) = / fydt, J(f) = wif(t:).
a i=0
b
1. On choisit w; = / L;(t) dt, avec L; polynéme de la base de Lagrange associée aux points

£0,£1, s tn-
Montrer que alors I(p) = J(p), Vp € Py.
2. Réciproquement, on suppose que I(p) = J(p), Vp € P,,, montrer que

b
3. Si on note {po, p1,...,pn} la base canonique de P,,, montrer que

I(p) = J(p), Vp € Pn < I(pi) = ‘](pi)7 i= 0’ ey T

retour au cours
Solution
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Exercice V1.2

-1
On note I(f) = /71 f@)dt, J(f) =wof(=1) +wif(0) + waf(1).

1. Calculer (w;);=0,1,2 pour que I(p) = J(p) pour tous les polyndmes de P,,, n le plus grand
possible. Quel est ce degré ?

2
2. En déduire une formule de quadrature pour / f(t)dt.
0

retour au cours
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Exercice V1.3

La méthode du point milieu consiste a approcher

b
10)= [ S par 709) = - a)f(e), ot tag = "5

1. Vérifier que cette formule est exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 1.
2. Quel est 'ordre de cette méthode ?
3. En utilisant la formule de Taylor a 'ordre 2, montrer que 'erreur est donnée par :

b _ 2 —a)d
T eladl, BU)=1(5) -5 =) [ 2= L2 gy,

a

retour au cours
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Exercice V1.4

On approche I(y) = fil p(&) d¢ par la formule des rectangles J(¢) = wp(ty). Etant donné ¢,
calculer w pour que le degré d’exactitude soit le plus élévé possible. Donner le degré d’exactitude
en fonction de ¢.

retour au cours
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Exercice VL.5

Rappeler la formule des trapezes et donner le degré d’exactitude de cette formule.

retour au cours
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Exercice V1.6

Calculer les coefficients wg, wy, ws et w3 de la formule de Simpson 3/8 qui approche :

I(p) =/_1<p(€)d§ par J(p) = wop(—1) + wip(—1) + wap(3) + wsp(l).

Donner le degré d’exactitude de cette formule.

retour au cours
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Exercice V1.7

b
On cherche a approcher / f(t)dt a I'aide d'une méthode composée a partir de la méthode
a

_ a,ti = a + ih. Montrer que

de Simpson, on pose h = ST

J(f) = % (f(to)+4 z_: ft2ip) +2 z_: f(tQi)+f(t2M)> ;

=0 =1

B(f) = == (), € [a,b].

retour au cours

Solution
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Exercice VI.8

Montrer que les polynémes de Legendre {go, g1, - ., g» } forment une base de P.,.

retour au cours

Solution

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents




<« précédent section a

Exercice V1.9

Construire les formules de Gauss-Legendre a 1, 2 et 3 points. Vérifier le degré d’exactitude
de ces formules.

retour au cours
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A.1 Exercices de TD du chapitre 6
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Exercice A.1.1

.1
On cherche a déterminer une valeur approchée J de : I = / f(t)dt sous la forme
S

J = aof (‘71) + o f(0) + cnf (%) .

.. . —1 1 .
1. Calculer le polynéme P qui interpole f aux points = 0, o En déduire J.

2. Retrouver les coefficients ag, a1, @s en écrivant que approximation doit étre exacte pour
les polynémes de degré inférieur ou égal a 2.

b
3. Donner une approximation de / f(t)dt faisant intervenir :

3a+b a+b a+ 3b
() (55) 0 (5%)

.. sin 7t
4. Application : donner une valeur approchée de /0 ﬁdt

5. Etant donné une fonction de 2 variables, utiliser ce qui préceéde pour donner une valeur

b pd Concepfts
approchée de : / / g(z,y)dzdy a laide de la valeur de g en certains points que l'on
précisera. ‘e
1 1 !
6. Par cette méthode quelle approximation de : / / zydxdy obtient-on ? Exercices
o Jo
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Exercice A.1.2

On désire approcher I'intégrale suivante

I(f) = / S,

a l'aide de la formule ci-dessous :

J(f) = w1 f(&)-

1. Calculer le poids w; ainsi que la valeur de & pour que la formule soit exacte pour tous les
polyndmes de degré inférieur ou égal a 1. Représenter les domaines du plan dont I(f) et
J(f) calculent laire.

2. Quel est 'entier maximal m pour lesquel on a J(p) = I(p) pour tous les polyndémes de degré
inférieur ou égal a m?

3. Utiliser approximation J pour approcher l'intégrale double d'une fonction de deux va-
141
riables / / f(z,y)dzdy. Quelles sont les fonctions f pour lesquelles cette formule est
=il J/=1
exacte ?
Réponse : f(z,y) = a + zb(y) + yc(x).
b pd
4. Généraliser la formule pour approcher une intégrale du type : / / f(z,y)dxdy. Si on

note J(f) Papproximation obtenue Représenter sur une figure les domaines de R® dont
I(f) et J(f) calculent le volume.

52 d 4
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Exercice A.1.3

1. On définit Ty (x) = cos(kArccos ) On admettra que :

(a) Montrer que pour k > 1, T}, est un polynéme de degré k dont le coefficient de z" est
=1

(b) En déduire que {7y, 71, ..., T,,—1 } forme une base de 'ensemble des polynémes de degré
inférieur ou égal a n — 1.

2
(@) On GERnT: s = o o

1
m, 0 <i <n—1. Montrer que (T,,(r;) =0, 0 <i<n-—1).

En déduire que T,, admet n racines distinctes dans l'intervalle | — 1,1]

1
2. On pose IU(.TJ) = \/1—_—1‘2.
On admettra que :
1
sii # 7, / w(x)T;(z)T;(x)dz = 0. (A1.1)
-1
1
On cherche a approcher I(f) = / w(z) f(z)dz Concepts
-1
n—1
par: J(f) = Z a;f(z;), ot les «; et les z; sont des coefficients réels.
i=0

Soit P un polynome quelconque de degré inférieur ou égal a 2n — 1, on note P = QT,, + R Exercices

ou @ et R sont le quotient et le reste de la division euclidienne de P par T,,.
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(a) Montrer que I(P) = I(R).
(b) On choisit z; = r; (racines de 7},), montrer qu’alors J(P) = J(R).

(c) On choisit les «; pour que 'approximation soit exacte pour les polynémes de degré
inférieur ou égal a n — 1. Quelles équations doivent vérifier les coefficients «;. Ces
équations ont-elles une solution ? On ne demande pas de résoudre le systeme d’équa-
tions.

(d) Avec le choix précédent des coefficients a; et x;, montrer que I(P) = J(P).
3. Application : on choisit n = 2
(a) Calculer z( et x;.

(b) Calculer o et a;.
1

(c¢) Utiliser ces résultats pour obtenir une valeur approchée de A(g) = / g(x)dz.
=

(d) On définit g(z) = V1 — 22.
i. Par la méthode précédente calculer une valeur approchée de A(g).
ii. Calculer la valeur exacte de A(g).
iii. Le résultat était-il prévisible ? Pourquoi ?

<< 55 > >
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Exercice A.1.4

1. On désire approcher l'intégrale d’'une fonction f(¢) sur l'intervalle [0, 1] par une formule
utilisant les valeurs de f(t) et de sa dérivée f/(t) ent = 0 et ¢ = 1. Autrement dit on désire
approcher

Hﬂz%f@ﬁ

par
J(f) = aof(0) + a1 f(1) + Bof'(0) + Brf'(1).

(a) Montrer en le calculant qu’il existe un polyndome de degré inférieur ou égal a trois tel

que :
p(0) = f(0)
p(l) = f(1)
p'(0) = [f(0)
) = f()

On pourra en particulier calculer les composantes de p dans la base canonique {a;};—0. 3
en fonction de f(0), f(1), f'(0) et f/(1).

Réponse : ag = f(0),a1 = f'(0),a2 = =3f(0)+3f(1) —2f(0) - f'(1), a5 = 2f(0) —2f(1) +
f1(1) + £(0).

(b) Revoir le TD sur l'interpolation et plus particulierement les polynémes de Hermite
pour retrouver I'expression de p.

(c) On pose )
ﬂﬁ=Ap®ﬁ=mﬂ®+mﬂU+%ﬂm+mﬂU
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ou p(t) a été défini dans la question précédente. Déterminer les coefficients ag, a1, 5o
et ﬁl.
Réponse : ag = a1 = 3, fo = —f1 = 13

(d) Retrouver les coefficients «g, a1, Gy, 51 en écrivant que 'approximation doit étre exacte
pour tous les polynoémes de degré inférieur ou égal a trois.

2. Utiliser les résultat précédents pour approcher

[ swa

b—a
6

ou g est une fonction quelconque.

Réponse : J(g) = b—Ta (g(a) +g(b) +

/@ -5 0)

1
3. On veut évaluer l'erreur commise lorsque 'on approche I(f) = / f(¢) dt par
0

J(f) = aof(0) + ar f(1) + Bof'(0) + Bof'(1).

(a) Rappeler 'expression de e(t) = f(¢t) — p(t) que I'on a déterminée dans l’exercice sur les
polynomes de Hermite dans le TD sur I'interpolation.

(b) En déduire qu’il existe c compris entre 0 et 1 tel que E(f) = I(f) — J(f) = =5./“(c).

4. (a) Rappeler la formule classique de Newton-Cotes qui approche I(f) par
J(f) = Bof(0) + Bif(3) + B2f (%) + B3 £ (1), donner Texpression de E(f) = I(f) — J(f).
(b) quelle est la meilleure des approximations J(f) ou J (fH?
5. Application numérique, on prend la fonction

f) = gcos (gt) ,
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<« précédent section a

(a) Utiliser ce qui précede pour calculer un majorant de E(f) et un majorant de E(f). Exercice A.1.4

(b) Calculer I(f), J(f), J(f), E(f), E(f).

Comparer.

Question Ta Aide 1 Aide 2
Question 1b  Aide 1
Question 1c  Aide 1
Question 1d Aide 1 Aide 2
Question 2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 3a Aide 1
Question 3b Aide 1 Aide 2
Question 4a Aide 1 Aide 2
Question 4b  Aide 1
Question 5a Aide 1
Question 5b  Aide 1

Concepts

Exercices
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Le gras indique un grain ou le concept est dé-
fini ; 'italique indique un renvoi a un exercice ou un
exemple, le gras italique a un document, et le ro-
main a un grain ou le concept est mentionné.

E

Erreur de quadrature....................... 10
Gauss-Legendre - intégration............... 20

I

Intégration numérique

Formules composées.................... 14
Introduction............... ...t 3
Intervalle de référence ...................... 8
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Solution de |'exercice VI.1

n

1. Sipe P, alors Vi p(t) = Zp(t,»)/:i(t), donc
i=0

b n b n
1) = [ p0dt =3 p(e) [ L) dt =3 winlts) = o)
a 1=0 a =0

or

d’ou le résultat.

n
Réciproquement si p € P,,, p= Z a;p;, donc
i=0

n b n
I(p) = Zai/ pi(t) dt = Zai-[(pi) = Z%J(Pi)'
i=0 Ja i=0 p

D’autre part :

n

J(p) =) wip(t;) = ng'

n n
= 7=0 =0 =0 7=0 =0

Ce qui termine de démontrer ’égalité.

Retour & |'exercice a

aipi(tj) = Q; ijaipi(tj) = ZalJ( )



Solution de |'exercice VI.2

1. Si on note p; les polynémes de la base canonique p;(t) = t?, on écrit

I(po) = J(po) & [l dt=wo+wi+ws & wo+w +wy=2
I(p) =J(p) < f_lltdtz—wo+w2 S wg—wp =0

I(pg):J(pQ) == f_lthdt:wo—kwg <:>1U0+w2:§
Pour que ces 3 relations soient vérifiées, il faut que wy = wy = %, wy = %
Vérifions avec ces coefficients si I(p3) = J(p3), apres calcul, on obtient I(p3) = J(p3) = 0, on continue !
On calcule I(ps) = 2, J(ps) = 3.
La formule construite (qui s’appelle la formule de Simpson) est exacte pour tous les polynomes de degré inférieur
ou égal a 3.

On aurait pu calculer les coefficients w; en écrivant w; = [ _11 L;(t)dt ot L; est le polynome de la base de Lagrange.

2 1
/ f(t)dtz/ flu+1)du,ottu=t—1
0 —1

1
Si on pose g(u) = f(u+ 1), / g(u)du est approchée par

-1

39(-1) + 39(0) + 5g(1) =

1

370)+ 57(1) + 35)

d’ou la formule.

Retour & |'exercice a



Solution de |'exercice VI.3

b% — a?

1. On vérifie que I(po) = J(po) =b—a, I(p1) = J(p1) = —;

2. Llordre est donc au moins égal a 1, on calcule

3_ g3 @ 2
Iipa) = 25, dm) = (0-0) (452)

I(p2) # J(p2), donc la formule est d’ordre 1.

3. La formule de Taylor est :

(t_t )2 "
2M f"(et)

b
J(f) = (b— a)f(tar) = / F(tan)dt

f(&) = fltar) + (t —tar) f'(tar) +

donc
b b _ 2
B() = 11) = I(0) = [ (0= St = [ (= tan)ftean) + 2 ey

b
or/ (t —tpr)dt = 0, done

by 2 by 2 —a)?
B() = [ E e =g [ = g €5

Retour & |'exercice a



Solution de |'exercice VI.4

I(po) =2, J(po) = w, donc il faut que w = 2.
I(p1) =0, J(p1) = 2ty, donc
— sitg #0,1(p1) # J(p1), Vordre est 0.

— sitg=0,I(p1) = J(p1), on a de plus I(p3) = =, J(p2) = 0, donc l'ordre est 1.

Wl N

Retour & |'exercice a



Solution de |'exercice VI.5

1
On approche I(f) = [1 f@)dt par J(f) = f(-1) + f(1).
On calcule :

I(po) =2, J(po) = 2,
I(p1) =0, J(p1) =0,
1) = 3, J(p2) =2,

Donc l'ordre est 1.

Retour & |'exercice a



Solution de |'exercice VI.6

On calcule
I(po) =2, J(po) = wo + w1 + wa + ws,
1 1

I(p1) =0, J(p1) = —wo — 3w I §w2+w3,
I(ps) = 2, J(ps) = wo + ~w1 + 2wy + w

P2737 P2—09192 3,
I(ps) =0, J(ps) = a4
p3) =V, pb3) = —Wo 27w1 27w2 ws,

On obtient un systeme de 4 équations a 4 inconnues.
En remplacant la 4éme équation par la 4éme moins la 2éme, on montre que w; = ws.

En remplacant la 3éme équation par la 3éme moins la lére, on montre que w; = wy =
On résout alors les deux premieres équations, on obtient :
1 3
Wy = w3 = -, W1 =Wy = —.
4’ 4

On calcule I(p4) et J(p4), ces deux valeurs sont distinctes, donc 'ordre vaut 3.

Retour & I'exercice a
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Solution de |'exercice VI.7

En applicant la méthode de Simpson sur chacun des intervalles [to;, t2;12], on obtient

h

J(f) = 3 (f(to) +4f(t1) + f(t2) + f(t2) +4f(ts) + f(ta) + ... + f(tanr—2) + 4f (tans—1) + f(tans)),

ce qui donne le résultat en regroupant. De méme en sommant les erreurs, on obtient :

Ewwzfg(ﬂ“mg+ﬂ@ma+m+meMﬁ.

On applique le théoreme de la valeur intermédiaire pour affirmer qu’il existe 7 tel que

4 _ (f(4) (m) + f@(m2) + ... + f(4)(77M))
O v, :

On a donc

= g @ w @
() =By D ) =~ - a) D ),

180(

Retour & |'exercice a



Solution de |'exercice VI.8

Les polynémes g; sont de degré i, ils forment donc une famille libre, en effet notons p(t) = Z Aigi(t), si p est le
i=0

o)l

polynoéme nul, alors le coefficient de ¢" est nul, or ce coefficient vaut A, -, en effet les polynomes gg, g1, ..., gn—1 Sont
n!

de degré inférieur ou égal a n — 1. On en déduit donc que A, = 0.
On fait un raisonnement similaire pour le coefficient de t”~!, on montre que \,_; = 0, on recommence et on montre

que )\n,Q = )\7173 = ..= )\0 = 0.
On vient donc de montrer que :
Z)\lgl :O<:>>\n :)\n—l = ...= AO =0.

=0
Donc la famille est {go, 91, ..., gn } est libre.
La dimension de P,, est égal a n + 1, donc {go, g1, ..., gn } €st une base de P,.

Retour & |'exercice a



Solution de |'exercice VI.9

1. Formule a un point :
g1(t) = 2t, donc & = 0.
On doit résoudre go(&1)wy = 2 donc wy = 2.
On retrouve la formule des rectangles avec ty = 0 vue dans I'exercice V1.4 :

J(f) = 2/(0).
On a déja montré que l'ordre est égal a 1.
2. Formule a deux points :
1 1
t) =122 -4 =4(3t* - 1), d =, b= —.
92(t) ( ), donc & 7 & 7
On doit résoudre :
< 9o(&1)  go(&2) ) ( wy > _ < 12 % > < wy
g1(&1)  91(&2) w2 3 V3 Wo

donc w; = wy =1, d'our :

1 1
JH=fl-——)+fl—].
n=1(-75)+1(35)
Comme prévu on a I(po) = J(po), I(p1) = J(p1), [(p2) = J(p2), [(p3) = J(p3),
apres calculs, on obtient que I(p4) # J(p4), Uordre est donc égal a 3
3. Formule a trois points :

g3(t) = t(120t% — 72), donc &; = —\/g, & =0, & = £

On doit résoudre :



K

8 N
donc w; = w3 = —, wy = §,dou:

©O| Ut

5 3 8 5 3
J(f) = §f (—\/;> + §f(0) + §f <\/;> .

Comme prévu on a I(po) = J(po), I (p1) = J(p1), [ (p2) = J(p2), I (p3) = J(p3), [ (pa) = J(pa), I(p5) = J(p5),
apres calculs, on obtient que I(ps) # J(ps), 'ordre est donc égal a 5

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.1.1

On utilise les polynomes de Lagrange et on obtient :

P@t) = 2t <t;) f(;>+(4) (H;) (t;) £(0)+2 <t+;) tf<;)

Retour & |'exercice a

En déduire J.



Aide 2, Question 1, Exercice A.1.1

4 1 2 4
P(t)dt = - f<2> =5 £(0) + 3
o = =

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.1.1

On écrit que approximation est exacte c’est a dire que J = I pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 2, c’est
a dire que J = I pour les polynémes de la base (1, t, t2).
Ecrire les équations obtenues.

Retour & |'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.1.1

J=1 < apf (—5) + a1 f(0) + asf <§) :/ f(t)dt pour : < f(t) =
- HOE
(o7)) +a1 oo =2
1 1 4 2
— —5Q0 +sa2 =0 ;}aozag:getal:—g.
100 +7Q2 :%

On retrouve bien sir les mémes coefficients.

Retour & I'exercice a

S S~ S S

[\~]



Aide 1, Question 3, Exercice A.1.1

On utilise un changement de variable affine pour se ramener a une intégrale de —1 a 1.

Retour & I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.1.1

On utilise un changement de variable affine :

du

=u 4+ =¢(u) = dt =

u=-1, t=a u—+1 u—1 b—a a+bd b—a
—t=0b —a
u=1, t=b 2 2 2 2

b
Que devient / f(t)dt par ce changement de variable ?

Retour & |'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.1.1
b b— 1
[ #a="3" [ o) du
a —1

Donner une approximation de 'intégrale de droite.

Retour & |'exercice a



Aide 4, Question 3, Exercice A.1.1

b 1
/ f@@)dt = b ; a / f(é(u)) du est approchée par
a —1

o s (e(a)) sremeia (o)) = 5 [ (7)1 (557) 2 ()

Retour & I'exercice a




Aide 1, Question 5, Exercice A.1.1

/ab /cdg(x,y) dr dy = /ab I(y) dy,avecl(y) = /cdg(;lc’y) i

Donner une approximation de I(y).

Retour & |'exercice a



Aide 2, Question 5, Exercice A.1.1

I(y) est approchée par

d—c 9 3c+d c+d )42 (c—|—3d
3 g 4 'Y g 9 Y g 4

b
En déduire une approximation de / I(y) dy

Retour & |'exercice a



Aide 3, Question 5, Exercice A.1.1

b
/ I(y) dy est approchée par :

b—ad-c 9 (9 3c+d 3a-+b _ 3c+d a+b I 3c+d a+ 3b

ER I\T1 T2 IN\Ts 2 I\71 "1
c+d 3a-+b c+d a+b c+d a+3b

— 129 5 1 =g

c+3d 3a+b c+3d aer C+3d a-+3b
+2 2g ) ) 9
4 4 4
b—ad-c

= [4g(My) — 2g9(M2) + 4g(M3) — 29(My) + g(Ms)
—29(Ms) + 49(Mz7) — 29(Ms) + 49(My)] ,

Ou l'on a défini les 9 points :

3c+d 3a+b 3c+d a+b 3c+d a+ 3b
Ml_ 4 ) 4 >M2_< 4 ’ 2 ) MS_( 4 ) 4 ’
M, = c+d,3a+b M, = c—&-d’a-i-b Mg = c+d,a+3b

2 4 2 2 2 4

c+3d 3a-+b c+3d a+b c+3d a+3b
M7_< 4 b 4 )’M8_< 4 b 2 >7M9_( 4 ) 4 )

Vous pouvez représenter ces 9 points sur le rectangle [c, d] X [a, b].

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 6, Exercice A.1.1

On doit retouver la valeur exacte car 'approximation est exacte pour les polynémes de degré inférieur ou égal a 2 en

z et en y.
1 pl 1 271 1
0 1 1
I = //a:yda:dyz/y[—} dy:—/ydy:—
0o Jo 0 2 ] 2 Jo 4
On peut calculer J avec 'approximation précédente, on doit trouver J = i.

Retour & I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.1.2

On écrit
I(po) = J(po) & 2 =w
I(p1) = J(p1) & 0=wi&
On a donc
w1 = 2751 = 07J(f) = 2f(0)

on retrouve la méthode du point milieu déja étudiée dans I’exercice VI.3 .
I(f) est Iaire de la surface limitée par les droites d’équation ¢t = —1,¢t = 1,y = 0 et la courbe d’équation y = f(¢).
J(f) est Iaire du rectangle limité par les droites t = —1,¢ =1,y = 0,¢t = f(0).

y

fl0)

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.1.2

Onam > 1.

D’autre part on calcule I(p2) = %, J(p2) = 0, donc ce n’est pas exact pour tous les polynémes de degré inférieur ou
égal a 2.

Donc m = 1.

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.1.2

[ ([ sei)av= [ croma=1s00.

1
/ flz,y)dz = 2f(0,y) si f(z,y) est un polyndome degré inférieur ou égal a 1 en z, ici y joue le role d'un parametre,
=il

cette premiere intégrale sera donc exacte si f(z,y) = a1(y) + za2(y) oit a1 et as sont des fonctions quelconques, on a
donc pour ces fonctions f

1
[ f@.y)de = 2/(0.9) = 201(9)

/ 11 | 11 fa.y)dody =2 [ 11 o1 (9)dy

/ a1 (9)dy = 203 (0)

-1

et donc

Si maintenant a4 (y) = 81 + 2y, on a

donc si f(z,y) = 1 + B2y + zaa(y), on a

/_11 /_11 f(z,y)dedy = 2/11 a1(y)dy = 401 (0) = 4£(0,0)

On vient de montrer que 'approximation est exacte pour les fonctions qui s’écrivent f(z,y) = f1 + Sy + zas(y).

x et y jouent des roles similaires, on aurait pu échanger ’'ordre des intégrations en x et en y, ’approximation est
donc exacte pour les fonctions qui s’écrivent f(z,y) = B3 + B4z + yas(z), donc pour les sommes de telles fonctions.

La formule est donc exacte pour toutes les fonctions qui s’écrivent

f(z,y) = B+ zaly) + yy(z).
On a noté 8 = 41 + 35, a(y) = Ba + a2(y),7(z) = B2 + as(z).

Retour & I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.1.2
b rd 1 1
Faites un changement de variables afin de ramener / / f(x,y)dzdy a une intégrale / / g(u, v)dudv
a Je =il /=

Retour & |'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.1.2

On pose

b—a b+a d—c d+c
¥y=79 2
On obtient :

b d _ b 1 _
/(/ f(x,y)dfﬂ>dy _ ! a/ </ f(b aU+H—a7y>dU)dy
a c 2 a —1 2 2
b—a d—c (! ! b—a b+a d—-c d+c
= 5 X 5 /1</1f(2u+ 7 2v+ 2)du>dv

Retour & |'exercice a




Aide 3, Question 4, Exercice A.1.2

On pose
b—a b+a d—c d+c
g(u,v)—f( Ut 5 5 vt — )
on a donc ) y
+a +c
50,0 = £ (52, 555)
1 1
b—a b+a d—c d+c b+a d+c
~ 4
L(Lr (5t 5t oo 5 an)avmar (32,55
d’ou

1(f) = /ab (/Cdf(%y)dw) dy

J(f)=b-a)(d—c)f (b;gd—;c).

I(f) est le volume du domaine limité par les plans = ¢,z = d,y = a,y = b, z = 0 et la surface d’équation z = f(z,y).

J(f) est le volume du parallépipéde limité par les plans z = ¢,z = d,y = a,y = b,z = 0,z = f (42, 4£<), voir figure
A.1.1, on a noté

est approché par

c+d _a+b

xm - 2 aym 2

Retour & |'exercice a



z=f(x,y)

>

J X0 V) |

F1G. A.1.1: Interprétation graphique




Aide 1, Question 1b, Exercice A.1.3

On montre que la famille est libre, le nombre de polynémes est égal a la dimension de ’espace vectoriel, donc il s’agit
d’une base.

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 1c, Exercice A.1.3

2i+1 2i+1 2i+1
T, (r;) = cos | n Arccos cos Uk ) = cos [nZ" i ) =cos [ 2 i T | = cos (iw 4 z) =0,
2n 2n 2 2

montrer que les r; sont distincts et appartiennent a [—1, 1].

Retour & |'exercice a



Aide 2, Question 1c, Exercice A.1.3

Si on note o; = 2517, on a

O<ap<ag<..<ap1<m

donc
1> cosag >cosag > ... >cosa,_1 > —1,

70571, ---s Tn—1 sont done distincts (et ordonnés) et appartiennent a | — 1, 1].

Retour & I'exercice a



Aide 1, Question 2a, Exercice A.1.3

La démonstration est similaire a celle faite pour 'intégration de Gauss Legendre, voir le paragraphe Gauss-Legendre
- intégration .

Retour & |'exercice a



vous comprenez pourquoi ?

Aide 2, Question 2a, Exercice A.1.3

1

I(P):/_lw(x)Q(a:)Tn(a:)dx—i—/ w(x)R(z)dx

-1

Retour & I'exercice a



Aide 3, Question 2a, Exercice A.1.3

Puisque le degré de P est inférieur ou égal a 2n — 1 et que le degré de T,, est égal a n, alors le degré du polynome
quotient () est inférieur ou égal n — 1, donc Q s’écrit Q = agTy + a111 + ... + a,,_1T,,_1, donc

/ w(z)Q(z)Ty(x)dx = / w(z)(aoTo(z) + arTh(x) + ... + an—1Th—1(z)) T (2)dx

=1 =1

ao/ w(x)To(x) Ty (z)dx + ay / w(z)Ty ()T (z)dx + ... + an—1 / w(x)Th—1(2)Ty(z)dz =0

=1l =1 =1

On a utilisé la relation A.1.1.
On a donc

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 2b, Exercice A.1.3
Ecrivez J(P), J(R) explicitez P(r;) et n'oubliez pas la dénition des r;.

Retour & I'exercice a



Aide 2, Question 2b, Exercice A.1.3
N’oubliez pas que P = QT,, + R et que T,,(r;) = 0.

Retour & I'exercice a



Aide 3, Question 2b, Exercice A.1.3

n—1 n—1 n—1
= Z a;P(r;) = Z ;i (Q(ri)Tn(r:) + R(r;)) Za, (775) =
i=0 i=0

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 2c, Exercice A.1.3

Comme d’habitude on écrit
I(po) = J(p0)7 I(pl) — J(pl)a ceey I(pn—l) — J(pn—l)a

ou {po,p1,..-;Pn—1} est la base canonique de 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n — 1.
Ecrivez le systéme linéaire a résoudre et montrez qu’il a une solution unique.

Retour & |'exercice a



Aide 2, Question 2c, Exercice A.1.3

On doit résoudre

1
11 .1 a J2 w(@)de
o T1 . Tn—1 ay _ fil rw(z)ds
o -

o &t SE On—1 fil " lw(z)dz

Puisque les r; sont distincts la matrice du systéme est une matrice de Vander monde inversible.

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 2d, Exercice A.1.3

Avec le choix des «; précédents, on a I(R) = J(R), vous comprenez pourquoi ?
11 suffit ensuite de recoller tous les morceaux...

Retour & |'exercice a



Aide 2, Question 2d, Exercice A.1.3

R est le reste de la division par le polynome 7,, de degré n, donc le degré de R est inférieur ou égal a n — 1, d’apres le
choix des «;, ’'approximation est exacte pour les polynomes de degré inférieurs ou égal a n — 1, donc I(R) = J(R).
On a montré successivement I(P) = I(R), J(P) = J(R), I(R) = J(R) On a donc

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 3a, Exercice A.1.3

s V2 3 V2
o =Tg = COS — = sy 1 =T1 =COS —/— = ——(—.

4~ 2 4 2

Retour & |'exercice a



On doit avoir

{

ap + o1 =
2(
2

Aide 1, Question 3b, Exercice A.1.3

I 1\/1_— = [Arcsin (z)]', =7

(67} —al) 0

Retour & |'exercice a

<~ 0y = ] =

bo| 3



Aide 1, Question 3c, Exercice A.1.3

1 1
1
11 suffit de poser f(z) = V1 — 22g(z) et de calculer J(f).

Retour & |'exercice a



Aide 2, Question 3c, Exercice A.1.3

s V2 V2 V2m
e

Retour & |'exercice a

g

V2

2

ool



Aide 1, Question 3(d)i, Exercice A.1.3

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 3(d)ii, Exercice A.1.3

juss

L 2
Ag) = / de = / cos? udu = g

Retour & I'exercice a



Aide 1, Question 3(d)iii, Exercice A.1.3

Dans ce cas on a f(z) = 1—22, or "approximation est exacte pour les polynémes de degré inférieur ou égal 4 2x2—1 = 3,
il était donc prévisible que 1’'on obtiendrait le résultat exact.

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 1a, Exercice A.1.4

Soit p(¢) un polynéme de degré inférieur ou égal a 3 donc p s’écrit sous la forme :
p(t) = ag + ait + ast® + ast®.

Calculer p(0),p(1),p'(0),p'(1).
Ecrire les conditions et en déduire les coefficients a;.

Retour & |'exercice a



Aide 2, Question 1a, Exercice A.1.4

p(0) = ag = f(0) ag = f(0)

p(1 ):a0+a1+a2+a3_f(1) . a1 = f'(0)

p'(0) = a1 = f'(0) az =—=3f(0) +3 (1) —2f(0) — f(1)
’(1)—a1+2a2+3a3 f(1) az =2 f(0) =2 f(1) + f'(0) + f'(1)

D’ou 'expression de p(t).

p(t) = £(0) + f/(0)t + (=3 f(0) + 3 f(1) = 2f(0) — (1)) £ + (2 f(0) — 2 f(1) + f'(0) + f'(1)) £*

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 1b, Exercice A.1.4

Dans I'exercice 5 du TD 5, question 2, nous avons

p(t) = f0) (t—1)22t+1)+f(1) 2 (=2t +3)+f(0) (t—1)2t+f'(1) 2 (t 1)
qo(t) q1(t) q2(t) q3(t)

En développant, on obtiendrait les mémes coefficients a; qu’a la question (a).

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 1c, Exercice A.1.4

1 1 1 1

2= [ wit=3, o= [ a=3,
0 0

—/1 (t)dt—l 5—/1 (t)dt = L

0 = 0Q2 =10 M1 Oqg =Tz

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 1d, Exercice A.1.4

On écrit que 'approximation est exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 3, c’est dire que J(f) = I(f)
pour les polynomes définis par

&) =1, f(t) =t, f(t) =%, f(t) =¢°,Vt.

Ecrire les équations obtenues et les résoudre.

Retour & |'exercice a



Aide 2, Question 1d, Exercice A.1.4

oo + a1 =1
0414-504-5121
o + +261=21 e = = S =
o1 + +3ﬂ1:§

On retrouve bien sir le méme résultat.

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.1.4

On utilise un changement de variable affine pour se ramener a une intégrale de 0 a 1.

Retour & I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.1.4

— t =
{u (1)’ ; Z:>t:bu—|—a(1—u):(b—a)u+a=¢(u)idtz(b—a)du
u = 9 =

b
Que devient / g(t)dt par ce changement de variable ?

a

Retour & |'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.1.4

b 1 1 1
/ g(t)dt = (b — a) / o($(w)) du = (b= a) / o((b—a)u+a)du= (b= a) / £(u) du

On a posé f(u) = g((b— a)u + a).
Donner une approximation de I'intégrale de droite. Pour ce faire, on doit calculer f’(u).

Retour & |'exercice a



f'(w) = (b—a)g'((b—a)u+a)

est approché par :

1

O-a) |30+ 5 £ + 35 70 - 5 7] =

2

Aide 4, Question 2, Exercice A.1.4

/abg(t)dt =((b-a) /01 flu) du

Retour & |'exercice a




Aide 1, Question 3a, Exercice A.1.4

. fUE®)

vt € [0,1],3¢(t) € [0,1], e(t) = t3(t — 1) T

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 3b, Exercice A.1.4

1 1 (4)
E(f):/0 e(t)dt:/o t%t—l)gw(it

pensez a utiliser le deuxieéme théoreme de la moyenne.

Retour & |'exercice a



Aide 2, Question 3b, Exercice A.1.4

t2(t — 1)? garde un signe constant donc on peut écrire

3t* € [0, 1}7/11&2(15 — 1)2f(4)f(t))dt = f(4)(f'(t*)) /1 t2(t — 1)2dt.
0 : : 0

On peut poser ¢ = £(t*), puis on calcule l'intégrale, on obtient

dc e [0,1], E(f) =

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 4a, Exercice A.1.4

Revoyez le paragraphe de cours Newton-Cotes-formules d’intégration , que vaut h ?

Retour & I'exercice a



On obtient h =

1
3

Aide 2, Question 4a, Exercice A.1.4

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 4b, Exercice A.1.4

Sil’on suppose que la dérivée quatrieme varie peu, 'approximation a I’'aide des formules de Newton-Cotes est meilleure.

Retour & |'exercice a



donc

Aide 1, Question 5a, Exercice A.1.4

- |5 on (39 = 5
|E(f)| < (g)S x 7—;0 ~ 0.0132821,

~ _ 1
|E(f)| < (5) X e & 0.0014758.

Retour & |'exercice a



Aide 1, Question 5b, Exercice A.1.4

Ici on sait calculer I(f)

~

On calcule J(f) et J(f)
1 = 1 T
J(f) =5 x 5+ 15 X " % 0.99101492

oo w

~ m(1 3 3 1
= [ 24+ x Z— 4+ = x = | ~1.001004
J(f) 2<8+8x 5 T ><2> 0010049

Puisque f(*) est positive on trouve bien que J(f) approche I(f) par défaut, alors que J (f) approche I(f) par exces
E(f) ~ 0.00898508, E(f)~ —0.0010049
6480

On retrouve entre E(f) et E(f) & peu prés le rapport —2

Retour & |'exercice a
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