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Exercice 1 :  Soit un train électrique dont le circuit est le suivant :

Chaque aiguillage a 2 ou 3 positions. On a remarqué qu'au bout d'un certain temps, quel que soit
I'état initial, le trongon E n'est jamais emprunté par le train. Expliquer cela a l'aide d'un graphe a
10 sommets.

Exercice2: Soit G = (X,U), un graphe orienté et B la matrice d'adjacence sommet-sommet
associée a G. On prendra comme exemple le graphe suivant :

(;‘@—>@—>@

NG

@

2.0 : Calculer B, B2, B3, B4, (I+B), (I+B)2, (I+B)3, (I+B)#, pour I’exemple ci-dessus, ou
la matrice B est booléenne (on utilisera les opérations booléennes).

On se place maintenant dans le cas général.

2.1 : Si Bk est le produit matriciel Booléen de B par BK-1, montrer que:

{Bk}ij = 1 s'il existe un chemin de k arcs entre i et j et 0 sinon.

2.2: Onpose:
B =1+B+B2+...+Bk
Montrer que :

{lé k+ij = 1 s'il existe un chemin de k arcs au plus entre i et j et 0 sinon.

Montrer que l'on peut définir B=1im8B  pour k tend vers oc.

2.3: Onpose de méme ¢ =1+ C+C2+...+Ck ouC=BT. Montrer que la

limite é existe et que :

{é‘ }ij = 1 s'il existe un chemin entre j et i et 0 sinon.

2.4 : Déduire de ce qui précede une méthode pour décomposer G en composantes
fortement connexes. Evaluer la complexité de cette méthode apres avoir rappelé la
complexité de la multiplication de deux matrices carrées.



2.5 : Proposer une méthode pour chercher les composantes connexes du graphe en
transformant le graphe de départ.

2.6 : On se propose d'améliorer cette méthode.
Démontrer l'identité (I+B)k =1+ B + B2 +.......+ Bk,

Montrer que la suite {B(1) = I+B, B(k)=(B(k-1))? pour k>1} converge vers Ben un
nombre fini d'étapes que 1'on évaluera.

En déduire un meilleur algorithme que celui obtenu en 2.4. On en précisera l'ordre.
2.7  Que se passe-t-il si I'on remplace le produit Booléen par le produit usuel ?

Exercice 3 :

Un graphe dont tous les sommets sont de méme degré est dit régulier. Quelles sont les graphes
non orientés réguliers de degré 1 ? de degré 2 ?

Exercice 4 : Combien y a-t-il des graphes orientés a quatre sommets ?



Exercice 1 :  Soit un train €lectrique dont le circuit est le suivant :
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Chaque aiguillage a 2 ou 3 positions. On a remarqué qu'au bout d'un certain temps, quel que soit
1'état initial, le trongon E n'est jamais emprunté par le train. Expliquer cela a 1'aide d'un graphe a
10 sommets.
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Exercice 2 :  Soit G = (X,U), un graphe orienté et B la matrice d'adjacence sommet-sommet
associée a G. On prendra comme exemple le graphe suivant :

(X )O\@/?

2.0 : Calculer B, B2, B3, B4, (I+B), (I+B)2, (I+B)3, (I+B)#, pour I’exemple ci-dessus, ou
la matrice B est booléenne (on utilisera les opérations booléennes).

2.1 : Si Bk est le produit matriciel Booléen de B par Bk-1, montrer que:

{(Bk} ij = 1 s'il existe un chemin de k arcs entre i et j et 0 sinon.
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2.2 : On pose :
BrL—=1+B+B2+..... + Bk,

Montrer que :

{ B ktij = 1 s'il existe un chemin de k arcs au plus entre i et j et O sinon.

Montrer que 1'on peut définir B —1im & k pour k tend vers oc.
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2.3: On pose de méme ék=I+C+C2+ ....... + Ck ou C = BT. Montrer que la
limite é existe et que :
{é }ij: 1 s'il existe un chemin entre j et i et O sinon.
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2.4 : Déduire de ce qui précede une méthode pour décomposer G en composantes
fortement connexes. Evaluer la complexité de cette méthode apres avoir rappelé la
complexité de la multiplication de deux matrices carrées.
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2.5 : Proposer une méthode pour chercher les composantes connexes du graphe en
transformant le graphe de départ.
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2.6 : On se propose d'améliorer cette méthode.
Démontrer l'identité (I+B)k =1+ B + B2 +.......+ Bk,

Montrer que la suite {B(1) = I+B, B(k)=(B(k-1))? pour k>1} converge vers Ben un
nombre fini d'étapes que 1'on évaluera.

En déduire un meilleur algorithme que celui obtenu en 2.4. On en précisera l'ordre.
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2.7: Que se passe-t-il si I'on remplace le produit Booléen par le produit usuel ?
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Exercice 3 :

Un graphe dont tous les sommets sont de méme degré est dit régulier. Quelles sont les graphes
non orientés réguliers de degré 1 ? de degré 2 ?
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Exercice 4 : Combien y a-t-il des graphes orientés a quatre sommets ?
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