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ROO3            TD N°3 
 
Exercice 1 :  Soit un train électrique dont le circuit est le suivant :  

 
Chaque aiguillage a 2 ou 3 positions. On a remarqué qu'au bout d'un certain temps, quel que soit 
l'état initial, le tronçon E n'est jamais emprunté par le train. Expliquer cela à l'aide d'un graphe à 
10 sommets. 
Exercice 2 :  Soit G = (X,U), un graphe orienté et B la matrice d'adjacence sommet-sommet 
associée à G. On prendra comme exemple le graphe suivant : 

1 2 3

4  
 2.0 : Calculer B, B2, B3, B4, (I+B), (I+B)2, (I+B)3, (I+B)4, pour l¶e[emple ci-dessus, où 
la matrice B est booléenne (on utilisera les opérations booléennes). 
 

On se place maintenant dans le cas général. 
 

 2.1 : Si Bk est le produit matriciel Booléen de B par Bk-1, montrer que: 

   {Bk}ij = 1 s'il existe un chemin de k arcs entre i et j et 0 sinon. 
 

 2.2 : On pose :  

    B
�

k = I + B + B2 +.......+ Bk. 

  Montrer que : 

  { B
�

k}ij = 1 s'il existe un chemin de k arcs au plus entre i et j et 0 sinon. 

  Montrer que l'on peut définir B
�

= lim B
�

k pour k tend vers v. 
 

 2.3 : On pose de même C
�

k = I + C + C2 +.......+ Ck  où C = BT. Montrer que la  
    limiteC

�
existe et que :  

   {C
�

}ij = 1 s'il existe un chemin entre j et i et 0 sinon. 
 

 2.4 : Déduire de ce qui précède une méthode pour décomposer G en composantes 
fortement connexes. Evaluer la complexité de cette méthode après avoir rappelé la 
complexité de la multiplication de deux matrices carrées.  
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 2.5 : Proposer une méthode pour chercher les composantes connexes du graphe en 
transformant le graphe de départ. 

 
 2.6 : On se propose d'améliorer cette méthode. 

 Démontrer l'identité (I+B)k = I + B + B2 +.......+ Bk.  

 Montrer que la suite  {B(1) = I+B, B(k)=(B(k-1))2 pour k>1} converge vers B
�

en un 
nombre fini d'étapes que l'on évaluera. 

En déduire un meilleur algorithme que celui obtenu en 2.4. On en précisera l'ordre. 
 

 2.7 : Que se passe-t-il si l'on remplace le produit Booléen par le produit usuel ? 
 
Exercice 3 :  
Un graphe dont tous les sommets sont de même degré est dit régulier. Quelles sont les graphes 
non orientés réguliers de degré 1 ? de degré 2 ? 
 
Exercice 4 : Combien y a-t-il des graphes orientés à quatre sommets ? 



Yin ! On peut représenter les divers états des mouvements

par des sommets et les passages d' un état à l'autre peu des
arcs . Arnd l'etat où le train se trouve à la position A

en suivent la "

direction f- donne le sommet At
.

Ainsi on obtient :

→ → →ŒÆ-Œ-
tu te

tu te
→ŒÆÆ←⑤

On remarque qu'une fois passé par
ou

on rentre dues au édetsfstronaioe ne permettent
pas d'emprunter le tronçon E .

On peut remarquer cela aussi par le graphe
réduit

donné à- dessous :
-
t t
FÂ Et

+



ü÷¥ " ¥:÷÷¥÷:÷¥÷:÷÷
B? ¥ ! à --¥ËÏ = rire. tout naO l 90

10 01

21Hypothèse de récurrence : B = 1 si et seulement
il existe

au chemin de vè vers j de K aves .

On démontrera la propriété per récurrence sur le nombre K .

La propriété est vraie pour E-1 On suppose
la propreté

vraie à l'ordre K et démontons le pour
Kf-1

.

Demonttous
.

⇒ : BK =p ⇒ ÎBÎ#Bejt ⇒ Je tel que

BÎÉI et Beja 1 .

⇒ -3 un chemin made i vers l de rares

(selon l'hypothèse de récurrence)
,
et l'arc flj ) .

⇒ -3 un chemin

de i vers j de vue aves composé de la concaténation de pur avec

Deux trous maintenant le réciproque : soit µ
un chemin de i vers

J.be rue arcs . Note l l'avant -dernier sommet du chemin .
selon l'ypoteese BE

,

=L et Bg > t ⇒ Brie .Bej-ÆÆBÏË?
s



La propriété énoncée ci-dessous peut directement
être déduite de la propriété du 2.1 et ignition de Btr

.

On remarque que pour Kane B.a = 13%-e .

En effet, on remarqua que Ni µ ijn,
alors nécessairement

King ? pour tout vent .
Rei proprement ni Minh ,je ,

deus il existe au chemin

de i vers j dieu plus rares
.

Selon le lemme de Koenig
ou peut extraire un chemin élémentaire de i msg,
donc il existe un chemin de longueur En -1 de

i vers j ⇒hB.n.r.hij-s.com
en déduit alors que

la suite Binant
Une suite constante à partir de A- n -1

,
donc on

en déduit que B. : li%Ba-B.me .

On remarque en revanche que le matrice BR m courge pas
vers un limite connu . FIN

On remarque que c-BT corresponde à la matrice
associée du même graphe mais avec les arcsinversés

.

On peut ensuite calculer c. de le

mime fegoa que
B
'et trouver ainsi les

ascendants à la place des descendants mais cela ne

presente pas beaucoup d'intéret puisque CHEF.



La méthode consiste à calculer BEBE
,
et

déduire les Camposentes fortement annexes d'un
seanet i en lisant la ligue i (descendants )
et colonne i (ascendants) . Clairement la

complexité de la méthode réside dans le calme

BKBL-gt-I-B-Bt-r-t-B.tt . Chaque terme de le
somme

,
B
"

,
peut être calculé com BK B

.

Donc chaque terme de la somme coute
"

au produit
matricielle " = 0fr31. de complexitéglobale serait
alors de car le reste des questions
(déduction des composante fortement couaexe)
correspond à la lecture d'une matrice , donc 047.

Il suffit de dédoubler les eues dugraphe Initial,
c'est-à-dire pour

tout eue Cig dans le graphe co

mettre Cig) e fois dans ungraphe G. Ensuite il

peut être vérifiée facilement que les composantes
connexes du graphe G coincideet avec les

Coynoseutes fortement connexe du prendre G
"

.



On dénature la validité de la relation par
récurrence sur le nombre K

.

Le relation est venue pour KI :#B) E- It?
Supposent la relation vraie pour K et démontons la

peur Kat : FITBÎIFITBÎETB) =
⇒FIIBTÉE - - - l-BYEtBY-I-B-B-BEBE.rs - tBÎÆK¥
-
relou léhgpottèe de neuneuce

= It Be BE _
. . + Bkx BÆ" au BEBEB

"

pourtat.kcaviewep.tk/huepeiateuvboole'-
Ensuite

,
on remarque que Bet It B , Ben TaftB)?

B ÆÂÊÂ BÎ . . . Bert e-est +BÎÏ Ou pauvre ale?
jarreter au premier K tel que 2

"

, nu. ⇒ ans, loge car
nous savons

que BÎIÎB"= Bine peur
tout R tel que 2

"

? ht.

Donc on peut déduire qu' il faudra known calcul de Biyik
⇒ Il faudra allez calcul matricielle pour obtenir B' donc Complexité

globale est de 0 (m? logan) au lieu de oculi) .

B
"
donnera le membre de chemins de longueur K .



tout quepue composé des graphes ci - dessous est au papa
Medien de degré 1 .

tout quepue composé des graphes comme ci - dessous est au papa
Medien de degré 2 .

§-⑥-
" -0g ①

Il y a exactement 216=65536
En fait il y a au plus 16 rues différents ( boucles comprises ) .

Alors les graphes qu'on peut construire différent entre eux des ami qui
les composent ,

donc il y a autant de graphes different que de

sous-ensembles d'arcs qui pourront être créés avec 16 arcs
.


