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RO03           TD n°4   

Problème Graphe Biparti et bicoloration:  

On UaSSelle TX¶XQ gUaShe G=(X,U) eVW biSaUWi Vi WRXWeV VeV aUrWeV RQW XQe e[WUpPiWp daQV XQ 
sous-ensemble X1 eW l¶aXWUe e[WUpPiWp daQV X-X1. L¶algRUiWhPe BIPAR(G) a SRXU RbjeW de WeVWeU 
si un graphe G connexe est biparti. 

Algorithme BIPAR(G) :  
{-1- Initialisations} 
LLUe XQ gUaShe cRQQe[e G=(X,U); ^LQLWLaOePeQW aXcXQ VRPPeW Q¶eVW cRORUp` 
colorer le sommet 1 en rouge; 
initialiser le booléen BIPARTI à VRAI. 

{-2- Examen des sommets colorés} 
TaQW TX¶LO e[LVWe XQ VRPPeW L cRORUp eW QRQ e[aPLQp faLUe  
Début  
 Si i est rouge alors  
  pour chaque voisin j de i faire  
   Début 
    si j est rouge alors BIPARTI=FAUX 
    si j est non coloré alors colorer j en vert  
   Fin 
 sinon { i est vert alors } 
  pour chaque voisin j de i faire  
   Début 
    si j est  vert alors BIPARTI=FAUX 
    si j est non coloré alors colorer j en rouge 
   Fin 
Fin  
{-3- SRUWLe de O¶aOgRULWhPe` 
SL BIPARTI = VRAI aORUV pcULUe ³G eVW bLSaUWL´, VLQRQ pcULUe ³G Q¶eVW SaV bLSaUWL´.. 
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Question 1: FaiUe WRXUQeU l¶algRUiWhPe VXU leV gUaSheV G1 et G2. On rapportera les couleurs pour 
    chaque itération de la boucle. 

Question 2: OQ cRde le gUaShe G=(X,U) SaU la PaWUice A aVVRcipe, c¶eVW-à-dire : si (i,j) est une 
arête     du graphe alors aij = aji =1 , sinon aij =0. 

  (a) Quels tableaux supplémentaires sont-ils nécessaires pour BIPAR(G) ? 

  (b) QXelle eVW la cRPSle[iWp UpVXlWaQWe de l¶algRUiWhPe ? JXVWifieU. 
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Question 3: Proposer de façon explicite une meilleure structure de données. Que devient la 
complexité ? Justifier.  

Question 4: (CeWWe TXeVWiRQ eVW iQdpSeQdaQWe de l¶algRUiWhPe) 

 MRQWUeU TX¶XQ gUaShe eVW biSaUWi Vi eW VeXlePeQW  V'il eVW bicRlRUable. 

Question 5: (CeWWe TXeVWiRQ eVW iQdpSeQdaQWe de l¶algRUiWhPe) 

 MRQWUeU TX¶XQ gUaShe biSaUWi Qe cRQWient pas de cycle de longueur impaire. 

Question 6: Quelles sont les propriétés des sommets colorés en rouge et en vert au cours de 
l¶algRUiWhPe? JXVWifieU. O� iQWeUYieQW la cRQQe[iWp ? 

Question 7: MRQWUeU la YalidiWp de l¶algRUiWhPe. EQ dpdXiUe la UpciSURTue de la question 5 dans le 
cas connexe. 

Question 8: Comment proposez-YRXV de PRdifieU l¶algRUiWhPe SRXU WeVWer si un graphe 
quelconque, c¶eVW-à-dire non nécessairement connexe est biparti? 

Question 9: Le SURblqPe de cRlRUaWiRQ PiQiPale d¶XQ gUaShe TXelcRQque est NP-difficile. 
Existe-il un algorithme de complexité polynomiale permettant de le résoudre ? 

Exercice 1 :  

MRQWUe] TX¶XQ gUaShe eVW XQ aUbUe Vi eW VeXlePeQW Vi il e[iVWe XQe chavQe plpPeQWaiUe eW XQe VeXle 
entre chaque paire de sommets. 

Exercice 2 :  

Soit G un graphe non orienté à n sommets et m arêtes. Les arêtes de G sont notées u1, u2 .. um. 
Gi= (V, Ei), est le graphe formé des arêtes u1, u2 .. ui. On pose G0= (V, )). 

Question 1. Quel est le nombre de composantes connexes de G0. 

Question 2. On note C(Gi) le nombre de composantes connexes de Gi. Montrer que  

C(Gi) = C(Gi-1) ou C(Gi) = C(Gi-1) ±1. 

Question 3. Interpréter le cas C(Gi) = C(Gi-1), puis le cas C(Gi) = C(Gi-1) ±1. 

Question 4. MRQWUeU TX¶XQ gUaShe cRQQe[e a aX PRiQV Q-1 arêtes. 

Question 5. MRQWUeU TX¶XQ gUaShe VaQV c\cle a aX SlXV Q-1 arêtes. 



BIPARTI CURAI
R 1) somme Æ 1 Rouge
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✓ 3 devient rougeR 5) examen du sommet 5
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v
61 examen du sommet 2

BIPARTI = FAUX

R 7) examen du Sommet 3
R V

BI PARTI = FAUX

R 8) examen du Sommet 4

BIPARTI ZFAUX
R

v conclusion Gentes pas biparti
-

En appliquent l' algorithme sur 62 on obtiendra la

coloration donnée ci-dessus
. couclusreucozestbipevti

a) On aura besoin d'un tableau
"

couleur "

peur
Steven les couleurs données aux sommets

et une pile enfile pour stocker les

sommets colorés mais non examinés .

b) duplex -4¥ initialisation → lecture de A =D 2)
-

4 Examen des sommets : Examen d'un sommet

Êâ¥Ëé¥.AM#p::iea?eud;yerE::mEeEEifaeoE?yon .

.

B) sortie de l'algorithme 0ff



Le graphe initial est un graphe non orienté G- (xie) on considère

le graphe orienté ttzcx, ce + à ) où pour toute arête (iyj on associe
l' arc fiej) et §, M .

Ensuite au code ce nouveau graphe avec les

fils a, ps , et on obtient une complexité globale de OK?
La phase d'initialisation coûterait 0@+m) nom
d'examen d'un sommet ê coûterait 0@te;), donc
le ceaplexité de la phase 2 coûterait

⑧ÊTÊ Cm1
.

⇒ couplent glosée 041 .

n

On démontrera que
↳ est biparti⇐ G est bidule

G est biparti - s 3- une partition des sommets en Uz et U2

tel que
toute arête a un sommet de ces v1 et l'autre

dans v
,
⇒ cette propriété implique qu'on peut couver

les sommet, deus Vr
,

avec Rouge et ceux deces Ue
en

vert et cette coloration est valide .

Vice - versa
,
si le graphe est

bicolores le
, supposons

en rouge et en vert , alors notons les sommets rouge
Vs et les verts Vr

,
ce qui donne une partition

valide puisque aucune arête ses deux
extrémités rouge (dans Vp en vert (dans Vrt



Dans un graphe biparti toute arête a une extrémité dans uneperte
et l'autre dans le 2ème partie , donc texte chaine a ses

bennes successives alternativement dans une et l'autre

partie * Par conséquent toute chaine ayant son origine
et sa destination de ces le même partie estforcement
de longueur poire . Or, tout cycle a forcement 1er
origine a sa destination

,
donc dans le mêmepartie

⇒ tout cycle est donc de longueur paire ⇒
pas de cycle de longueur impaire .

Le propriété est la suivante : Pour tout sommet rouge
(respectivement vert) il existe

une chaine de longueur
paire Cvespectivemeut impaire) depuis le sommet1

.

Cette propreté
'

peut être démontrée permanence sur
le nombre K d'cterations de la boucle principale de l'algorithme
sort E- 1

.
⇒ seulement le sommet 1 est coloré en

rouge , donc lepropriété est *raie .

Supposons que le propriété est vraie après les Kpremières
itérations

. Supposons que le de le Kee - ème itération On

examine le sommet à coloré en rouge .

#as les nouveaux
Pour ces nouveauxsommets colorés seraient verts .

.

Sommets colorés
,
notons un tel sommet f , il existe une

chaine de langueur impure composé d'une chaine de toi
de longueur paire ( hypothèse de remmenée * arrête .

-

de même raisonnement peut être fait vii. est un sommet vert .



de connexité garantie qu'
à la fin de l'algorithme

tous les sommets sont colorés .
En effet, revenons peu

absurde et supposons qu'
il existe au sommet £ non

coloré à la fin de l'algorithme . Puisque le graphe
est connexe il existe Nous une chaine de 11 œvsj.
Parcourons cette chaine en commencent peu le

sommet 1 et mètres par Ü le dernier sommet

coloré et l ( le sommet suivant dans la chaine) serait
le premier sommet non colorée de la chaine

.
Or
,
le remuer

l aurait du être coloré lors de l'examen du sommet è

(ou rappeléque tout sommet coloré est examinée àeefiudeldgq
①-%

.

Le fait que le sommet l devrait être coloré à la

fin de l'algorithme conduit à une contradiction puisque

l est un sommet non coloré. Fin de la preuve .

Pour montrer la validité de l'algorithme il faudra qu'on montre

que si le vtie de l'algorithme est :
"

G est biparti
" alors

le graphe G est vraiment biparti et quand la sortie est

•

Ce n'est pas biparti
" alors le graphe G ne peut pas être biparti.

Clairement, On affiche
"

G est biparti
"

si à la fin de l'algorithme
la variable

"BIPARTI
" n'estgenets mise à FAUX, donc quand

on arrive à colorer le faophe avec 2 couleurs .

Selon la
QL
,

ce graphe est der biparti .
Ensuite , si on la fin de l'algorithme

"BIPARTI-_ Faux
alors cela est arrivé seulement dans deux cas :



Ces 11 . Quand on examine au sommet i rouge et
on découvre qu'il a au voisinj qui estdeja coloré
en rouge . On en déduit qu'il existe au cycle de

prive

①-
se longueur impaire .

µ (voir la figure) .

¥40rouge SE.GE#p:side:Yoi?
Le même raison eurent peut être suivi pour le
cas 21 .

Nu
①

veut

-⑧ veut

Ou en déduit que élégante est valide .

Pour le réciproque de la 0ns
,
on raisonne comme six

,

Soit ce un graphe sous cycles de longueur importe .
Alors

si on applique
l'algorithme BIPAR@) alors les

cas 1 et 2 ci-dessus neparentsmers se

produire , donc BPARTI = vrai ⇒ c. est biparti.

Il suffit de tester l'algorithme BIPAR San chaque composante
connexe du graphe.

Selon la conjecture de la théorie de la complexité P# NP on

peut alors déduire que le problème de coloration minimale d'un graphe
quelconque n'admette pas un algorithme de complexité polyamide .



Le définit en donnée dans le pel copié : un arbre est un

graphe connexe et sans cycles
T #④ V

|feHquekµapmestcoumxedefeHquerqaeetsæusqimplique qu' il existe une chaine entre 'Mmm qu'il ne peut pas y avoir

chaque paire de Sommet , deux chaines distinctes reliant une peine

|deSommtcencehdaaæTuacy

Il existe une et une seule chaine élémentaire entre Cheyne peine de sommets
.

g) il y a n composantes connexes dans Go

chaque sommet de une une composante connexe
.

On) Quand on rajoute l'oie ni dans Gigi l y a deux cas

de figure : les extrémités de ni se trouvent dans à même

composante cortex dans ça ,
ce qui donne ceci ) -_ CCG i.D;

2) les extrémités de cri se trouvent dans des

composantes Teunexes différentes de G.⇒ ⇒ C(G) = e.e) -1 .
Onz) ( Gif ( ( Gi - e) correspond au cas oû rajout de eu: creer

un cycle desms Gi-e ,
tandis que dans le cas C.Cbi) = Clair) -1

correspond au fait que l'ajout de ni dans Gi-e ne crée pas de cycle .

② a) pour obtenir un gaps connexe à partir de Go il fendre au moins

µ - ragoûts d'arcs fu , ne créent pas de cycle car ai chaque
'

ajout oni diminue par y
donc on panne de C Cobo ) en à 1 composante ⇒ au moins n-Laves .

QQ) Peur ne pas crier de cycle il faudra qu'on diminue le nombre de Composantes
connexes et puisqu' on ne peut pas descendue au dessous de .be , il faudra au plus h - fans .


