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ROO3 TD N°7

Exercicel: On se propose de résoudre le probléme de décodage suivant :

SEND
+MORE

MONEY

Sachant que les lettres représentent des chiffres distincts compris entre 0 et 9, et que M et S ne
sont pas nuls, donner la solution a 1'aide d'une arborescence et montrer son unicité.

Exercice 2: Méthode de Little :( extrait de ROSEAUX)

Un représentant de commerce doit se rendre de la ville A ou il réside dans quatre autres villes
pour visiter les magasins clients de la marque qu’il représente. Il désire passer une et une seule
demi-journée chez chacun de ses clients et revenir a sa ville de départ A. La durée du trajet entre
deux villes I et J est mesurée en demi-journées et dépend de la circulation routi¢re dans le sens 1J
et JI. Le tableau donnant ces durées n’est donc pas symétrique.

A B C D E
Alc|2|1(3]4

T=(@j))= B |[1|c|6]|5]|7
C |43 8|2

D |5(7|4 ||l

E [2]3 2 |«

Calculer le trajet de durée minimale passant une et une seule fois par chaque ville.
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Nous allons introduire une arborescence pour résoudre ce puzzle. Ecrivons les équations en appelant
X1, X2, X3, x4 les retenues des additions. On a nécessairement {x{, X2, x3, x4} € {0, 1}.

X4 X3 X2 Xi
s E N D
M 0 R E

M 0 N E Y RNz lo+H#L

e Re i = =) 2=8 =2
Et donc le systeme-diéquations : %3 st

(1) Une implication directe est

=10x; +Y 1)
+R+x1=10x2+E  (2) M= 1; il reste donc 4( N+R+x;=10x+E | (2)
]\E - GiN) ()  cquations E+O+xy=- 1037 3)
S+M+x3=10x4+0 4) S+x3=9+0 4)
x4=M = [\ )
——

Sexe =50 Comine D
N LS \,0’(7 éﬂ

ety - 9

On note ici que S=8 ou S=9 a cause de I'eq. 4.
Ensuite, S=8 est impossible car cela donne O=0, x3=1 et dans I'ég. 3 on
aurait E+x2=10+N, ou le 2éme terme est >= 12 tandis que le 1er est <=10.

6:.— 0 Ici, O ne peut pas etre = 1 car il y a M=1.

X2 ne peut pas étre =0 car E+x2=N et E est différente de N.

R=9 impossible car la valeur de 9 est déja prise.

8,9) sont prises on déduit que 4<= D-Y <=8. On considére

@ ensuite toutes les valeurs prises par E.

\ Sachant que E+1=N, 10+Y=D+E et que les valeurs (0,1,
-

E=2 E=3 E=4 E=5 E=6
N=3 N=4 N=5 6:} N=7
D-Y=8 D-Y=17 D-Y=6 D-Y=4
IMPOSSIBLE IMPOSSIBLE IMPOSSIBLE @: 7 IMPOSSIBLE
Car D, Y prennent des g;r(;i;%iez Z?%Slt;,”té ::si’t E\uséeglzespgts\s(ii)gi’té il reste a prendre
valeurs dans (4,5, 6,7) o0 impossible. donc impossible car 8 2,3,4,5

est déja prise. Y=2 N——



exercice 2 :

E E

La valeur d’un circuit hamiltonienest:z= ), Y tij Xij avec xjj = 1 si on passc du noeud i au noeud
i=A A

j et 0 sinon. tjj est la valeur de I’arc dans la matrice d’adjacence.

Posons TO = ( tlj )0 = tjj - aj-bj = tljo avec aj = min tjj pour ] et bj =min (tl/

0 ¢ 3 1:0 pe
DOHCZ-—E 2(a,+b_|+tlj )le—z Etl_] XIJ+E Za,xlj+ 2 ijxlj
i=A j=A .\ i=A j=A i=A j—A
v Z
Y Ke
[or 3 za,xl—zal xij et 3 szl— 25" 5(
i=A J—A J 2 J i=A }_A J J 4 4 ql
34 L e
Or ¢’est un circuit donc on ne repassb pas 2 fois au méme sommet donc z Xjj = Z xjj =1 25 ’
%0( 20 Const - N ¢
¥\7 i=A =A 7#
F E E E E
=5 Z=|Y Ztu xij\+| Za, +2, 1=y 22 ¥ a; +}_‘, bj ce qui correspond 2 une borne
(F \i=A j=A i=A A
inférieure dans-netreTas 8 ( cssous). A noter que tous les éléments de la matrice TO sont >=0.
Dans un premier temps on fait donc apparaitre les zéros :
A B C D E min A B C D E
Alol2 13 ]4]1 Alool X023 N(?:I'E: Toute solution
utilisant que les arcs
Bl1lleo|6|5]7}1 Bl0|oof5]4]|6 de valuations nulles
est forcément une
Cl4|3 [oo]®[2]2]= €2 | |eo . solution optimale.
D|5]6 40|11 D[4 ]|6]3 |cof0
b
E{213 1512 ]|co0}?2 EJO ) 310 6o
7 ; -0.,1 0 0 0 1

On a donc le noeud de départ SO qui représente toutes les solutions. On fait apparaitre les regrets, et
Pon sépare sur le regret maximum ce qui a pour but de limiter autant que faire ce peut les retours
arriére.

Notion de regrét :

Cherchons le regrét de chaque arc de valeur nulle (on a intérét & les emprunter car ils ne grévent pas la
valeur de I’évaluation de départ du circuit). Par exemple le fait de ne pas emprunter I’arc (B,A)
entrainerait le choix d’un arc de valeur au moins é€gale a 4 ( minimum de B vers un autre nocud) pour
se rendre de B a une autre ville et d’un arc de valeur au moins égale a O pour se rendre d’une autre
ville 8 A (minimum de toute autre ville vers A) puisque tout circuit hamiltonien emprunte un arc

incident extérieurement a B et un autre arcs incident intérieurement a A.

Une évaluation minimale du surcoiit engendré par le fait de ne pas choisir d’emprunter I’arc (B,A) est

donc donné par le calcul :

regrét de (B,A) ¢ min{tBjOJ+ min tiA(ﬁpour i#Betj#A.

min des entrants
de] -

min des sortants
del

Regret (I,J):ming{"t;(l,k)} + minK{ﬂ(,J)}



On calcule donc le rcgrctgur chaque arc de valuation nulle.

La procédure de séparation choisie est que I’on sépare 1’arborescence sur le choix d el’arc ayant le
plus grand regrét. En effet, on limite autant que faire ce peut les retour arriére en prenant 1’arc dont le
choix contraire entrainerait la plus grande augmentation du circuit hamiltonien.

En cours de développement del’arborescence on sera parfois amené a ré-évaluer ces valeurs de circuit
pasr défaut qui rapellons-le ne sont que des estimation par défaut des circuit hamiltonien que 1’on
devrait obtenir en développant le noeud ainsi valué.

On sépare donc sur I’arc (B,A) qui donne une évaluation par défaut du circuit hamiltonien de 12
(8+4). Ceci nous donne les sommets S1 et S2 (Cf. développement de 1’arborescence). Puis on
continue de séparer sur S1 ; en ayant préalablement éliminé le circuit parasite (I’arc (A,B) prend la

valeur o0). .

S1 B C D La borne associée a S1
N ZZ0QLHE est a nouveau calculée

- par les minimums des
_27 0|60 lignes et colonnes de la

D|S5 ]| 3]« |3]| matrice. Dans ce cas,

ces minimums sont nuls,
Eloofsje|= donc la borne est 8+0.

éliminant les circuit parasité ) = oo et (C,A) = oo car on a le circuit [B,A,C] en cours de
construction ; et S4 avec une évaluation par défaut de la borne de 13.

S$3B D E SSB E S5 B E
c(as Sk kP P
DS»DSDC})mpD“«»

E P35 b6 b knins

Depuis S3 on a le choix pour séparer entre (C,E) et (E,D), on choisira (E,D) pour raison pédagogique
car cela fait ré-évaluer la borne. On sépare sur (E,D), ce qui donne S6 avec une évaluation par défaut
de 14 ; et S5 pour le quel on élimine le circuit parasite (D,E) = oo, On a alors en construction pour S5
le circuit [B,A,C] [E,D] ; mais il n’y a plus un zéro par ligne et par colonne. Il faut donc faire
apparaitre des zéros. Cela signifie donc qu’au niveau de ce noeud le ciruit hamiltonien si il existe a
une valeur suprérieure a 1’évaluation par défaut qui a été faite & 1’aide des regrets qui ont permis
d’atteindre ce noeud ; on ré-évalue donc la valeur et on la stocke au niveau du noeud.

On sépare ensuite sur (C,E). On obtient un sommet S7, de valeur 13, avec un circuit en cours de
construction qui est [B,A,C,E,D] ; et un sommet S8 de valeur oo ce qui signifie qu’il est impossible
de constituer un circuit hamiltonien.

Depuis S7 il ne reste que (D,B) a choisir ce qui donne le circuit hamiltonien [B,A,C,E,D,B] qui est
de valeur 13. Donc il faut reprendre 1’évaluation du sommet S2 qui a une meilleure valeur par défaut
(12).



évatsation par défaut de la borne inférieure

numéro du nocud

évaluation exacte de la borne inférieure
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On repart donc de S2, on élimine le circuit parasite (B,A) = oo, puis on fait apparaitre les zéros (ce qui
augmente le cofiit de la solution finale), en comptant le regret de ne pas prendre (B,A).

S2 A B C D E min S2 A B C D E
Al w03 2] 3 AleTJO ot [2]3
B |ow | ]| s |4]6]|@ B[ [e] 1 ]o]2
c[Zlo =560 cl 2P| =]6 |
D|4|s |3 ]|e«]o D |4 |5]|3]|«]|03
E[0 @] 3 |02] = E[2 |0 ]3] 0]~

Puis on choisit (D,E) et on élimine le circuit parasite (E,D) = oo, ce qui correspond au noeud 9. Le

noeud 10 correspond au fait de ne pas choisir (D,E) ce qui donne un regret de 15. B DEA
B_»M S9 A B C D s11 B C S13 B C
0\ ) o |00 ol | B A sD| ® A w ()
C 02 | o C 0> 5
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B
} 2 ] 02| E | | 3
E|0 a3 |&
Le regret maximum est alors (B,D), on choisit donc cet arc et on élimine les cicruits parasites (D,B) =
oo ¢t (E,B) = 0. Ceci donne le circuit en cours [B,D,E] et une évaluation de 12 pour le noeud S11 et

une évaluation de 15 pour le noeud S12.

On développe S11 en S13 et S14. Ce qui correspond au choix de (E,A) avec des évaluations de 12 et
17 respectivement. Pour S13 le circuit en construction est [E;,e. On interdit I’arc AB.

Enfin, on développe S13 en séparant sur le choix de (A,C), ce qdi Jonne d’une part S15 d’évaluation
12 et S16 d’évaluation co donc c’est impossible. Il reste a choisir (C,B) ce qui donne le circuit
hamiltonien [A,C,B,D,E,A] de valeur 12. Aucune évaluation par défaut des sommets non développé
ne donnant de meilleure borne on a donc atteint I’optimum.
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