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Lexpérience de Fourier

Modele mathématique, Théorie analytique de la chaleur, 1822

Un anneau de métal est chauffé a blanc a I'aide
d’une flamme placée sous sa section a § = 0.
Lanneau est ensuite placé dans le sable et on
observe sa température en fonction du temps.

On suppose que la température est uniforme
dans la section et ne dépend que de # et t, on la
note u(6, t).

Le bilan énergétique donne I'équation aux
dérivées partielles
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Lexpérience de Fourier

Modele mathématique, Théorie analytique de la chaleur, 1822

S. Mottelet (UTC)

La symétrie impose u(0, t) = u(—0,t), et sion

note f(0) la température a t = 0, on peut écrire

ainsi le systeme complet :

ou 0%u
E‘dw? 0,6 €]0,n[, t >0,
ou
80((”) 0, t>0,
( f)=0,1t>0,

( 0) = £(6), 6 < [0, ],

N A _ A
ouonanoté d= R 0.
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Lexpérience de Fourier

Modele mathématique, résolution de I'équation
On résout tout d’abord 5 52
u u
— —d—=0,0¢€]0 t>0 1
8t 802 ) 6] 77T[7 > ) ( )

sans tenir compte de la condition initiale et en cherchant u a variables séparées,

u(d,t) = g(0)h(t).

(2,3)=d(0)=d'(n) =0,

(1) < g(O)H (1) — dg” ()A(t) =0, ¥6 €10, 7], vt > 0,
g//(e) - lhl(f) i
9(0) dh(t)’ v €]0, ], vt > 0.

Les deux termes dépendent de variables différentes il existe donc a € R tel que

g'0) _ ,_1H(0)
9(9) d h(t)
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Lexpérience de Fourier

Modele mathématique, résolution de I'équation

L'équation %% = adonne directement h(t) = Cexp(adt) donc a <0

@a=0

g"(0) =0=g(8) = a+ 6, avec 3 =0,
H(t) = 0 = h constante

Premiere solution : u(4,t) = «, V0, Vt.
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Lexpérience de Fourier

Modele mathématique, résolution de I'équation

@ a<0:posons a= —w?, avec w > 0.

9" +w?g=0= g(h) = acoswh + Bsinwd, avec 3 = 0.

La condition au bord g’(7) = 0 impose —aw ssinwm = 0, donc w = n, ou n € N* .

Donc g(6) = « cos nf est solution pour tout n € N.

On en déduit h(t) = C exp(—dn?t) et une famille de solutions de (1,2,3)
un(6, t) = vy cos(n) exp(—dnt),

ou ap, est une constante arbitraire et n un entier naturel.
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Lexpérience de Fourier

Modele mathématique, résolution de I'équation

@ Ajout de la condition initiale :

On cherche u solution de (1,2,3,4) sous la forme d’une série

u(d,t) = Z o cos(nb) exp(—dn?t).

n>0

Par linéarité u est solution de (1,2,3) et pour t = 0 on a I'équation

u(9,0) = " ancos(nb) = f(6), ¥ € [0, .

n>0

La convergence de cette série et le sens de I'égalité entre f et sa limite
sont I'objet de I'analyse de Fourier!

S. Mottelet (UTC) MT94/AF

7/16



Lexpérience de Fourier
Modele mathématique, résolution de I'équation

En supposant que la série

f(0) =) _ avncos(nd)

n>0

converge, on peut procéder formellement et calculer ag : comme [ cos(nd) d6 = 0 pour
n > 0, on obtient

1 s
=— | f
o0 = /O (0) do,
c’est la température moyenne.
Remarque : on a
1 (7 1 T
1 /0 u(o, )06 = 13" apexp(~aiPt) / cos(n) df = ao,

g n>0 0

la température moyenne ne dépend pas de t!
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Lexpérience de Fourier
Modele mathématique, résolution de I'équation

En supposant que la série

f(0) =) _ avncos(nd)

n>0

converge, on peut procéder formellement et calculer a, pour k > 0 : on multiplie I'égalité
par cos(kf) et on integre :

/O7r f(0) cos(k) db = Z an /07r cos(n@) cos(kA) db.

n>0

Comme |, cos(nd) cos(kf) df = 0 pour n # k, on obtient
/ f(0) cos(kf) d = ak/ cos?(k6) db,
0 0
et comme pour k > 0, 4 cos?(k#) df = 5, on a

oy = % /0 () cos(k0) do.
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Lexpérience de Fourier

Modele mathématique, résolution de I'équation
Exemple pour 0 < A < 7 :

|, sifge[-)\A],
0, sinon.

A
aozlf (1-9do=2
7 Jo A 2

2 A —COs!
an=2 /0 (1 %) cos(nf) df = 20=<x(m)
LA 2 1 — cos(n\) 5
La série o + v nE>0 — Q2 cos(nf) converge-t-elle vers f 7
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Lexpérience de Fourier

Modele mathématique, résolution de I'équation

Lanalyse de Fourier lui permet d’expliquer ce qu’il observe :

< en mesurant la température en fonction du temps en différents points de I'anneau, son
état ne tarde pas a se confondre avec celui pour lequel les écarts de température des
différents points par rapport a la moyenne sont proportionnels au cosinus de I'angle qui
mesure la distance a l'origine, la disposition initiale n’apportant aucun changement a ces
résultats >

En effet, si on néglige les termes pour n > 2, on a

u(f,t) ~ ap + aq cos B exp(—at).
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Lexpérience de Fourier

Modele mathématique, résolution de I'équation

Exemple pour 0 < A < 7 :
[ 1, sife [N,
H0) = { 0, sinon.

1 A
ag = ;; d/r 619 = ;;,
0
2 A

2 .
ap = —/ cos(nd) df = - sin(nA).

™Jo

A 2
La série — — sin(nA né) converge-t-ell rs f?
aseleWJr;Omsm( ) cos(nf) converge-t-elle vers
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Séries de Fourier

Résultats et notions essentielles

Les travaux de Fourier sur I'équation de la chaleur ont donné naissance a une branche
des mathématiques appliquées dédiée a I'approximation des fonctions par des séries.
Les applications sont multiples, par exemple la compression de signal (son, image, etc.).

Définition
On appelle polynéme trigonométrique ou série de Fourier une fonction périodique de
période T définie par

n
Pn(x) = % + Z ay cos(Kwx) + by sin(kwx), w = 2%
k=1

La convergence de cette série de fonctions doit étre définie de maniére rigoureuse.
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Séries de Fourier

Résultats et notions essentielles

Soit (f,) une suite de fonctions f, : E — R définies sur un ouvert E C R. La convergence
de (f,) vers une limite f : E — R peut étre définie de différentes manieres :

Définitions
On dit que (f,) converge simplement vers f si
Ve>0,Vxe E,aNeN,Vne N, n>N=|fp(x) - f(x)] <e.

On dit que (f,) converge uniformément vers f si

Ve>0,INeN,Vxe E,Vne N, n> N = |fp(x) — f(x)| <e.

Exemple : f, :]0, 1[— R définie par f,(x) = x" converge simplement vers la fonction nulle
sur ]0, 1[, mais pas uniformément.
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Séries de Fourier

Résultats et notions essentielles

Question : peut-on écrire toute fonction périodique f comme la limite d’'une série de Fourier ?

Théoreme (Dirichlet, 1829)

Soit f une fonction périodique de période T et telle que
@ les discontinuités de f sur [0, T[ sont en nombre fini et de premiére espéce,
@ en tout point f admet une dérivée a gauche et a droite.

Alors la série Sy(x) = 2 + "4_; a cos(kwx) + by sin(kwx), ou

or 2 (T 2 [T _
=2 = / F(x) cos(kwx) dx, b= 2 / () sin(kwx) d,
T T/ T/

f(x), si f est continue en x,
converge vers une limite S définie par S(x) = ¢ f(x*) + f(x™) sinon
2 ’ '

La convergence est uniforme sur tout intervalle ou f est continue.
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Séries de Fourier

Phénoméne de Gibbs

N =200
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Quand f n’est pas continue, aux points de discontinuité les limites a gauche et a droite de
la limite de la série ne sont pas celles de f, cela a été découvert par Wilbraham (1848),
constaté par Michelson (1898) sur sa machine a sommer les séries de Fourier puis
redécouvert par Gibbs (1899).
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