MT09-A2020 — Examen médian — Questions de cours
Durée : 30mn. Sans documents ni outils électroniques — Rédiger sur l’énoncé

NOM PRENOM : Place n°:

ATTENTION, il y a 3 exercices indépendants pour cette partie questions de cours!

Exercice 1 (baréme approzimatif : 2.5 points)
Soit A € M,,,,(R) une matrice symétrique réelle (n > 0). Soit une base orthonormée (y;);=1,...», de vecteurs
propres associés aux valeurs propres (A;);=1,..., pour A. On suppose que les valeurs propres sont ordonnées :

A1 <

1.

< A

Que vaut yiTyj pour i,5 =1,...,n?

Réponse : comme (y;)i—1,.., est orthonormée, on a yly; =0sii+#j, et ylyi=|lyill3=1. O
En utilisant la base (y;)i=1,... n, calculez 2T .

Réponse : on décompose = dans la base (y;);=1,..» : il existe des uniques ;,j =1,...,n tels
que z = > ", &y;. Comme la base est orthonormée, on trouve : ele=%" > i &&ylyy =

PP

Calculez zT Az.

Réponse : comme y; est vecteur propre pour la valeur propre };, il vient par linéarité de

A Ar = Y0 Ay = Y07 A\j&y;. Do, comme la base est orthonormée, on trouve :
at Az =300 Y Gy = 2o Al O
TAx
En déduire : sup 7 < A\,
z#0 =T

Réponse : soit  # 0. En utilisant I’ordre des valeurs propres, il vient 27 Az < \, (Z?:I gf) =

AnzTz. Comme z # 0, on peut diviser par 27z = |z||3 # 0 et obtenir la majoration : 'T;Téf <A
vraie pour tout z # 0. On a un majorant de “"IT";”” indépendant de = # 0. On passe au sup a
gauche qui est le plus petit des majorants pour obtenir le résultat. O

Exercice 2 (baréme approzimatif : 2 points)
Soit une matrice A € M,,,,(R) pour n > 0 une matrice symétrique définie positive.

1.

Mountrer que toutes les sous-matrices principales de A, notées [A]x pour k = 1,...,n, sont symétriques
définies positives.

Réponse : revoir la définition de SDP. Soit k fixé dans {1,...,n}. Il est évident que [A]; est
symétrique. De plus pour y € R”, si y # 0, alors

Yy
k k 0
y Ay = Z Zyiaijyj =[70...014| . | >0,

i=1 j=1 .

0
Yy
0

car A est SDP et z = | . € IR" est non nul. O

0

Déterminer le noyau d’une matrice symétrique définie positive.

Réponse : soit z € Ker(A) ot A est SDP. Alors Az = 0, ce qui implique 27 Az = 0 et donc
2 =0. Donc Ker(A) = {0} et A, carrée, est inversible. U
Conclure sur la faisabilité de la factorisation A = LU.

Réponse : soit A SDP, donc toutes ses sous-matrices principales sont aussi SDP donc
elles sont inversibles. C’est une CNS pour que la factorisation A = LU soit faisable sans
permutation. L]



Exercice 3 (baréme approzimatif : 2.5 points)

1. Définir ’ensemble des flottants F19. On expliquera ce que signifient les constantes ¢, L et U (notations

du cours).

Réponse : cf. cours. ]

. Donner la valeur de €mach,10-

Réponse :  emach,10 = 31071, O
. . . . N — =2 1 | | —2+¢

. Soit un réel € > 0. On étudie le systéeme [ 1 55 ] [ . } = [ A5 } .

Effectuer I’élimination de Gauss en arithmétique exacte sans permutation.

Réponse : le déterminant de la matrice vaut —5.5¢ + 2, donc la matrice est inversible si
e < 5%, ce qu’on suppose.

_ 7613172582 = —2+4c¢
Av=b { (55— 2)wy = 45+ =2 @
—ex1 — 29 = —2+4¢
A { (55— 2)zy = 552 @)
= z= [ 71 ] :

. On suppose que ’on travaille en flottant en base 10 avec 3 chiffres significatifs et on prend ¢ = 1073.

Calculer —2 @ e.
Calculer 4.5 & (@)
Calculer 5.5 6 %

(a)
(b)
(c)
(d) Résoudre le systéme en arithmétique flottante. On fera attention & bien décomposer les étapes. Pour

information, fl 200 = 1.01.
199

Réponse : on fait les calculs flottants en faisant les arrondis au plus proche & 1073 pres :

20e = fi(2.00— 0.001) = fi(1.999) = 2.00 = 2
—2 2.
e a9 Z 900 x 10° = —2000
g g
—2®¢ 3
450 (— = I(4.50 — 2000) = —f(1995.5) = —2.00 x 10° = —2000
2 f
556= = (550 - 2000) = ~(1994.5) = ~1.99 x 10° = 1990,

donc on trouve en arithmétique flottante

— = —€7, 02T, = —2.00
Ar=b { ~1.99 x 10%%, = —2.00 x 10°
— Ty = fi(332) =1.01
€71 = 2.000 272 = fi(2.00 — 2.02) = —2.00 x 1072
e z_ | 200
T 1o |

Il y a une erreur catastrophique.

Note : si on va trop vite, et qu’on commute les additions (donc qu’on utilise (2) au lieu de

. [0.00
(1)), on obtient ¥ = [ 1.00 } O



MT09-A2020 - Examen médian
Durée : 1 heure.
Polycopiés de cours et scilab autorisés - pas d’outils numériques

Qu‘estions de cours déja traitées : environ 7 points. )
REDIGER CHAQUE EXERCICE SUR UNE COPIE DIFFERENTE!

Exercice 1: (baréme approzimatif : 8 points) CHANGEZ DE COPIE

Il est possible de traiter une question en admettant les résultats précédents.

Soit n un entier strictement positif et soient deux vecteurs a € R" et b € R ! .
On s’intéresse & la factorisation de Cholesky A = CCT d’une matrice A symétrique définie positive et

tridiagonale de M,, ,(IR) définie par :

ay b1
b1 az bo
bg as b3
A =
bn—2 Qp—1 bn—l
bnfl Gnp,
On notera Cj; la jeme colonne de C.
1. Rappeler les propriétés de C.
Réponse : C est triangulaire inférieure et ¢;; > 0 pour tout i =1,...,n. O

. Par identification de la premiere colonne de C, montrer que C; est de la forme C; = (c1,ds,0, ...,0)T et
exprimer les valeurs de ¢; et dy en fonction de a; et by.

Réponse : Comme A est SDP, on sait que la factorisation A = CC7T est possible, donc toutes
les opérations sont faisables. On peut travailler élément par élément. Je préfere travailler
directement sur toute la colonne.

On calcule la premiére colonne de A : A; = C(CT), = C(C))T = C(c11e1) = Cic1,1, ol les g
sont les vecteurs de la base canonique de R". Par identification, on trouve : ¢;; = /a; car

c% et ¢;; =0 sii> 3. Finalement :

,

c11>0,c1 =

Cy = (c1,dy,0,..,007  avec ¢ =+/a; et da(= C21) = —.

[
. Par identification de la deuxiéme colonne de C, montrer que Cs est de la forme Cy = (0, ¢, d3,0, ..., 0)T
ou l'on exprimera ¢y et ds.

Réponse : On calcule la deuxiéme colonne de A : Ay = C(CT)y = C(Cy)T = C(ca 161+ canes) =
Cico1 + Cacaa.

I1 vient pour la premiére ligne : b; = ¢y 1¢21 + 0, ce qui est vrai (cf. Cy).
Il vient pour la deuxieme ligne : as = cg,l + 0572.
Il vient pour la troisieme ligne : by = 0 + c32¢22.

I1 vient pour la iéme ligne : 0 =0+ ¢;2c22 si i > 4.

Par identification, on trouve : c22 = /a2 —c% p car cao > 0, c32 = 6222 et c;o =0 sii> 4.
Finalement :

/ b
CQ = (07027d3,0, ...,O)T avec Cy = ag — d% et d3(= 83,2) = j

C2
. Montrer par récurrence que les colonnes C; de C s’écrivent sous la forme :
C; =(0,...,0,¢j,d;41,0,...,0)T, ot I'on exprimera c; et d;1.
Réponse : On montre par récurrence que pour tout j=2,....,n—1lon a:

C; =(0,...,0,¢;,dj41,0,...,0)T, avec c;(=cj;) = y/aj — d? et djj1(=cjqr1;) = i—: C’est vrai pour

j =2. On suppose que c’est vrai au rang j — 1 et on montre que c’est vrai pour j.



On calcule la jéme colonne de A : A; = C(CT); = C(C;)" = C(dje;_1 + ¢;5¢5) = Cj_a1d; + Cyej .

Donc :
0 0 0
0 0 0
bj—l Cj—1 0
Aj=1| aj | =dj| dj |+e¢is| ¢
b, 0 Cj+1,j
0 0 Cj+2,j
0 0 Cn,j

Il vient pour la (j — 1)éme ligne : b;_; = d;c;_1, ce qui est vrai par hypothése de récurrence
(Cf. Cj—l)-

I1 vient pour la jéme ligne : a; = d? + cij.
Il vient pour la (j + 1)éme ligne : ¢4 ¢ ; = bj.
Il vient pour les lignes suivantes : ¢; jc; ; =0si¢>j+ 2.

Finalement, comme la matrice est SDP, a; — d? > (0 et on trouve pour j=2an—1:

S b
Cj = (O, .. .,O,Cj,dj+1,0, ...,O)T, avec C; = aj — d? et dj+1 = Ci

J
On note que pour j = n, il vient en faisant des calculs similaires (“d,11” et “b,” n’existent

pas) :
T
Cn=1(0,...,0,¢c,)", avec c,=+/a,—d2.
En résumé, C s’écrit :

C1
dy ¢

ds c3 — R S
c1 = /a1, ¢; = 4/a;  J=2,...,n
C= . . avec I

O]

5. Ecrire une fonction scilab : [c, d] = choltridiag(a, b)
réalisant la factorisation de Cholesky d’une matrice symétrique définie positive tridiagonale (on fera no-
tamment attention & l'ordre des opérations).

Réponse : Une implémentation possible est :

function [c, d] = choltridiag(a, b)

n = length(a)
if length(b) ~= n-1 then error( tailles incorrectes’); end
tol = 1E-12;

¢ = zeros(n, 1); d = zeros(n, 1);

if a(1) < tol then disp(a(1)); error('A non SDP’); end
c(1) = sart( a(l) );

for ii = 2:n
d(ii) = b(ii-1) / c(ii-1);
cc = a(ii) - d(ii)*d(ii);
if cc < tol then disp(cc); error(" A non SDP"); end
c(ii) = sqrt(cc);
end
endfunction



6. Compter le nombre d’additions et de multiplications de cette fonction.
Réponse : Dans cette implémentation, il y a 2(n — 1) multiplications et divisions et (n — 1)
additions. En comptant la racine carrée, il y a donc 4(n — 1) + 1 opérations flottantes. O

7. Calculer la factorisation LU (on parle bien de la factorisation LU et non de Cholesky) de la matrice

2 0
A= )
2

(el R

2
5
Que constatez-vous ? La matrice A est-elle définie positive 7 Expliquer pourquoi.

Réponse : On fait la factorisation LU en identifiant les lignes et les colonnes (par Doolittle).
Comme A est symétrique, c’est équivalent a faire la factorisation A = LDL”.

1 0 0 d 0 0 1 Iy s
A=LDL" = [lpy 1 0[O0 do O] |0 1 |39
sr b2 1) \0 0 d5) \o o 1
dy lo,1dy I3,1d:
= lo1dy 13.1d1 + dy loqls31d1 + 13,2d2

Isady laalsadi+1sody 13 dy + 13 5d2 + ds

On trouve par identification (on ne travaille que colonne par colonne, car A est symétrique) :
di=a11 =1, lp1 =3+ =2, 131 = 3+ =0, puis
dg = a2 — l%yldl = ]., l372 = %(0372 — 127113’1d1) = 2, et enfin

ds = as,3 — (l;ldl + l%jgdg) =1, soit :
1 0 0 1 0 0
L=|2 1 0) D=0 1 0
0 2 1 0 0 1

En fait, on trouve la matrice de la factorisation de Cholesky avec C' = L, car D contient des 1
sur la diagonale : A= LDL” = LILT = LL”. On note bien que I’algorithme de la factorisation
LU (ou LDLT ici) est différent de I’algorithme de Cholesky, méme si le résultat est identique.

On conclut que A est SDP, car la factorisation de Cholesky est faisable. On aurait pu
appliquer le précédent algorithme de Cholesky adapté aux matrices tridiagonales. ]

Exercice 2: (baréme approzimatif : 5 points) CHANGEZ DE COPIE

Soit la matrice bidiagonale de M, (R) pour n > 0.

On rappelle que Zf:o 20 = 2P+l _ 1 si p est un entier.
1. Calculer I'inverse de A en résolvant Az = b pour b quelconque. On pourra faire une récurrence.
Réponse : Le systeme Ar =) est équivalent a :

xr1 — 2.172 = bl
To — 2£C3 = b2
Ax

!

Tp—1— 2Tp = bp_1
ZTp = by,

T, = by,
i =b+2x;41, t=1...,n—1

In:bn
n—i

Ty = E 2Jbi+j, iZl...,’ﬂ,—l
=0

— =A%



Cela se montre sans difficulté par récurrence décroissante : connaissant z;, on calcule

_ _ n—1iqqit+1 _ n—i+1 ok . .
Ti_1 =bj_1+2x; =bi_1+ ijo 2705 =3y 2"biyk—1, en faisant le changement de variable
k =7+ 1 dans la somme.

Finalement :
12 4 ... 2nt
1 2 ... 2n2
AT = :
1 2
1
[
. Prendre b = [~1; —1;...;—1;1]T, calculer = tel que Az =b. Que valent ||x||s et ||b]loo?
n—i—1
Réponse : pour ce b, le terme i de x = A~'b s’écrit : z; = — Z o) pon—i = _gn=ipjq49n—i =
J=0
Donc on obtient z = [1;1;...;1]T. Il vient : |z]|c0 = ||b]lco = 1- O]
. Prendre b = €[1;1;...;1;1]7, calculer éx tel que Adx = 6b. Donner ||§2|o et ||6b]|co-
Réponse : pour ce &b, le terme i de 6z = A~16b s’écrit : dx; = E(Z 27) = e(2"7 1)
7=0
Donc on obtient dz = €[2" — 1;2" 1 —1;...;22 — 1;1]7. Il vient : [|62|oc = €(2" — 1) et ||6b]o0 = €.
]

. Montrer que la premiére ligne de A=! vaut : (A7), =[124 ... 2"71].

Réponse : Voir réponse a la question 1. On peut également vérifier que (471)114 =T, ]

. Calculer [|Af|loo et [|A7||co- En déduire xoo(A), le conditionnement de A.

Réponse : On trouve [|A]|lc =1+2=3 et ||A || = Z;;OI 27 =27+ —1 (max atteint pour la
premiére ligne).

Donc xo(4) =3(2" - 1). O]
. Commenter les résultats trouvés.

Réponse : Le conditionnement de cette matrice croit trés rapidement avec n.

D’apreés le cours, partant d’un systéme Ax = b, que 'on perturbe en changeant le second
membre : A(zx + dz) = b+ 0b, on a ’estimation suivante :

[| 02| oo

1]l oo

10b)c
bl

C’est-a-dire que, si le conditionnement est grand, une petite perturbation relative sur le
second membre Jb peut créer de trés grande moditification relative sur la solution (un grand

ox).

C’est le cas ici : une petite perturbation sur b (”Hébb\luw = ¢) provoque une grande perturbation

|3zl
llzllo

< Xoo(A)

sur z : =€(2" — 1), ce qui est possible car yo.(A) =3¢(2" — 1) est grand.

On note que, avec ces choix de b et §b, on a presque égalité dans 1’inégalité ci-dessus (a un
facteur 3 pres).

]



