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0 Introduction, motivations

e Systémes linéaires
@ Principe des méthodes itératives linéaires
@ Méthode de Jacobi
@ Méthode de Gauss—Seidel
@ Convergence des méthodes itératives linéaires

e Systémes non-linéaires : point fixe
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0 Introduction, motivations
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Systemes linéaires : introduction et motivation

@ Pourquoi résoudre des systemes linéaires ?
e Pour résoudre des systémes linéaires Ax = b (A matrice n x n)
et non-linéaires f(x) = 0 (f fonction R” — R").

@ dans tous les domaines. Ex : éléments finis (NF04). ..

o Trés gros systémes creux
@ n > 100000 lignes : typique.
@ trés peu de termes non-nuls par ligne.

o Systémes pleins de taille modérée
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Systemes linéaires : introduction et motivation

@ Pourquoi résoudre des systemes linéaires ?
e Pour résoudre des systémes linéaires Ax = b (A matrice n x n)
et non-linéaires f(x) = 0 (f fonction R” — R").

@ dans tous les domaines. Ex : éléments finis (NF04). ..

o Trés gros systémes creux
@ n > 100000 lignes : typique.
@ trés peu de termes non-nuls par ligne.

o Systémes pleins de taille modérée

@ 2 types de méthodes :

Méthodes directes
— Chap. 2.
Algorithme : on passe par toutes

les lignes de A.
O(nP) opérations fixe au départ.

Méthodes itératives
— Chap. 4.
Algorithme : suite d'itérés x(%) qui
converge vers Xx.

Nombre infini (?) d’itérations.
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Systemes linéaires : introduction et motivation

@ Pourquoi résoudre des systemes linéaires ?
e Pour résoudre des systémes linéaires Ax = b (A matrice n x n)
et non-linéaires f(x) = 0 (f fonction R” — R").

@ dans tous les domaines. Ex : éléments finis (NF04). ..

o Trés gros systémes creux
@ n > 100000 lignes : typique.
@ trés peu de termes non-nuls par ligne.

o Systémes pleins de taille modérée

@ 2 types de méthodes :

Méthodes directes
— Chap. 2.
Algorithme : on passe par toutes

les lignes de A.
O(nP) opérations fixe au départ.

Méthodes itératives
— Chap. 4.
Algorithme : suite d'itérés x(%) qui
converge vers Xx.

Nombre infini (?) d’itérations.

@ Les 2 ont leurs avantages. ...
UTC, A2023 4/27
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Systemes linéaires : méthodes directes vs méthodes

itératives

Résoudre Ax = b.

méthode | avantages inconvénients
directe robustesse, colt de cal- | colt mémoire (remplis-
cul fixe sage), pivotage. ..

convergence (?), sen-
rapidité (?), faible rem- | sible au conditionne-
plissage ment (nécessité de pré-
conditionner)

itérative

Note : remplissage : une matrice creuse A se factorise généralement en 2
matrices L et U pleines (sauf exceptions : matrices “bandes”...).
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e Systémes linéaires
@ Principe des méthodes itératives linéaires
@ Méthode de Jacobi
@ Méthode de Gauss—Seidel
@ Convergence des méthodes itératives linéaires
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e Systémes linéaires
@ Principe des méthodes itératives linéaires
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Méthode itérative : principe

Soit A € Mp(R) inversible et b € R". But : résoudre Ax* = b.

@ Se donner x(® € R" et tol > 0,
@ Calculer x(W x@) . x(k=1) x(M) jusqu'a ce que || x* — x(F)|| < tol
(criteres a préciser. . .).
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Méthode itérative : principe

Soit A € Mp(R) inversible et b € R". But : résoudre Ax* = b.

@ Se donner x(© ¢ R" et tol > 0,

@ Calculer x(" x(@) . x(k=1) x(K) jusqu’a ce que || x* — x| < tol
(criteres a préciser. . .).

Idée : méthode itérative linéaire du type :

x(©) donné
Mx kD) — Nx®) 4 b

(M inversible, M et N a déterminer).
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Méthode itérative : principe

Soit A € Mp(R) inversible et b € R". But : résoudre Ax* = b.

@ Se donner x(® ¢ R" et tol > 0,
@ Calculer x(" x(@) . x(k=1) x(k) ‘jusqu’a ce que ||x* — x(K)|| < tol
(criteres a préciser. . .).
Idée : méthode itérative linéaire du type :

x(©) donné
Mx kD) — Nx®) 4 b

(M inversible, M et N a déterminer).

Si convergence vers X, alors par continuité (M — N)x = b. Solution
recherchée (X = x*) <=M — N = A.

MTO9 : Chapitre 4 Méthodes itératives de rés¢ UTC, A2023 8/27



Méthode itérative : principe

Résoudre Ax* = b par :

x(©) donné
Mxk+1) = Nx(K) L p

Choix de M ? (ensuite N est fixé : N = M — A)
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Méthode itérative : principe

Résoudre Ax* = b par :

x(©) donné
Mxk+1) = Nx(K) L p

Choix de M ? (ensuite N est fixé : N = M — A)
M inversible, systémes faciles a résoudre. ..
@ M diagonale : méthode de Jacobi,
@ M triangulaire inférieure : méthode de Gauss—Seidel (GS,
différente de la méthode de Gauss!),
o ...
@ autres méthodes possibles, pas forcément du type ci-dessus. Ces
deux méthodes sont simples! (Pas forcément les plus utilisées en
pratique.)
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e Systémes linéaires

@ Méthode de Jacobi
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Construction de la méthode de Jacobi

a1 a2 ars o A X1 by
o1 @2 dg3 -+ dap X2 by
a a a e a X b
AxX=b <« 31 32 @33 3,n 3 _ 3
dn1  dn2 dn3 - dnn Xn bn
ai X+ aipXe +aigxa ...t aipXn = by
dp1X1 +dapXp + 23Xz + ...t appXn = b
& 231Xt + 32X+ a33X3 +...+a3nXn = b3
dn1Xy + dpoXo +ap3Xz + ...+ annXn = bn

n
& Vi=1,...,n Z a,-7j)(j+a,'7,'x,-:b,-
J=1#

n
- Vi:1,...,n a,-’,-x,-:b,-— Z aj jXj.
J=10#
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Construction de la méthode de Jacobi

a1 a2 a3 o Ain X4 by

a4 @2 d23 - dgnp X2 by

AX=b <« d31 dz2 dss 't dgn x3 | — | bs

dn1  dp2 @pg v ann Xn bn
arn o\ o) paax) 4t a Y = by

k

(), ke AL B D S
XH =X : 63,1X(k) +83 2X5 >+a3 (H” +...+33,,,x,(7k) = bs
\ an,1X1(k) + an,zxz(k) + a,,,3xék> 4.+ a,,,nx,(,k“) = bp

n
J=14#

- k+1)
& VYi=1,...,n a,-,,-x(Jr Z a,y,x
J=10#i
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Méthode de Jacobi : matriciellement

Décomposer A= D — E — F (ce n’est pas une factorisation!) avec

aj; 0 [ 0 0
0 a, 0 - 0 0
0 0 asg - 0 0
D — : )
0 0 0 an—1,n—1
0 0 0 0 an,n
0 0 0 0 0
—ap 1 0 0 0 0
—ag 4 —as 2 0 0 0
E = ,
—ap—11 —a-12 —ap—13 - 0 0
—ann —an,2 —an,3 —3an,n—1 0
0 —a12 —a13 -+ —a1p-1 —aypn
0 0 —dp3 o —a2p—1 —da.pn
0 0 0 cee —agp_q —a3,n
0 0 0 0 —ap_1.n
0 0 0 0 0
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Méthode de Jacobi : matriciellement

Avec Jacobi, le passage de x) & x(*+1)

. (k+1)
Vi=1,...,n a,x Z a,,,x
J=14#0

s’écrit matriciellement Dx**1) = b+ (E + F)x0
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Méthode de Jacobi : matriciellement

Avec Jacobi, le passage de x) & x(*+1)

- (k+1)
Vi=1,...,n a,x Z a,,,x
J=14#0

s’écrit matriciellement Dx**1) = b + (£ + F)x*)
Méthode de Jacobi (matriciellement) :

x(©) donné
Dx*k+1) = (E 4+ F)x®) + p

@ M = D = diag(A) : diagonale de A

@ N = E + F : opposé de la partie hors diagonale de A

MTO9 : Chapitre 4 Méthodes itératives de rés¢ UTC, A2023



Méthode de Jacobi : matriciellement

Avec Jacobi, le passage de x) & x(*+1)

- (k+1)
Vi=1,...,n a,x Z a,,,x
J=14#0

s’écrit matriciellement Dx**1) = b + (£ + F)x*)
Méthode de Jacobi (matriciellement) :

x©) donné
Dx*k+1) = (E 4+ F)x®) + p
@ M = D = diag(A) : diagonale de A
@ N = E + F : opposé de la partie hors diagonale de A

@ Ce n’est pas ce qu’on programme en pratique !
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Méthode de Jacobi : exemple 1 (matrice 3x3)

1 -2 2 X 1
Ax=b & -1 1 1 x | =1 -1 (sol. év.: x* = ey)
-2 -2 1 X3 -2
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Méthode de Jacobi : exemple 1 (matrice 3x3)
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Méthode de Jacobi : exemple 1 (matrice 3x3)

Dy =k, E1=<

Pour ce by = [1; —1;2]", Jacobi donne

X(O):(S),Xm:(‘1),)((2):(32),)((3):(3) W
0 -2 -2 0

N = o
oo
ocoo
N——
n

Il
/N
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Méthode de Jacobi : exemple 2 (matrice 3x3)
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Méthode de Jacobi : exemple 2 (matrice 3x3)

0 0 0 0 1 2
Do = I, Eo = 2 0 O , Fo= 0o 0 -3
0 -2 0 00 0
Pour ce b, = [1; —2;0]7, Jacobi donne
X<o>:(8),x<1>:(‘2 ),X(2>:(o‘ ),X<3>:(916 ),xw:(JF )
0 0 4 0 32

—3.010° —4.810'°
.,X(ZO) ~ 4.410° ,...,X(40) ~ 6.910'° .
2.7 10° 4.310"°
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e Systémes linéaires

@ Méthode de Gauss—Seidel
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Construction de la méthode de Gauss—Seidel

Ax=b <

Vi

Vi

a1t A2 a3 o A
dpq1 a2 d23 -+ d2np
a3 d32 d33 -+ d3np
dny dn2 @n3 - ann

a1 Xy +aieXe+aisxz+ ...
21Xy +aoXo +dp3X3 + ...
331X1 + dzoXo + a3 3Xz + ...

3n1X1+3n2X2+an3X3+~-~

+ a1,nXn
+ a2,nXn
+ as,nXn

+ an,nXn

Za,,x,+a,,x,+ Z a; X =

J=i+1

i—1

I
aix =bi =Y aix—
=

Z i jXj-

j=i+1
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Construction de la méthode de Gauss—Seidel

a1 a2 a13 - dip X1 by
1 o d23 -+ dap X2 by
Ax=b <« agy a2 ds3 't dgn x3 | — | bs
dny  d@pn2 apz - ann Xn bn
31_1X1(k+ )+a X( )+a1’3xék) +‘..+a1,,,x,<,k> = b
K+ K41 K K
(k) (k+1) do X1( )+a 2X )+a2)3x( >+4..+82Y’7X,(1>k = b2
X=X : as, 1X(k+1) + 33,2X2k+1) + 33,3X3k+1) +...t as,nX,(7 ) = b3
L a,,,1x1“‘+ b anax™ 4 anax{ T 4t anax{T = by
i—1
(k+1 (k+1)
& E aijX; +)+3,,X * Za,,x() b;
j=1 J=i+1
. k+1) k+1)
& ovioax" Z aix Z aix
J=i+1
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Méthode de Gauss—Seidel : matriciellement

Avec Gauss—Seidel, le passage de x!") & x(*+1) :

i—1 n
. k+1 k+1 k
Vi=1,...,n a,-_,,-x,( ) (—a,'J)X/.( ) — b — Z ai,/)(j( )
J=1 J=i+1

s’écrit matriciellement (D — E)x"*1) = b 4+ Fx(9
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Méthode de Gauss—Seidel : matriciellement

Avec Gauss—Seidel, le passage de x!") & x(*+1) :

i—1 n
o (k+1) k+1 , (k)
Vi=1,...,n ax =Y (~ai)x =b- ) aijX;
i =i

s’écrit matriciellement (D — E)x"*1) = b 4+ Fx(9
Méthode de Gauss—Seidel (matriciellement) :

x© donné
(D— E)x("“) =Fx®) L p

@ M = D — E : partie triangulaire inférieure de A

@ N = F : opposé de la partie strict. sup de A
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Méthode de Gauss—Seidel : matriciellement

Avec Gauss—Seidel, le passage de x!") & x(*+1) :

i—1 n
vi=1,....n axV S (—apx =b - Y ax”
J=1 J=i+1
s’écrit matriciellement (D — E)x"*1) = b 4+ Fx(9
Méthode de Gauss—Seidel (matriciellement) :

x(©) donné
(D — E)xtt1) = Fx(k) 1 p

@ M = D — E : partie triangulaire inférieure de A
@ N = F : opposé de la partie strict. sup de A

@ Ce n’est pas ce qu’on programme en pratique !
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Algorithme de Jacobi

Pour ii=1 a n
Si |A(ii,ii) | < tolg
Sortir, erreur
Fin Si
Fin Pour
X — Xq
Pour kk=1 a Kpnax
Pour ii=1 a n
s +— 0
Pour jj=1 a ii-1
s «+— s + A(ii,Jj) X x(33J)
Fin Pour
Pour jj=ii+l a n
s <— s + A(ii,Jjj) X x(33J)
Fin Pour
y(ii) «— (b(ii) — s) / A(ii,ii)
Fin Pour
si ly = xll/lI%ll < toly ou si [|Ay — b]|/[|b]| < tolp
Convergence: retourner y et kk.

diagonale de A nulle

Sinon
X — y
Fin si

Fin Pour

des itératives de résc




Algorithme de Gauss—Seidel

Pour ii=1 a n
Si |A(ii,ii)| < toly
Sortir, erreur : diagonale de A nulle
Fin Si
Fin Pour
X — X
Pour kk=1 & Kmnax
Pour ii=1 a n
s «+— 0
Pour jj=1 a ii-1
s +— s 4+ A(ii, 33) X y(33)
Fin Pour
Pour jj=ii+l a n
s +— s + A(ii,J3J) X x(33J)
Fin Pour
y(ii) «— (b(ii) — s) / A(ii,ii)
Fin Pour
si lly = xll/lxoll < toly ou si [|Ay — ]/ [Ib]| < tolp
Convergence: retourner y et kk
Sinon
X ¥
Fin Si

Fin Pour
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e Systémes linéaires

@ Convergence des méthodes itératives linéaires
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Méthodes itératives linéaires : convergence

Ces méthodes se mettent sous la forme d’itérations linéaires :

x(©) donng,
I xk+ D) = oxk) 4 g,

@ Jacobi: Cy =D Y(E+F)etd;=D""bh.
@ Gauss-Seidel : Cgs = (D — E)"'"Fetdgs = (D— E)'b.

Proposition (Condition suffisante de convergence)
S'il existe une norme matricielle subordonnée telle que

el <1

la méthode (*) est convergente quel que soit x(%), et elle converge
vers la solution de (I — C)x = d.

Démonstration : cf. polycopié.
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Méthodes itératives linéaires : convergence

[térations linéaires :

x© donné,
)\ ) = ox(0 1 g,

Théoreme (Condition nécessaire et suffisante de convergence)

La méthode itérative (x) converge quel que soit x(0,
si et seulement si p(C) < 1.

Proposition (Jacobi, GS : CS de CVG pour certaines matrices)

e Si la matrice A est a diagonale strictement dominante,

alors les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel sont convergentes.
e Si la matrice A est symétrique définie positive (SDP),

alors la méthode de Gauss—Seidel est convergente.
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e Systémes non-linéaires : point fixe
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Méthode du point fixe

Soit g une fonction de R"” dans R". On étudie le probléeme non linéaire :

Trouver x tel que : x = g(x).

On se donne une norme vectorielle || - || sur R".
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Méthode du point fixe

Soit g une fonction de R"” dans R". On étudie le probléeme non linéaire :

Trouver x tel que : x = g(x).

On se donne une norme vectorielle || - || sur R".

Definition

Soit F c R". La fonction g est dite contractante sur F, si :
3, vérifiant 0 < X\ < 1, tel que pour tout x,y € F,ona

19(x) =9Il < Allx =y
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Méthode du point fixe

Soit une suite (x(K)),cy dans R”

Definition

La suite (x(X)) 4 est dite de Cauchy, si :
Ve > 0, IN(e), tel que pour tout k, p € N, si k > N, alors

[xK+P) — x (K| < e,
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Méthode du point fixe

Soit une suite (x(K)),cy dans R”

Definition

La suite (x(X)) 4 est dite de Cauchy, si :
Ve > 0, IN(e), tel que pour tout k, p € N, si k > N, alors

[ xk+P) — x (K| < ¢,

Résultat : dans F un fermé non vide de R”, toute suite de Cauchy de F
converge dans F (car un fermé est un complet de R").
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Méthode du point fixe

Théoreme ( )

Soit g une application de R" dans R".

Soit F un fermé non vide de R". On suppose que g est contractante
sur F et que g(F) C F (F est stable par g).

Alors il existe un unique point fixe X dans F, vérifiant X = g(X).

De plus, la suite {x\")} o définie par

x(©) donné,
x+) = g(x(9))  pourk >0,

converge vers X.
Enfin, on a :

1% — x| < Ix = x©.

1-A

Démonstration : cf. cours et polycopié.
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Méthode du point fixe

Quelques remarques :
@ théoréme trés puissant : théoréme d’existence, constructif
o le X peut étre calculé (grace a la suite).

@ exemples de tels F pour R : intervalles fermés non vides finis ou infinis
(R, [a, 00, ] — o0, 4], [a, b], ou (a < b)), mais pas que (!).

@ il existe un X dans F, et il est unigue. Mais il est possible qu’il y ait
d’autres points fixes en dehors de F.
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