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1. Produit scalaire, norme et espace euclidien



Définition du produit scalaire

Définition 5.1.1.

On appelle produit scalaire dans un espace vectoriel réel E,
une application de E x E dans R notée (x,y) — (x,y)
vérifiant les propriétés suivantes :

1. elle est bilinéaire : Vxi,x0,y1,y2 € E et Vai,an € R

(a1x1 + aoxz, y1) = a1 (x1, y1) + a2(x2, y1),
(X1, 01y1 + aoy2) = aq(x1, y1) + aa(x1, y2),

2. elle est symétrique : Vx,y € E on a (x,y) = (y,x),

3. elle est définie positive :

VxeE, (x,x)>0, et (x,x)=0=x=0.




Définition du produit scalaire

Définition 5.1.1.

On appelle produit scalaire dans un espace vectoriel réel E,
une application de E x E dans R notée (x,y) — (x,y)
vérifiant les propriétés suivantes :

1. elle est bilinéaire : Vxi,x0,y1,y2 € E et Vai,an € R

(a1x1 + aoxz, y1) = a1 (xt, y1) + a2(x2, y1),
(X1, 01y1 + aoy2) = aq(x1, y1) + aa(x1, y2),

2. elle est symétrique : Vx,y € E on a (x,y) = (y, x),

3. elle est définie positive :

Vx € E, (x,x)>0, et (x,x)=0=x=0.

Remarque : Si on montre d'abord la symétrie, il suffit alors de
montrer la linéarité par rapport a la premiére variable pour obtenir
la linéarité par rapport a la deuxieme variable.



Produit scalaire canonique dans R”

» Produit scalaire canonique dans R” : Vx,y € R" on définit

n i
<X7y>:ZXiy,':(X]_...Xn) :XTy‘
= Vn

Proposition 5.1.1.
Si A€ My n(R) alors AT € M, n(R) et on a

(Ax,y) = (x, ATy), Vx e R" y € R™.

p.s.R™ p.s.R"

Preuve. On a

(Ax,y) = (Ax)Ty =x" ATy =xT(ATy) = (x,ATy).



Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 5.1.2.
Pour tout x,y € E on a

(¥ < (5, x)(y,y) ou ()] <V {xx)V{y,y).

On a I'égalité si x et y sont colinéaires.

Preuve. A lire dans le poly.



Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 5.1.2.
Pour tout x,y € E on a

(¥ < (5, x)(y,y) ou ()] <V {xx)V{y,y).

On a I'égalité si x et y sont colinéaires.

Preuve. A lire dans le poly.

Remarque. Pour E = R" avec le produit scalaire canonique
I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne I'inégalité suivante :

n n n
Doy <[ D | DIV, Yxy € R
i=1 i=1 i=1




Définition de la norme

Définition 5.1.2.

On appelle norme sur un espace vectoriel réel E, une applica-
tion de E dans R notée x — ||x|| et possédant les propriétés
suivantes :

L |Ix|l=0 = x=0,

2. [lex]|| = |af ||x]|. Va € R,

3. |Ix+yll < |Ix|| + ||yl (inégalité triangulaire).
Définition 5.1.3.

On appelle espace vectoriel normé un espace vectoriel réel
muni d'une norme.

v




Définition de la norme

Définition 5.1.2.

On appelle norme sur un espace vectoriel réel E, une applica-
tion de E dans R notée x — ||x|| et possédant les propriétés
suivantes :

L |Ix||=0 = x=0,
2. lex|| = [l |||, Va € R,
3. |Ix + yll < |Ix|| + |lyl| (inégalité triangulaire).

Définition 5.1.3.

On appelle espace vectoriel normé un espace vectoriel réel
muni d’'une norme.

v

Exemples de normes dans R".

» Lanorme 1: ||x]|1:=>7 4 |xi],

» Lanorme 2 : ||x||2 :== />[4 |xil?,

» La norme 00 : ||x||oo := Mmaxj=1,_n|Xi|.



Espace euclidien
Proposition 5.1.3.

Soit E un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire,
alors I'application

X = /(X x),

définit une norme sur E.

Remarque. A tout produit scalaire on peut associer une norme
mais la réciproque est fausse (ex : norme 1 ou norme oo dans R").

Définition 5.1.4.
Un espace euclidien est un espace vectoriel de dimension finie,
muni d'un produit scalaire donc de la norme associée a ce
produit scalaire.

Exemple. R” muni du produit scalaire canonique
(x,y) = >_i_ xiyi est un espace euclidien.
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2. Orthogonalité



Vecteurs orthogonaux, sous-espaces orthogonaux

Définition 5.2.1.
Soit (E, (-,-)) un espace euclidien.
1. Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si (x,y) = 0.

2. Une famille de vecteurs (xi,. .., x,) est orthogonale si
(xi, xj) = 0 pour tout i # j.

3. une famille de vecteurs (xi,...,x,) est orthonormée ou
orthonormale si elle est orthogonale et ||x;|| = 1 pour

tout i € {1,...,n}.
4. Si F est un s.e.v. de E, on appelle orthogonal de F
dans E noté FL, le s.e.v.

Ft={xcE:VyeF (x,y)=0}CE.

Proposition 5.2.1.

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls d'un espace
euclidien est une famille libre. )




Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Proposition 5.2.2.

Soit (x1,...,Xp) une famille libre d'un espace euclidien
(E,(-,-)), alors il existe une famille orthonormée (y1,...,yp)
telle que

vect(xy, X, ..., xx) = vect(y1,y2,...,yx) Vk=1,...,p.

v

Preuve. Voir poly, la construction est a lire et a comprendre |

Théoreme 5.2.1.
Soit (E, (-,-)) un espace euclidien et F un s.e.v. de E alors

E=FeF*
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3. Matrices orthogonales



Définition et caractérisation des matrices orthogonales

On note ¢j; le symbole de Kronecker, a savoir ¢j; = 1si i =jet0
sinon. Par ailleurs pour Q € M, ,(R) on note Q; la colonne i de
Q.

Définition 5.3.1.

Soit Q@ € M, »(R) on dit que Q est orthogonale si pour tout

1<i,j<nona (Q;)TQJ- = e

Remarque. En utilisant le produit scalaire de R”, on voit que les
colonnes de @ sont orthogonales 2 a 2 et chaque colonne est de
norme 1, i.e., les colonnes sont orthonormées.

Proposition 5.3.1 et 5.3.2.
Soit Q@ € M, (R) alors
1. Q est orthogonale & Q' Q = I,.

2. @ est orthogonale & Q! = Q. On en déduit que
son déterminant est égal a +1.




Matrice de passage entre deux bases orthonormées et
propriétés des matrices orthogonales(1)

Proposition 5.3.3.
Soit B et B, deux bases orthonormées d'un méme espace
euclidien E, alors la matrice de passage de B a B’ est une

matrice orthogonale.
v

Proposition 5.3.4.
Soit @ € M, »(R) une matrice orthogonale alors
1. QT est orthogonale,

2. si P € M, n(R) est orthogonale alors PQ est
orthogonale.

Preuve 1. Si Q est orthogonale alors QT Q = /,,, donc Q est
I'inverse de Q' donc Q" = 1, et ainsi Q' est orthogonale.
Preuve 2. (PQ)TPQ =Q"PTPR=QT1,Q=Q"Q =1,, donc
PQ est orthogonale.



Propriétés des matrices orthogonales(2)
Proposition 5.3.5.
Lien entre matrice orthogonale, norme et produit scalaire dans
R".
1. Une matrice @ est orthogonale ssi elle conserve la

norme des vecteurs, i.e., pour tout x € R”, on a
||x|| = ||Qx]|| ou || - || représente la norme usuelle de R".

2. Une matrice Q est orthogonale ssi elle conserve le
produit scalaire de R”, i.e., pour tout x et y € R" alors

{x,y) = (Qx, Qy).
Preuve 1. Si @ est orthogonale alors
1Qx[12 = (@x, @x) = (@) T @x = x" QT @x = x"x = ||x||*.

On admet la réciproque.
Preuve 2. Si @ est orthogonale alors pour tout x et y € R” on a

(@, Q) = (@) Qy =x"QTQy =x"y = (x,y).

Pour la réciproque on utilise I'équivalence précédente.
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4. Diagonalisation des matrices symétriques réelles



Matrices symétriques réelles et diagonalisation

Objectif. Mq une matrice symétrique réelle est diagonalisable.
Proposition 5.4.1.
Si A€ M, ,(R) est une matrice symétrique (AT = A), si A\
et A\ sont deux valeurs propres réelles distinctes et si on note
y1 et y» deux vecteurs propres réels associés, alors y; et y»
sont orthogonaux.

Théoréme 5.4.1.
Soit A € M n(R) est une matrice symétrique alors :
1. toutes les v.p. de A sont réelles,

2. il existe une base orthonormée de R" constituée des
vecteurs propres de A (pour le produit scalaire usuel de
R™),

3. A est diagonalisable dans R. Plus précisément, il existe
une matrice P orthogonale telle que D = P T AP soit
une matrice diagonale.

11
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5. Matrice définie positive



Définition et exemples
Définition 5.5.1.

On dit que A € M, ,(R) une matrice symétrique est semi-
définie positive si

x'Ax >0, VxeR"

On dit qu’elle est définie positive si, de plus,

x'Ax=0 = x=0.

Exemple 1. La matrice suivante est semi-définie positive

A= ().

Exemple 2. La matrice suivante est définie positive

( : _1>
-1 2 )
12



Premiere propriété

Remarque. Si A € M, »(R) est définie positive alors
(x,y) — x T Ay définit un produit scalaire sur R".

Proposition 5.5.1.
Soit A € Mp,n(R) symétrique.
1. Si A est définie positive alors a;; > 0 pour tout
i=1,...,n.
2. Si A est semi-définie positive alors a;; > 0 pour tout
i=1,...,n.

Attention, la réciproque n'est pas toujours vérifiée.
Exemple. Le matrice symétrique suivante

1 -1
(40,

n'est pas définie positive !

13



Caractérisation importante

Proposition 5.5.2.
Soit A € M, (R) symétrique.

1. A est définie positive ssi toutes ses v.p. sont
strictement positives.

2. A est semi-définie positive ssi toutes ses v.p. sont
positives ou nulles.

Exemple. Le matrice symétrique suivante
2 -1
est définie positive.

Proposition 5.5.3.

Une matrice symétrique définie positive est inversible.

14
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6. Formes quadratiques



Définition d'une forme quadratique

Définition 5.5.2.
On appelle forme quadratique sur R” un polynéme de la forme

alx) = Za 2+ B

ij=1
i<j

Proposition 5.5.4.

g est une forme quadratique sur R” ssi il existe une matrice
A € M, n(R) symétrique vérifiant

g(x) =x"Ax VxeR"

15



Forme quadratique définie positive
Définition 5.5.3.
Soit q une forme quadratique sur R” définie par g(x) = x| Ax
pour tout x € R”. On dit que
» g est définie positive si A est définie positive,

» g est semi-définie positive si A est semi-définie positive.

Remarque. Ainsi g est définie positive ssi g(x) > 0 Vx € R" avec

x # 0.
Question. Soit
_ 2 2 2
q(x) = x{ +5x5 + 3x3 + 2x1x20 — 2x0x3 + 2Xx1X3.
La forme quadratique g est-elle définie positive ?

Lire et comprendre dans le poly la méthode de réduction de Gauss

d'une forme quadratique ! 16
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