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1. Produit scalaire, norme et espace euclidien



Définition du produit scalaire

Définition 5.1.1.

On appelle produit scalaire dans un espace vectoriel réel E,
une application de E x E dans R notée (x,y) — (x,y)
vérifiant les propriétés suivantes :

1. elle est bilinéaire : Vxi,x0,y1,y2 € E et Vai,an € R

(a1x1 + aoxz, y1) = a1 (x1, y1) + a2(x2, y1),
(x1, a1y1 + aoys) = a1(x1, y1) + az(x1, y2),

2. elle est symétrique : Vx,y € E on a (x,y) = (y,x),

3. elle est définie positive :

VxeE, (x,x)>0, et (x,x)=0=x=0.




Définition du produit scalaire

Définition 5.1.1.

On appelle produit scalaire dans un espace vectoriel réel E,
une application de E x E dans R notée (x,y) — (x,y)
vérifiant les propriétés suivantes :

1. elle est bilinéaire : Vxi,x0,y1,y2 € E et Vai,an € R

(a1x1 + aoxz, y1) = a1 (xt, y1) + a2(x2, y1),
(X1, 01y1 + aoy2) = aq(x1, y1) + aa(x1, y2),

2. elle est symétrique : Vx,y € E on a (x,y) = (y, x),

3. elle est définie positive :

Vx € E, (x,x)>0, et (x,x)=0=x=0.

v

Remarque 1 : Si on montre d'abord la symétrie, il suffit alors de
montrer la linéarité par rapport a la premiére variable pour obtenir
la linéarité par rapport a la deuxieme variable.



Produit scalaire canonique dans R”

» Produit scalaire canonique dans R” : Vx,y € R” on définit

n 4t
(x,y) = ZXIYi =0a...x)) | | = XTy.
i=1
Yn

Proposition 5.1.1.
Si A€ M, ,(R), alors AT € M, ,(R) et on a

{y,Ax) = <ATy,x), Vx € RP, y € R".
~—— ~—

p.s.R" p.s. RP

Preuve. On a (avec (AT)T = Aet (AB)T = BTAT)

(y,Ax) =y T(Ax) = (yTA)x = (ATy) Tx = (ATy,x).



Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 5.1.2.
Pour tout x,y € E on a

(¥ < (6x) (y,y) ou [(x, )| <V {x,x)V/{y,y)-

On a I'égalité si x et y sont colinéaires (i.e. (x,y) est liée).

Preuve. A lire dans le poly.



Inégalité de Cauchy-Schwarz : exemples

» Pour E = R" avec le produit scalaire canonique |'inégalité de
Cauchy-Schwarz donne I'inégalité suivante :

n n
| < JZXE J S vA(=Ixll2llyll2), Vx.y € R".
i=1 =1

» Pour I'espace des fonctions réelles et continues sur [0, 1]

(CO([0, 1], R)), muni du PS : (f,g) & [1F(t)g(t)dt,
CS : Vf,g € C°([0,1],R) :

1 1 1
/O f(t)g(t)dt\s\/ /O f(t)2dt\/ /0 g(£)2dt (= [|F2 lglla).




Définition de la norme

Définition 5.1.2.
On appelle norme sur un espace vectoriel réel E, une applica-
tion de E dans R notée x — ||x|| et possédant les propriétés
sulvantes :

1. Vx € E, ||x|| > 0, (positivité)

2. ¥x€E, ||x|=0 = x=0, (définie)

3. Vx € E, Va € R, |lax| = |a|||x]|,

4. Vx,y € E, ||x+y| < |Ix|]| + llyll (inég. triangulaire).

v

Remarque : (1. et 2.) est équivalent a :

Vx€eE, x#0 = |x|]| > 0.
Définition 5.1.3.
On appelle espace vectoriel normé un espace vectoriel réel
muni d'une norme.




Exemples de normes

Exemples de normes dans R".
» Lanorme 1: |x||1:=> "0 |xil,
» Lanorme 2 : |x|2:= /> i |Xi|?
(associée au PS ususel : (x,y)),

» La norme o0 : ||X|loo 1= Maxj=1,.n|Xi|.



Exemples de normes

Exemples de normes dans R".
» Lanorme 1: |x||1:=> "0 |xil,
» Lanorme 2 : |x|2:= /> i |Xi|?
(associée au PS ususel : (x,y)),

» La norme o0 : ||X|loo 1= Maxj=1,.n|Xi|.

Exemples de normes sur C°([0, 1], R) :
» Lanormel: ||f];:= fol |f(t)|dt,

» Lanorme 2 : ||f]p:= \/fol |f(t)|2dt
(associée au PS : (f, g) aef. fol f(t)g(t)dt),

> La norme o0 : ||fl|eo 1= maxec[o 17 |f(1)].



Norme euclidienne

Proposition 5.1.3.
Soit E un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire,
alors I'application

X =/ (x, x)

définit une norme sur E.
Elle est notée | - ||2 (norme euclidienne ou norme 2).

Remarque. A tout produit scalaire on peut associer une norme
mais la réciproque est fausse (ex : norme 1 ou norme co dans R").



Norme euclidienne

Proposition 5.1.3.

Soit E un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire,
alors I'application

X =/ (x, x)

définit une norme sur E.
Elle est notée | - ||2 (norme euclidienne ou norme 2).

Remarque. A tout produit scalaire on peut associer une norme
mais la réciproque est fausse (ex : norme 1 ou norme co dans R").

Cauchy-Schwarz s'exprime alors : pour tout x,y € E,

(y)? < IxIE Iy I ou [0y < lIxll2 [lyfl2:



Espace euclidien

Définition 5.1.4.

Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension
finie, muni d'un produit scalaire, donc de la norme associée
a ce produit scalaire.




Espace euclidien

Définition 5.1.4.

Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension
finie, muni d'un produit scalaire, donc de la norme associée
a ce produit scalaire.

> Exemple. R” muni du produit scalaire canonique
(x,y) = >_i_1xiyi est un espace euclidien.



Espace euclidien

Définition 5.1.4.

Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension
finie, muni d'un produit scalaire, donc de la norme associée
a ce produit scalaire.

> Exemple. R” muni du produit scalaire canonique
(x,y) = >_i_1xiyi est un espace euclidien.

» Contre exemple. R” muni de la norme || - ||1 n'est pas un
espace euclidien.



Espace euclidien

Définition 5.1.4.

Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension
finie, muni d'un produit scalaire, donc de la norme associée
a ce produit scalaire.

> Exemple. R” muni du produit scalaire canonique
(x,y) = >_i_1xiyi est un espace euclidien.

» Contre exemple. R” muni de la norme || - ||; n'est pas un
espace euclidien.

» Contre exemple. C°([0,1],R)) muni du PS
(f,g) ot fol f(t)g(t)dt, n'est pas un espace euclidien.



Espace euclidien

Définition 5.1.4.

Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension
finie, muni d'un produit scalaire, donc de la norme associée
a ce produit scalaire.

> Exemple. R” muni du produit scalaire canonique
(x,y) = >_i_1xiyi est un espace euclidien.

» Contre exemple. R” muni de la norme || - ||; n'est pas un
espace euclidien.

» Contre exemple. C°([0,1],R)) muni du PS
(f,g) ot fol f(t)g(t)dt, n'est pas un espace euclidien.
> Exemple Pn (polynémes de degré < n) muni du PS

fo t)dt est un espace euclidien.



Espace euclidien : égalité fondamentale

Pour tous x, y dans E euclidien, on a :

Ix + yl3 = x5 +20x,y) + lly 13-

Cela provient de la symétrie et de la bilinéarité du PS.

— Géométrie euclidienne :
Pythagore

Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux ssi

x Ly (xy) =0 [x+yl3 = x5+ lIyll3.
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2. Orthogonalité



Vecteurs orthogonaux, sous-espaces orthogonaux

Définition 5.2.1.
Soit (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension n.

1. Deux vecteurs x et y sont orthogonaux ssi (x, y) = 0.

2. Une famille de vecteurs (xi,...,xq) est orthogonale ssi
(xi, xj) = 0 pour tout i # j.
3. Une famille de vecteurs (xi, ..., xq) est orthonormée ou

orthonormale ssi elle est orthogonale et ||xj||2 = 1 pour
tout i € {1,...,q}.

4. Si F est un s.e.v. de E, on appelle orthogonal de F
dans E noté FL, le se.v.

Ft={xcE:VyeF(x,y)=0}CE.

4. 1| faut montrer que F* est bien un seV.

10



Un peu de géométrie 1)

Proposition 5.2.1.

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls d'un espace
euclidien est une famille libre.

Preuve : soit p > 1, on note (x;)j=1,..., les vecteurs non nuls
orthogonaux.

Soit (A;)i=1,...,» dans RP tels que > % A\;x; = 0. Alors, pour un j fixé
dans {1,..., p}, on prend le produit scalaire par x;. Par linéarité a
gauche, on a :

(3F1 Aixis xg) = 2001 Nilxi, x) = A0, %) = (0, %)) =0, car les
(xi)i=1....., sont orthogonaux deux a deux.

On obtient donc : Aj(x;j,x;) = 0. On déduit que \; =0, car x; # 0 et
donc (x;, x;) # 0.

La famille est donc libre.

11



Un peu de géométrie 2)
Soit E euclidien. Soient F et G deux seV de E. On a:

{0l =E et EL={0},
FNF-={0} et F=(Fh)*
FCG G-cCFt,
(F+G)t=F-NGt.

v

Preuve : voir ex. TD 4. La preuve de (F1)L C F nécessite un résultat
ultérieur (voir E = F @ F1).

12



Un peu de géométrie 2)
Soit E euclidien. Soient F et G deux seV de E. On a:

{0l =E et EL={0},
FNFt={0} et F=(FH)t
FCG G-cCFt,
(F+G)t=F-NGt.

v

Preuve : voir ex. TD 4. La preuve de (F1)L C F nécessite un résultat
ultérieur (voir E = F @ F1).

Egalité du parallelogramme, lien norme/PS

Pour tout x et y € E, on a

2l|x)13 + 2llyliZ = lx +yl3 + Ix = yli3,

1
(ay) = (Ix+ylI3 = lIx=yl3) -

Preuve : découle de ||x + y||3 = [|x||3 + 2(x,y) + |ly]l3.

12



Exemple en dimension 2

Soit F seV de E. Il y a plusieurs supplémentaires de F, mais on
peut prendre un supplémentaire orthogonal a F.

Exemple : Dans £ = R?, on pose (faites un dessin!)

Fo— Vect((i)),

G Vect<((1)>>, G — Vect<G>>, Gy — Vect<(_11)>, .

veer(( )

OnaE:F@Gle@GzzF@Gg,:...et
E=FoH et H=F*,

H

13



Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Proposition 5.2.2.

Soit (x1,...,Xp) une famille libre d'un espace euclidien
(E,(:,-)), alors il existe une famille orthonormée (y1,...,yp)
telle que

Vect(xi, x2,...,xk) = Vect(y1,y2,...,yk) Yk=1,...,p.

v

Algorithme de Gram-Schmidt :
> k=1:y =22

[l
- k
Yk+1 = Xk+1 — Zj:1<xk+17yj>yb

» pour k>1
Yk+1 =

Yk+1

7kl
Preuve : voir poly, la construction est a lire et a comprendre !
Note : pour tous i =1,...,k, Vi1 L y;, car, par bilinéarité du PS,

- k
(Frt1, yi) = (Xkt1, i) —Zj:1<Xk+17)G><}07Yi> = (Xk+1, ¥i) = (Xk+1, ¥i) =0,
puisque (yj, yi) = 6.



Décomposition d'un espace euclidien

Théoreme 5.2.1.

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien et F un s.e.v. de E, alors

E=Fe&F.

Preuve : si F = {0} on a toujours E = {0} ® E et {0}+ = E. OK!

Sinon, soit F ( fi)i=1,...p une base de F (donc 1 < p =dim(F) < n).
C'est une famille libre de E, on la compléte (thm de la base incompléte)
en ]} = (f), 1,.
On orthonormallse F via le procédé de Gram-Schmidt en

= (x;)i=1....»- On a donc Vect(X) = Vect(F) = E, donc X est une
base (famille I|bre et génératrice) orthonormée de E.
On note X = (X;)i=1,...p. On a aussi Vect(X) = Vect(F) = F, et en
posant G def. Vect((xi)i=p+1,...,n), on @ E = F & G (facile a vérifier car X
est une base).
Il reste 3 vérifier que G = F=*.

15



Décomposition d’'un espace euclidien (E = F @ F*, suite)

Preuve : (suite) Il reste 3 vérifier que G = F*, par double inclusion.

G C FL. Soit g € G, donc il existe des scalaires (Brk)k=p+1,....n tels que
g s'écrit g = ZZZPH Bixk. Pour tout élément x; (i < p) de la base X
de F,on a

<Xi’g> = ZZ:p+1 ﬁk<xi7xk> =0,

car x; est orthogonal a tous les x (car i < k). Donc par linéarité a
gauche du PS, g est orthogonal a tout f de F : G C F*.

FL+ C G. Soit x € F-. Comme x € E, il existe des scalaires (@;)i=1....n
tels que x s'écrit dans la base £ comme : x = 327, a;x;. Comme x est
orthogonal a F = Vect(X), il est orthogonal a tout x; pour j < p. Donc
0= (x,x;) = >rqai{xi,x)) = >0 d;j = c. Les p premitres
composantes de x sont nulles. Finalement, x se réduit a x = >
qui est dans G = Vect((X;)i=p+1,...,n)-

n . .
i=p+1 QX

Donc G=Ftet E=F®FL.

(Pour la seconde inclusion, on aurait pu noter que E=F® G C F + FL c E, donc
E = F 4+ F*. Il ne restait plus qu'a se rappeler que F N F- = {0}. )

16



Table of contents

3. Matrices orthogonales



Remarque sur les matrices symétriques

Si A € M,(R) est inversible, alors AT est inversible et on a :

(AT) 1 =(A)E AT,

17



Définition des matrices orthogonales

On note §j; le symbole de Kronecker, a savoir ¢;; = 1si i =jet0
sinon. Par ailleurs pour Q € M, ,(R) on note Q; la colonne i de
Q.

Définition 5.3.1.

Soit Q@ € M, »(R) on dit que Q est orthogonale si pour tout

1<i,j<nona (Q,-)TQJ- = e

Remarque. En utilisant le produit scalaire de R”, on voit que les
colonnes de @ sont orthogonales 2 a 2 et chaque colonne est de
norme 1, i.e., les colonnes sont orthonormées.

18



Définition des matrices orthogonales

On note §j; le symbole de Kronecker, a savoir ¢;; = 1si i =jet0
sinon. Par ailleurs pour Q € M, ,(R) on note Q; la colonne i de
Q.

Définition 5.3.1.

Soit Q@ € M, »(R) on dit que Q est orthogonale si pour tout

1<i,j<nona (Q;)TQJ- = e

Remarque. En utilisant le produit scalaire de R”, on voit que les
colonnes de @ sont orthogonales 2 a 2 et chaque colonne est de
norme 1, i.e., les colonnes sont orthonormées.

Exemple : n =3

A Q@ Qs
RTe=|Q& & @& Q/&|=

O O =

QI QJ @ Q@
18



Caractérisation et propriétés des matrices orthogonales

Proposition 5.3.1 et 5.3.2.
Soit @ € M, »(R), alors
1. Q est orthogonale <+ Q7 Q = I, (rappel : Q est
carrée).
2. @ est orthogonale & Q! = Q. On en déduit que
son déterminant est égal a +1.

19



Matrice de passage entre deux bases orthonormées

Proposition 5.3.3.

Soit B et B, deux bases orthonormées d'un méme espace
euclidien E, alors la matrice de passage de B a B’ est une
matrice orthogonale.

Preuve : voir dans le poly.

20



Propriétés des matrices orthogonales(1)

Proposition 5.3.4.
Soit E un espace euclidien et soit P, Q@ € M, ,(R). Alors
1. /, est orthogonale,

2. si Q est orthogonale, alors @~ L— QT est orthogonale,

3. si P et Q sont orthogonales, alors PQ est orthogonale.

Preuve 1. Ona I,l, = I, et [T =1, donc I;7t =IT.
Preuve 2. Si Q est orthogonale, alors Q7 Q = /,, donc Q est I'inverse de
Q7 donc QQRT =1, et ainsi Q7 est orthogonale.

Preuve 3. (PQ)TPQ=QTPTPQ=Q"1,Q =Q7Q = I,, donc PQ est
orthogonale.

21



Propriétés des matrices orthogonales(1)

Proposition 5.3.4.

Soit E un espace euclidien et soit P, Q@ € M, ,(R). Alors
1. /, est orthogonale,
2. si Q est orthogonale, alors @~ L— QT est orthogonale,

3. si P et Q sont orthogonales, alors PQ est orthogonale.

4

Preuve 1. Ona I,l, = I, et [T =1, donc I;7t =IT.
Preuve 2. Si Q est orthogonale, alors Q7 Q = /,, donc Q est I'inverse de
Q7 donc QQRT =1, et ainsi Q7 est orthogonale.

Preuve 3. (PQ)TPQ=QTPTPQ=Q"1,Q =Q7Q = I,, donc PQ est
orthogonale.

Remarque Cela confére une structure de sous-groupe a I'ensemble
des matrices orthogonales.

21



Propriétés des matrices orthogonales(2)
Proposition 5.3.5.

Lien entre matrice orthogonale, norme et produit scalaire dans
R™ (|| - ||2 représente la norme usuelle de R").
1. Une matrice @ est orthogonale ssi elle conserve la
norme des vecteurs :
Q orthogonale <= Vx € R", ||Qx||2 = ||x]|2.
2. Une matrice Q est orthogonale ssi elle conserve le
produit scalaire de R" :
Q orthogonale <= V¥x,y € R", (Qx, Qy) = (x,y).

Preuve 1. Si Q est orthogonale, alors
1QxIE = (Qx, @x) = (@) @x = x" Q7 Qx = xx = [|x|.

On admet la réciproque.
Preuve 2. Si Q est orthogonale, alors pour tout x et y € R" on a

(Qx,Qy) = ()T Qy =x"QTQy =xTy = (x,y).

Pour la réciproque on utilise I'équivalence précédente.

22



Propriétés des matrices orthogonales(3)

On dit qu'une matrice orthogonale est une isométrie (elle conserve
la norme euclidienne).
Conséquence

Proposition

Soit Q € M, »(R) une matrice orthogonale, alors ses valeurs
propres sont de module 1 (dans C).

Preuve : voir dans le poly.

23
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4. Diagonalisation des matrices symétriques réelles



Matrices symétriques réelles et diagonalisation

Objectif. Mq une matrice symétrique réelle est diagonalisable.
Proposition 5.4.1.
Si A € M, n(R) est une matrice symétrique (AT = A), si A1
et A\ sont deux valeurs propres réelles distinctes et si on note
y1 et y» deux vecteurs propres réels associés, alors y; et y»
sont orthogonaux.

Preuve : voir dans le poly.

24



Matrices symétriques réelles et diagonalisation

Théoreme 5.4.1.
Soit A € M, n(R) est une matrice symétrique réelle, alors :
1. toutes les v.p. de A sont réelles,

2. il existe une base orthonormée (BON) de R" constituée
des vecteurs propres de A (pour le produit scalaire usuel
de R™),

3. A est diagonalisable dans une BON dans R :

il existe P orthogonale et D diagonale telles que
D=PTAP = P 1AP.

Preuve : voir dans le poly.

25
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5. Matrice définie positive



Rappel de produit matriciel

> soit A€ M,,(R), x e R" et y € RP. Alors
n p P n
xTAy = ZZX,-A,-Jyj = ZZyjA"JX" =yTATx €R
i=1 j=1 j=1i=1
> soit A€ M, ,(R) symétrique, x et y € R". Alors
xT Ay = Z ZXiAi,jyj Z ZX, \j,iYj = ZZykAk x =y Ax €R.
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 1=1

> Pour A symétrique, on définit une forme quadratique
g :R" - R par:

q(x) = xTAx = i iX;A;’J'XJ ZA, i 240 Z A jXiX;.

i=1 j=1 1<i<j<n

26



Définition et exemples
Définition 5.5.1.

Soit A € M,, »(R) une matrice symétrique (AT = A). Alors
Vx eR" : xTAx>0
VxeR" : xTAx=0 = x
— { Vx € R"\ {0} : xTAx > 0,

A définie positive <= {

et :

A semi-définie positive <= { Vx e R" : xTAx > 0.

4

Exemple 1. La matrice suivante est semi-définie positive

A:G })

Exemple 2. La matrice suivante est définie positive

(4 3)



Premiere propriété
Remarque. Si A € M, »(R) est symétrique définie positive, alors
(x,y) = xT Ay définit un produit scalaire sur R”.

Proposition 5.5.1. (Conditions nécessaires)
Soit A € Mp,n(R) symétrique.
1. Si A est définie positive, alors a;; > 0 pour tout
i=1,...,n.
2. Si A est semi-définie positive, alors a;; > 0 pour tout
i=1,...,n.

Attention, la réciproque n'est pas toujours vérifiée.
Exemple. Le matrice symétrique suivante

1 -1
=40,

n'est pas définie positive ! 28



Caractérisation importante

Proposition 5.5.2. (CNS pour étre DP et semi-DP)
Soit A € M, n(R) symétrique.

1. A est définie positive ssi toutes ses v.p. sont
strictement positives.

2. A est semi-définie positive ssi toutes ses v.p. sont
positives ou nulles.

29



Caractérisation importante

Proposition 5.5.2. (CNS pour étre DP et semi-DP)
Soit A € M, n(R) symétrique.

1. A est définie positive ssi toutes ses v.p. sont
strictement positives.

2. A est semi-définie positive ssi toutes ses v.p. sont
positives ou nulles.

Preuve : il existe P orthogonale et D diagonale telles que
D =P 1AP = PT AP, équivalent 3 A= PDP~1 = PDPT.
Soit x € R". On a

xTAx = x"(PDPT)x = (x"P)D(P"x) = (P"x)"DPTx

n
= zTDz:g \iz?, otz PTx = pix.

(z contient les composantes de x dans la BON des vecteurs propres.

Revoir les changements de bases.)

29



Caractérisation importante (suite)
Proposition 5.5.2. (CNS pour étre DP et semi-DP)
Soit A € M, n(R) symétrique.
1. A est définie positive ssi toutes ses v.p. sont strictement positives.
2. A est semi-définie positive ssi toutes ses v.p. sont positives ou

nulles.

Preuve : (suite) Vx € R", on a donc x"Ax =z Dz = >"7_, \;z?, ol
déf.
z= PTx = P~!x (ou encore x = Pz).
> (semi-DP): Vx, xTAx > 0 <= Vz,z" Dz > 0 <= Vi, \; > 0.
En effet, si x" Ax > 0, alors en prenant z = ¢; <= x = Pe; = y;
(j*™° vecteur propre), on obtient x” Ax = ¢ Dej = ); > 0.
Réciproque : si tous les \; sont > 0, alors x" Ax = >_7 | \;z? est
toujours > 0.

> (DP): Vx #0, xTAx >0 <= Vz#0,z" Dz > 0 <= Vi, \; > 0.

En effet, en prenant x = Pe; = y; # 0, on a x" Ax = \; > 0.
Réciproque : si tous les \; sont > 0, alors xTAx = Py \iz? est
toujours > 0, et sera nul ssi z=10 ssi x = P1z=0 (P est
inversible).
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Matrice DP: exemple et conséquence

Exemple. Le matrice symétrique suivante
2 -1
(4 3)

Proposition 5.5.3. J

est définie positive.

Une matrice symétrique définie positive est inversible.
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Définition d'une forme quadratique

Définition 5.5.2.
On appelle forme quadratique sur R” un polyndme de la forme

q(X) ZCK iXi + Z /BUXIXJ

ij=1
i<j

Proposition 5.5.4.

g est une forme quadratique sur R” ssi il existe une matrice
A € M, q(R) symétrique vérifiant

g(x) = xTAx Vx eR".
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Définition d'une forme quadratique

Définition 5.5.2.

On appelle forme quadratique sur R” un polyndme de la forme

q(x) = Za P + Z Bijxix;.

ij=1
i<j

Proposition 5.5.4.

g est une forme quadratique sur R” ssi il existe une matrice
A € M, q(R) symétrique vérifiant

g(x) = xTAx Vx eR".

Lien entre A et les «;, Gj :
Ai = aj, Vi:l,...,netAU:Aj,-:%,B;j, Vi,j=1,...,n,sii<]j.
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Forme quadratique définie positive

Définition 5.5.3.
Soit g une forme quadratique sur R” définie par g(x) = x| Ax
pour tout x € R”. On dit que

» g est définie positive si A est définie positive,

» g est semi-définie positive si A est semi-définie positive.

Remarque. Ainsi g est définie positive ssi Vx € R"\ {0}, g(x) > 0.
Question. Soit
_ 2 2 2
q(x) = x{ + 5x5 + 3x3 + 2x1x20 — 2x0x3 + 2x1X3.
La forme quadratique g est-elle définie positive ?

Relire et comprendre dans le poly la méthode de réduction de
Gauss d'une forme quadratique !

31



Lien entre forme quadratique et forme bilinéaire symétrique

> A une forme bilinéaire symétrique ¢ : R” x R” — R, on peut
associer une forme quadratique g : R” — R par

q(x) = ¢(x, x).

» A une forme quadratique g : R” — R on peut associer une
forme bilinéaire symétrique par ¢ : R" x R" — R, par

(a(x+y) —a(x) —aly)).

N

P(x,y) =

» g est DP ssi ¢ est DP (donc définit un produit scalaire).
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Lien entre forme quadratique et forme bilinéaire symétrique

> A une forme bilinéaire symétrique ¢ : R” x R” — R, on peut
associer une forme quadratique g : R” — R par

q(x) = ¢(x, x).

» A une forme quadratique g : R” — R on peut associer une
forme bilinéaire symétrique par ¢ : R" x R" — R, par

o(x,y) = 5 (ax +y) —a(x) —a(y)) -

N

» g est DP ssi ¢ est DP (donc définit un produit scalaire).
Si g(x) = x" Ax, alors
a(x +y) —a(x) —q(y) = (x +y) TA(x +y) = xTAx —yTAy =
yTAx +xT Ay = 2xT Ay = 2¢(x, y), ol A, symétrique, est la matrice
associée a ¢.

32



Forme quadratique : exemple
1xf + Ix1x0 + 2x1X3
1 2 q(X) = XTAX = + X2X1 =+ 2X22 —+ 1X2X3
A= 2 1 _ +2x3x1 + 1x3%0 + 9x§
2 1 9

1x2 + 2x3 + 9x3
+2( X1Xp + 2X1X3 + 1X2X3)
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Forme quadratique : exemple
1X12 + Ix1x0 4+ 2x1x3
g(x) = xTAx=1{ +lxx +2x2 + lxoxa
+2x3x1 + 1x3%0 + 9x§

>

I
N —
— N
© =N

1x2 + 2x3 + 9x3
+2 (1X1X2 + 2x1x3 + 1X2X3)

Décomposition de Gauss en carrés :

2 +2oxy = (x1+ay)?—aly?
xixe +x1fi(x, . xn) Fxef(xs, . x0) = (a+R)e+hA) - Afh
bty = % (1 + )% = (61 — £2)?) .
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Forme quadratique : exemple
1xf + 1x1% + 2x1x3
g(x) = xTAx=1<{ +lxox +2x3 + lxoxs

1
+2x3x1 + 1x3%0 + 9x§

2
A= 2 1 E—
2 1 9

1x2 + 2x3 + 9x3
—|—2( X1Xp + 2X1X3 + 1X2X3)

Décomposition de Gauss en carrés :

X12 +2axy = (x1+ ay)2 —a?y?
xixo +x1fi(x3, .., xn) + x2f(X3,. .., xn) = (x1+h)(xe+ fi) — fif
lly = % ((fl +52)2 - (51 - 52)2) .
On trouve
gx)=x"Ax = 1(Ixx+1xx+2x3 )2 +1(1xx1x3 )2 +4( 1x3 )?
—_— — —

71 y2 ¥3
= Ly +1y; +4y; >0

33



Forme quadratique : exemple
1xf + Ix1X0 + 2x1X3
g(x) = xTAx=1<{ +lxox +2x3 + lxoxs

1
+2x3x1 + 1x3%0 + 9x§

2
21 9

1x2 + 2x3 + 9x3
—|—2( X1Xp + 2X1X3 + 1X2X3)

Décomposition de Gauss en carrés :

X12 +2axy = (x1+ ay)2 —a?y?
xixo +x1fi(x3, .., xn) + x2f(X3,. .., xn) = (x1+h)(xe+ fi) — fif
lly = % ((fl +lg)2 - (51 - 52)2) .
On trouve
gx)=x"Ax = 1(Ixx+1xx+2x3 )2 +1(1xx1x3 )2 +4( 1x3 )?
—_— — —~

Y1 y2 ¥3
= Ly +1y; +4y; >0

Donc pour tout x € R3, g(x) > 0 et

4dx)=0 <= y3=y=y1=0
<— x3=x%=x=0<=x=0

Donc g DP.
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Forme quadratique : signature 1)

Pour une forme quadratique g sur R" :
» ny est le nombre de carrés linéairement indépendants > 0,
> n_ est le nombre de carrés linéairement indépendants < 0,

» no=n—(ny + n_) est le nombre de “zéros”.

(ny,n_) est la signature de q.
La signature ne dépend pas du choix de la réduction de Gauss en
carrés (non démontré).

(On prend parfois comme définition de signature : (ny, n—, ng)).
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Forme quadratique : signature 1)

Pour une forme quadratique g sur R" :
» ny est le nombre de carrés linéairement indépendants > 0,
> n_ est le nombre de carrés linéairement indépendants < 0,

» ng =n—(ny + n_) est le nombre de “zéros".

(ny,n_) est la signature de q.
La signature ne dépend pas du choix de la réduction de Gauss en
carrés (non démontré).

On prend parfois comme définition de signature : (ny, n—, ng)).
g

Si A est la matrice symétrique associée a q, alors
» n, est le nb de vp > 0 de A (en comptant leur multiplicité),
> n_estlenbdevp <0deA,
» ng est la multiplicité de vp 0 (=dimension de ker(A)).
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Forme quadratique : signature 2)

Pour une forme quadratique g sur R" :
» si np = n (donc ng = n_ = 0), q est définie positive,
> si n_ = n, q est définie négative,
» si n_ =0, g est semi-définie positive,
>

si np. > 0et n_ >0, g est dite indéfinie.

Remarque : ny + n_ est égal au rang de A.
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Un produit scalaire sur P,

Sur I'espace P, des polynémes de degré < n, on introduit le
produit scalaire :

1
(p.q) = /0 p(t)a(t)dt, Vp,q e P,

(Pn, (,)) est un espace euclidien (dimP, = n+ 1).

1
1
Note:/ tkdtzipour tout kK > 0.
0 k+1

But : construire une famille orthogonale ou orthonormée sur P,,.
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Procédé de Gram—-Schmidt sur P,

On orthonormalise avec ce produit scalaire la base canonique
déf.
{po, p1,p2, ...} = {1,X,X2,...}.
1
> [Ipoll> = (po, po) = [y 12dt =1, donc qo = po = 1.
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Procédé de Gram—-Schmidt sur P,
On orthonormalise avec ce produit scalaire la base canonique
{po.pr. P2, } & {1,X, X2, ..},
> |lpoll> = (po, po) = fol 12dt = 1, donc qo = po = 1.
> Gi=p1— (pl, Go)go = X — (fy t x 1dt) go = X — 31,
G1]1? = fo (t—1)2dt = &, donc

g1 = \/§(2X —1).
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Procédé de Gram—-Schmidt sur P,

On orthonormalise avec ce produit scalaire la base canonique

déf.
{po, p1,p2, ...} = {1,X,X2,...}.

> |lpoll> = (po, po) = fol 12dt = 1, donc qo = po = 1.

> G1=p1—(p1,90)q0 = (fo1 t x 1dt) qo =
G1]1? = fo (t—1)2dt = &, donc
q1 = \/§(2X —1).

> Go=po — (pz q0)qo — (p q Yg1. On calcule :

2,
1
(P2, q0) fo t? x 1dt §

(P2, a1) = V3 [y £2 % )dt = %
Donc, § = X2 — 1 — %(M —1),e

1
N:X2_X+67 g = az

l|Goll
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Quelques propriétés avec la BON sur P»

Dans la base orthonormée {qo, g1, g2} de P>, tout polyndme p
s'écrit (i.e. Alag, a1, an dans R tq.) p = apqo + @191 + a2qs.
On a donc

> [Ipll = V/{p,p) = \/ag + af + o3.
> (p,q;) = a; pour tout j =0,1,2.
> sig= Z?:o Bjq;, alors (p,q) = Z?:o ;.

> P =P D Vect<q2> et P L Vect<q2) (d'aprés Gram-Schmidt).
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Intégration numérique de Legendre 1)

But : on veut approcher une intégrale par une comb. linéaire
d’évaluations de fonctions (+ facile a calculer...) :

1(f) & /1 F(t)dt ~ J(F) & 1 F(E1) + waf(€2).
0

(I et J sont des applications linéaires en f.)
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Intégration numérique de Legendre 1)

But : on veut approcher une intégrale par une comb. linéaire
d’évaluations de fonctions (+ facile a calculer...) :

aer. [ déf.
I(f) = / f(t)dt = J(f) = wif(&1) + waf (&)
0
(I et J sont des applications linéaires en f.)

On choisit £1, &> = racines de §o = X% — X + %.
(G1=13- ﬁ et =13+ 2—\15 sont dans [0,1].)
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Intégration numérique de Legendre 1)

But : on veut approcher une intégrale par une comb. linéaire
d’évaluations de fonctions (+ facile a calculer...) :

déf.

, 1
() & /0 F(t)dt ~ J(F) & w1 F (1) + waf ().

(I et J sont des applications linéaires en f.)

On choisit £1, &> = racines de §o = X% — X + %.
(G1=13- ﬁ et =13+ 2—\15 sont dans [0, 1].)
On cherche w1, wy pour que J(qo) = I(qo) et J(q1) = 1(q1)

(Ol\J go=1letqg = \/12(X—% )
Systeme linéaire (en [w1,w2]") 2 résoudre :

Go(€1)w1 + Go(€2)w2 =, qo {
{ qi(§1)wr + qu(é2)we = fol il = \/ﬁﬁ(—ﬁl +w2) =0

Donc W1 = Wyp = %
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Intégration numérique de Legendre 2)

Remarque : pour tout j > 1, fol qj = fol q; x 1 =(qj,q0) = 0.
Aucun calcul!

! 1
Done [ F(t)de ~ 3 (F (1) + F (2)

A-t-on I(q2) = J(q2) ?
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Intégration numérique de Legendre 2)

Remarque : pour tout j > 1, fol qj = fol q; x 1 =(qj,q0) = 0.
Aucun calcul!

Donc /01 F(t)dt ~ % (F (£1) + F (S2)).
A-t-on I(q2) = J(q2) ?

Oui, car &£1,&5 sont les racinles de qo:
3(2(61) + q2(62)) = 0 =[5 a2
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Intégration numérique de Legendre 2)

Remarque : pour tout j > 1, fol qj = fol q; x 1 =(qj,q0) = 0.
Aucun calcul!

! 1
Done [ F(t)de ~ 3 (F (1) + F (2)

A-t-on I(q2) = J(q2) ?
Oui, car &1, &7 sont les racines de go:

LHae(1) + 2(&2)) =0 =[5 @2.

Finalement :
> pour tout p € Po, on a I(p) = J(p) (exact jusqu'au degré 2)
Preuve : par linéarité de / et J, on a I(p) = I(Z,?:O a;q;) =

Sioail(a) = i aide) = J(Eoaiq) = J(p).
Avec ce choix de &;, gain d'un degré d'exactitude de la formule.

o |
Suite : voir MTQ09! 38
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