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Soit f : y — f(y) une fonction définie de R (n > 1) dans R". Soit 7" > 0O et yy € R",
on considere le systeme d’équations différentielles ordinaires (EDO) :

{ y'(t) = f(y(t)) pour t € [0,T],
y(0) =y

On explique (au moins formellement) dans cette note 1’ origine des trois méthodes considérées
dans le TP6 pour calculer une solution approchée au probleme (). Pour cela, on se donne
une subdivision réguliere de [0, 7] : tp = 0 < t; < -+ < ty_1 < ty = T de pas
At = T/N et on cherche a calculer une solution approchée (Y*),<z<y (o0 Y* € R™) du
probleme () o Y* ~ y(t;) pourk =1,...,N.

)

1 Meéthode d’Euler Explicite

Soit ¢, un instant de la discrétisation de I’intervalle [0, 7] avec k € {0,...,N —1}.La
méthode d’Euler explicite repose sur la formule de développement de Taylor. En effet, on
a

y(te + At) = y(ter) = y(te) + Aty (te) + o( Al).

Or, y est solution du probleme

et on en déduit que

Y(tes1) = y(tr) + Atf(y(te)) + o(At).



Ainsi en notant Y1 =~ y(try1) et Yy, =~ y(tx) on obtient Y;,; comme solution de
I’équation

Y1 = Y + Atf(Ya).

Remarque (Méthode d’Euler implicite). En remarquant que ¢, = ¢,,.; — At alors la
formule de Taylor donne

y(tr) = y(terr — At) = y(tesr) — Aty (tegr) + o(AL) = y(try1) — Atf(y(tri1)) + o(Al),
soit
Y(tes1) = y(tr) + Atf(y(tes1)) + o(At).

Ainsi en notant Y; 1 ~ y(tx1) et Yi ~ y(tx) on obtient Y, comme solution de
I’équation

Yigr = YV + Atf(YVig1).

Cette méthode, appelée méthode d’Euler implicite, est plus contraignante que la méthode
d’Euler explicite car Yj,; est présent des deux cotés de I’équation ce qui oblige, dans le
cas ou f est une fonction non linéaire, a utiliser des méthodes de résolution numérique du
type méthode de Newton afin de déterminer Yy, .

2 Meéthode de Runge-Kutta d’ordre 2 (RK2)

La méthode RK2 repose sur la formule du trapézeﬂ En effet, pour k € {0,...,N—1}
fixé, on integre 1’équation (T]) entre ¢, et t;. 1, on obtient alors

Y(trr1) = y(te) + /:Hl fy(s))ds.

Pour approcher I’intégrale de f entre ¢, et ¢, on utilise a présent la méthode des trapezes,
a savoir :

/Hl f(y(s))ds ~ % (Ft) + f(yltrs)) .

ti

1. Voir par exemple la page Wikipédia portant sur le calcul numérique d’une intégrale.
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Enfin on approche la valeur de y(;1) (présente dans le deuxieme terme du membre de
droite de I’expression précédente) via la méthode d’Euler explicite a savoir y(tx11) =~
y(tr) + At f(y(tx)). En conclusion on obtient

) ~ (i) + 5 (F00) + 7 ((0) + AT (1))

Ainsi en notant Yy, ~ y(tyy1) et Yy = y(tx), la méthode RK2, ou de Heun, s’écrit

Vier = Yo+ 50 (F00) + F0G 4 ASR)). k=0, N1

3 Meéthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4)

Le méthode RK4 est basée sur la méthode de Simpsonﬂ permettant de calculer une
valeur approchée de I’intégrale d’une fonction, a savoir

[ atras =50 (st 440 (50) +a0).

Pour k& € {0,..., N — 1} fixé, on inteégre (I entre ¢; et t;,; et en appliquant la formule
de Simpson on obtient

) ~ (i) + 5 (FO0D) + 40l ) + T0)). @

avec tgy1/2 = (k41 + ti)/2 et on note dans la suite k; = f(y(tx)). On réécrit alors (2))
sous la forme
At

ylteen) = y(te) + 5 (b 4F i) + Fo(ten)) ) ®

Il faut a présent déterminer une valeur approchée de f(y(t; 1 )) et f(y(txs1)) a partir

de y(tx), tr et At. On commence par le terme f(y(t,.
décompose ce terme sous la forme

4f (y(tk+%)> =2f (y(m%)) +2f (y(tk+%)>-

Pour le premier terme on remplace y(tx11/2) par son expression donnée par la méthode
d’Euler explicite, a savoir y(ty11/2) ~ y(ti) + Atf(y(te))/2, d’ ol

f(?/(tm%)) ~ f(y(tk) + Atk1/2> = ks.

2. De méme voir par exemple la page Wikipédia portant sur le calcul numérique d’une intégrale.

1)). Dans un premier temps on
2
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Le deuxiéme terme est approchée par la méthode d’Euler implicite, i.e., y(tx+1/2) =~
Y(te) + Atf(y(tr41/2))/2. On approche alors le terme f(y(tx11/2)) par ko, soit

fy(tei1)) = f(y(tk) + Atf(Q(tk+1/2))/2> ~ f(y(tk) + Atk2/2> = ks.
En conclusion, on a
4F (y(tys)) ~ 2k + 2ks,

ky = f(y(tk) + Atk /2), ey = f(y(tk) v Atk2/2>.

On réécrit alors (3) sous la forme

At

Y(tre1) = y(te) + 5 (k1 + 2k2 + 2k3 + f(y(trs1))) - 4)

Finalement on estime f(y(tx41)) via la méthode du point milieu, a savoir

/abg(s)dm(b—a)g (“"2”’)

En utilisant cette formule et en intégrant (I)) entre ¢, et ¢, on obtient

Y(trsr) = y(te) + Atf(y(trg/2))-
On peut a présent approcher le terme f(y(t541/2)) par k3. Ainsi au final on a
Flten) = f(y(t) + Atf(y(tiss2))) = f(y(t) + Aths) = k.

En conclusion, pour £ =0, ..., N — 1, on peut enfin réécrire sous la forme

ky=f y(tk));

A ko= f(y(t) + 5tk ).
y(tk—i—l) ~ y(tk) + — (k’l -+ 2]{32 —+ 2]{33 —+ k’4) avece
6 ks = £ (y(t) + 5tk )

ky = f(y(tk) + At k3>7

2

\

et en définissant Yy, = y(tr41) et Y = y(¢x) on retrouve bien les formules données pour
la méthode RK4.
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