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1. CHAPITRE 1

Exercice 1.

(1) En utilisant des IPP calculer les intégrales suivantes

™ 1 1
/ x cos(x) dx, / x arctan(z) dz, / In(1 + 2?) dz.
0 0 0

(2) En utilisant un changement de variable calculer les intégrales suivantes

1 L dx 4 da
V1—22d — .
[1 e £<mw’Lﬁx+v%

Exercice 2. Soit f une fonction continue. On cherche a calculer une valeur approchée
de l'intégrale de f sur lintervalle [0,a] (avec a > 0). Pour ce faire on utilise dans un
premier temps la méthode des rectangles a gauche puis la méthode des trapezes. Dans
les deux cas, on considere un entier naturel N > 1 et une suite équi-répartie de points
ro=0<mz <...<zNy_1 <Ny =aavec zx =ka/N pour k =0,...,N. Alors la méthode
des rectangles a gauche donne la formule suivante d’approximation

a N-1 xk+1 a N-1
I= / f(x) dx = Z/ f(.??) dr ~ N f(xk) = [N,rectangle7
0 T
k=0 v Tk k=0
et la méthode des trapezes
1 N S )
N e 9 N, trapeze
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(1) Commencgons par étudier la méthode des rectangles a gauche.
(a) Représenter géométriquement la méthode des rectangles a gauche.

(b) Si f est C'! monter I'estimation d’erreur suivante :

2

a
[_[N,recanle S_ sup f/.CE .
| vl < 337 S 17(0)

(2) Etudions a présent la méthode des trapezes.
(a) Représenter géométriquement la méthode des trapezes.
(b) Montrer que si f est C? alors la formule, dite de Maclaurin, suivante

/;Hl f(x)da = MQ_‘T’“) (f(wpgr) + flaw)) + % /IHI(QU = 2i) (@ = Tr) [ (@) de,

Tk

est vérifiée pour tout k € {0,..., N — 1} (indication : IPP).

(c) en déduire que si f est C? alors on a l'estimation d’erreur suivante :
3

a
|I - IN, ra eze| S PP
ap 12N? z€[0,qa]

Exercice 3. Dans cet exercice on considere plusieurs normes et ps.
(1) Soit E=R" (n > 1).
(a) Montrer que

n
|zl =) |z, VzekE,
i=1

est une norme. Pour n = 2, représenter I’ensemble des points x € E vérifiant
[zl = 1.

(b) Montrer que
|2 ]loo = max o], Vz € E,
est une norme. Toujours dans le cas n = 2, représenter I'ensemble des points
x € E vérifiant ||z« = 1.

(2) On considere a présent n € N, a € R et £ = R,[X]. Soit l'application (-,-)
Ex E — Rou

" p) () OF (g
<P,Q>=§P ((;Si (), VYP,Q ¢ E.

(a) Montrer que 'application est un produit scalaire sur E.
(b) Donner la définition de la norme associée a ce produit scalaire.

Exercice 4. Dans cet exercice on (re)travaille la notion d’orthogonalité dans un espace
euclidien.
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(1) Soit n € N (n > 1) quelconque. On considere 'espace £ = R"™ muni du produit
scalaire usuel (ou canonique) et (z1,...,x,) une famille orthogonale. Montrer que

s+ 2l = (P o
Ce résultat vous fait-il penser a un théoreme célebre ?

(2) Montrer que la famille (PO, Py, P,) avec

Py = \[X Py = \/2(3)(2—1),

est une base orthonormale de Ry[X] muni du produit scalaire suivant :

Q) = [ PwQuar, w0 emix]

1

Exercice 5. Le but de cet exercice est de démontrer (partiellement) le théoreme dit de

Fréchet-Von Neumann-Jordan. Voici son énoncé :

Soit £ un R espace vectoriel muni d'une norme N. La norme N découle d’un produit

scalaire si et seulement si IV vérifie

N(x+y)2+N(:I;—y)2 = 2N(m)2+2N(y)2, Vr,y € E.

L’identité (1f) est appelée identité du parallélogramme.

(1) Démontrer dans un premier temps que si pour tout * € E on a N(x)? = (x,z), olt
(,-) est un produit scalaire sur E, alors N vérifie (T]).

(2) On veut a présent démontrer I'implication inverse, i.e., que si N vérifie alors N
découle d’un produit scalaire. Pour ce faire on considere 'application ¢ : X F —
R avec
N(z+y)*— Nz —y)
1 ;
Dans la suite on admet que ¢ vérifie
o(A\x,y) = Ap(z,y), VAER,Vr,y € E.

(a) Montrer que p(z,r) = N(x)? (ainsi si ¢ est un produit scalaire sur F on a
bien N(z) = \/¢(x,x)). Il reste & montrer que ¢ est un produit scalaire.

o(r,y) = Vr,y € E.

(b) Montrer que ¢ est définie positive, i.e., ¢(x,z) > 0 pour tout x € E et si
o(x,z) =0 alors x = 0.

(c) Montrer que ¢ est symétrique, i.e., p(x,y) = ¢(y,x) pour tout x,y € F.

(d) Pour montrer la bilinéarité de ¢, on admet que N vérifie pour tout z, y et
z € F l'identité suivante

N@+y+2)?2=NE+y)?+N@+2)*+Ny+2)>—N@)?* - N(y)?* - N(2)>

En déduire que p(z + vy, 2) = ¢(x, 2) + ¢(y, z) pour tout z, y, z € E et que ¢
est bilinéaire.
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(e) En déduire que ¢ est un produit scalaire sur E.

(3) Est-ce que la norme || - ||; (ou || - |[|s) découle d'un produit scalaire ?
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2. CHAPITRE 2

Exercice 1.

(1) Soit f une fonction a-périodique et continue par morceaux. On note fy (pour
N > 1) la somme partielle d’ordre N de la série de Fourier de f, i.e.,

N

fu(x)= > eulf)exp (mm%) , VteR.

n=—N

Monter que fy peut également s’écrire, pour tout ¢ € R, sous la forme

() = @ +é (an( f) cos (27?712) +bo(f) sin <27m§>) |

avec

wlf) =2 = 2 [ ftt) .
nlf) = () el = 2 [ 410) cos (2 )
b =iCenl ) = ) =2 [ 50y sn (202 )

Pour n > 1, montrer également les formules :

cnlf) = an(f) — ibn(f)

5 )
C—n(f) =

an(f) +ibu(f)
(2) Soit f une fonction a-périodique et continue par morceaux. Montrer que

2
ata a
/ f(t) dt:/ ft)dt Ya €R.
a 0

(3) Soit f une fonction a-périodique et continue par morceaux. Montrer que
— si f est paire alors b,(f) = 0 pour tout n > 1,
— si f est impaire alors a,(f) = 0 pour tout n € N.

Exercice 2.

(1) Calculer les sommes partielles d’ordre N > 1, notées fu, des séries de Fourier des
fonctions suivantes :

(a) f est 2-périodique avec f(t) = |t| si |t| < 1,

(b) f est 1-périodique avec f(t) =tsit € [0 1],

(c) f est 2m-périodique avec f(t) =1 — 5 sit € [—m, 7,
(d) f(£) = [sin(?)| (période de f7),
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(e) f(t) = sin®(t) (période de f?).

(2) Appliquer I’égalité de Parseval aux différentes fonctions f de la question précédente.
En utilisant les fonctions des questions (1)(b) et (1)(c), en déduire que

+001_7r2 fl_ﬂ‘l
n:1n2_ 6’ n:1n4_90‘

Exercice 3.

(1) Soit f une fonction a-périodique et continue par morceaux. Soit o € R fixé et soit
g la fonction a-périodique avec g(t) = f(t — a). Quelle relation existe entre ¢,(g)
et c,(f)?
oit f une fonction a-périodique de classe C*. Monter que pour tout n €
2) Soit foncti ériodique de classe C''. Mont tout Z
2imn

() = " ()

En déduire I'existence d’une constante M > 0 telle que

ealf)] < % Vi€ 2\ {0},

On suppose a présent f de classe C?. Monter I'existence d'une constante K > 0
telle que

27

K
eNl< . ez (o)
Que pouvez-vous en déduire sur la convergence de la série > |c,(f)| si f est C??

Exercice 4. On considere les fonctions de 'exercice 2 question (1). Les séries de Fourier
de ces fonctions convergent elles simplement vers f sur R? Si oui pourquoi ? Si ce n’est pas
le cas préciser vers quelle valeur tend (fy(z))n>1. Enfin quelles séries de Fourier convergent
normalement vers la fonction initiale sur R ?

Exercice 5 (Exercice de synthése 1). Soit f la fonction 2-périodique avec
flz) =2(1—-2), Vzel0,1],
que l'on prolonge par imparité sur [—1, 0].
(1) Représenter le graphe de f.
(2) Calculer les coefficients de Fourier a,(f) et b,(f).

(3) Est-ce que la suite des sommes partielles des séries de Fourier de f, notée (fn)n>1,
converge ponctuellement (ou simplement) vers f sur R.

(4) Justifier la relation suivante :

~_ () A
Z (2n+1)3  32°

n=0
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(5) Est-ce que la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R.

Exercice 6 (Exercice de syntheése 2). Soit f la fonction 27-périodique et impaire
avec

|1 six €0,
f(:v)—{ 0 siz=0etx=m.
(1) Représenter le graphe de f.
(2) Calculer les coefficients de Fourier a,(f) et b,(f).

(3) Est-ce que la suite des sommes partielles des séries de Fourier de f, notée (fn)n>1,
converge ponctuellement (ou simplement) vers f sur R.

(4) Est-ce que la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R?
Exercice 7. Développer en séries de Fourier la fonction f de période 2, définie sur [—1, 1]
par
f(t) =cos(mzt) ze€ C\Z.
En déduire les égalités :

“+oo

1
tre)==-+2:5 ——
7 cot(mz) Z+ Z;,ZQ—nQ’
+00
T 1 (—=1)"
— 42 .
sin(rz) =z e ; 22 —n?

Exercice 8. Soient x un parametre réel strictement positif donné et f une fonction
périodique définie par

(1) Période de f? En admettant que ¢o(f) = 1, montrer que

0 sin<0,
Cn(f):{ z"

— sin > 0.
n!

(2) En déduire que

2n

2m +oo
2z cos(t) dt =2 o
€ ™ -
/0 ano (nl)?

Exercice 9 (Développement en série de cosinus et sinus). Soit f la définie sur
10, 1] par

f(z) =z Vz €]0,1].
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(1) Prolongez la fonction f sur | — 1,1[ par imparité, puis prolongez f sur R par 2
périodicité. On note f; la prolongation de f sur R. Représentez le graphe de f;.
Développer en séries de Fourier f;

(2) Comparez les résultats obtenus avec les résultats obtenus pour les fonctions (a) et
(b) de Iexercice 2. Que constatez-vous ?
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3. CHAPITRE 3
Exercice 1. On considere "échantillon suivant

27mik

szeN kZO,---,N—l.

(1) Calculer les coefficients de Fourier discrets associés a cet échantillon.

(2) Calculer les coefficients de Fourier discrets inverses.

Exercice 2.

(1) Soit f une fonction a-périodique continue C'' par morceaux.
(a) Exprimer ¢ (f) en fonction de c,(f), pour 0 <n < N — 1.

n

(b) Montrer que si ¢, (f) sont des réels positifs (pour n € Z) alors ¢ (f) sont aussi
des réels positifs.

(c) Montrer que si ¢, (f) sont des réels négatifs (pour n € Z) alors ¢ (f) sont aussi
des réels négatifs.
2) On considere la fonction f 1-périodique, vérifiant f(z) = % pour = € [0, 3] et
3 i
f(z) = —4 pour z € [3,1],
(a) Calculer ¢o(f).
(b) Caleuler cj(f), c5(f) et c5(f).
)

(c) Est-il possible de connaitre le signe de ¢, (f) a partir de celui de ¢ (f)?

Exercice 3. (Egalité de Plancherel)

(1) Soient f et g deux fonctions a-périodiques continues par morceaux (f,g € Cp,,([0,a],C)).
Soient [N = (fo, f1,+ -+, fy_1) un échantillon de N valeurs de f et ¢ = (go, 91, , gn-_1)
un échantillon de N valeurs de g.

(a) Montrer que l'application suivante définie un produit scalaire hermitien sur

(CN .
N-1

<u,v>= E UpU,  pour u = (ug, - ,uUn_1),v = (Vo,*** ,UN_1)-
n=0

(b> Si Oil note CN(f) = (C]OV(f)a 76%71(]6)) et CN(g) = (Cév(g>7"' 70]1\\571(9))7
montrer que

1

N < [N gV >=<N(f).N(g) > .

Exercice 4.

(1) Soit (go, g1, 92, 93) = (1,2, 1, —2) un échantillon de 4 valeurs. Calculer les coefficients
de Fourier discrets associés a cet échantillon directement puis en utilisant le FFT.
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(2) Soit (fo, f1, f2, f3, fa, [5, fe, f7) = (1,1,2,2,1,1, -2, —2) un échantillon de 8 valeurs.
Calculer les coefficients de Fourier discrets associés & cet échantillon en utilisant le
FFT.

Exercice 5.

(1) Soit (ho, h1, ha, hg) = (1,2,3, 1), (ko, k1, k2, k3) = (1, —1,1,2) deux échantillons de
4 valeurs. Calculer les coefficients de Fourier discrets associés a ces échantillons en
utilisant le FFT.

(2) Soit (fo, f1, fo, f3, fa, [5, f6, f7) = (1,1,2,—1,3,1, —1,2) un échantillon de 8 valeurs.
Calculer les coefficients de Fourier discrets associés a cet échantillon d en utilisant
le FFT.

Exercice 6. On considere pour 0 < a < 1 ’échantillon suivant

fi=ao k=0,---,N—1.
(1) Calculer les coefficients de Fourier discrets associés a cet échantillon.
(2) Etudiez en le comportement de ces coefficients pour N = 2.

(3) Ecrire I'égalité de Parseval dans ce cas.
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4. CHAPITRE 4

Exercice 1. Dire si les propriétés suivantes sont vraies partout sur R ou presque partout
sur R.

1) Les fonctions x — |z| et  — V22 sont égales ... sur R.
g

2) Les fonctions x — 2% et  — —2? ne sont pas égales ... sur R.

3) La fonction z + 1/(1 + x)? est continue ... sur R.

)
(2)
(3)
(4) La fonction  — 1/x est continue ... sur R.
(5) La fonction x +— |z| est dérivable ... sur R.
(6)

6) Soit f la fonction 27-périodique et paire avec
f(x) =2 sizcl0,n]
est continue ... sur R et dérivable ... sur R.

(7) Soient A = {1,2,3,4} et f = 14. Le nombre f(z) est inférieur & 1 ... dans R. Le
nombre f(x) est strictement inférieure a 1 ... dans R.

Exercice 2.
(1) Soit f une fonction constante sur R, est-ce que f € L'(R), L*(0,+o00) ou L'(0,1)?
(2) Soit @ > 1, montrer que la fonction z — 2~ appartient a 'espace L(a, +00) pour
a > 0. Est-ce que cette fonction appartient a L'(0,a) (a > 0)?

[0}

(3) Soit 0 < a < 1, montrer que la fonction x — x~* appartient & l'espace L'(0,b)
pour b > 0. Est-ce que cette fonction appartient a L'(b, +00) (b > 0)?

4) Montrer que la fonction z + 1/x n’appartient ni & L'(0,1) ni a L*(1, +00).

)
5) Est-ce que la fonction = — % appartient & L'(—1,1).
6) Démonter que la fonction z +— sin(z)/z n’appartient pas a L'(0, +00).
7) Soit f une fonction continue définie sur un intervalle [a,b] fermé et borné de R.

Montrer que f € L'(a,b).

(8) Soit f une fonction a-périodique non nulle et continue. Monter que f ¢ L'(R).

Exercice 3. Dans cet exercice on veut étudier la convergence ou la non convergence des
séries de Riemann.

(1) Montrer que si @ > 1 la série de Riemann ) n% converge.

2) Montrer que si 0 < a < 1 la série de Riemann > -+ ne converge pas.
( q ge p

/n/C(
Exercice 4. Dans cet exercice le but est de manipuler le théoréeme de convergence
dominée de Lebesgue.

(1) Calculer la limite quand n — +oo de f0”/4 tan™(x) dx.

(2) Calculer la limite quand n — 400 de [,™ % dx

(3) Soit f,(z) = 1+|I|++1/n pour tout z € Ret n > 1.
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(a) Calculer limy, o [5 fu(t) dt.
(b) Soit g (t) = nfa(nt). Calculer lim, o [ gn(t)dt, pour a > 0.

(4) Soit (fy)nen une suite de fonctions avec

sin(x) . T
fulz) = Tra? s%0<x<3,
0 sinon,

calculer

/3
lim / fo(z) de.
n—-+00 0

(5) Soit fu(z) = (1+£)" pour tout = >0 et n > 1.

(a) Démontrer que, pour tout x > 0, lim, 1 fn(x) = € et que f,(z) < e
(n>1).

(b) En déduire la limite de 0+°° (14 2)" e=3" dx.

xT

Exercice 5. On considere 'intégrale a parametre
F(t) = / Feos(z)
o T+t
(1) Justifier que F est bien définie pour tout t > 0.
(2) Justifier que F est continue sur |0, +ool.
(3) Justifier que F' est dérivable sur ]0, +o0o[ et donner I'expression de F”(t) pour t > 0.
Exercice 6. On considere pour t € R l'intégrale a parametre
F(t) = /+OO sin(tz) e “dx.
0 x
(1) Justifier que F' est bien définie pour tout ¢ € R.
(2) Justifier que F est continue sur R.
(3) Justifier que F' est dérivable sur R et montrer que
d

+oo
%F(t) = /0 cos(tx) e " dx.

(4) En utilisant la relation

d +o0 (it-1)
EF(t):Re</O e d:t:>,

d 1

CF)= ——

dt ®) 1+ ¢2
(5) En déduire une expression simplifiée de F'(t) pour tout ¢ € R.

justifier que

vt € R.
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Exercice 7. On considere pour ¢t € R l'intégrale a parametre
“+oo (2,2
F(t) = / () g
0

(1) Montrer que F' existe pour tout ¢ € R et est paire.

(2) Montrer que F' continue sur R.

(3) Montrer que F' est dérivable sur R* et que F” est solution de I’équation différentielle
F'(t)+2F(t) =0, ¥t > 0.

(4) En admettant que F(0) = y/7/2, en déduire une expression simplifiée de F.
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5. CHAPITRE 5

Exercice 1.(Transformée de Fourier) Justifier que les fonctions suivantes sont dans
L*(R) puis calculer leurs transformée de Fourier.

(1) Soit f; la fonction définie par fi(z) = 1[4, avec a un réel strictement positif.
(2) Soit fy la fonction triangle définie par
14z si —1<2<0,
folz)=¢ 1—2 si0<z <1,
0 sinon.
(3) Soit f3 la fonction exponentielle causale définie par
fs(z)=H(x)e ™™, a>0,
ou H désigne la fonction de Heaviside.
(4) Soit f4 la fonction exponentielle causale définie par
fa(z) = H(—x)e™, a>0.
(5) Soit f5 la fonction définie par

Ik

fs(x) = Fe“” H(z), k>1,a>0.

(6) Soit fg la fonction définie par
fo(z) = e a>0.
(7) Soit f7 la fonction définie par
fr(z) = sign(z)e™®, o >0,
ol sign est la fonction signe donnée par

. 1 six >0,
sign(r) =9 1 g4 <o

(8) Soit fgs la fonction sinusoidale amortie et causale définie par
fs(z) =sin(2rx) e H(z), a>0.
(9) Soit fy la fonction gaussienne définie par
fo(z) = e, a>0.

Ici pour calculer J?g il faut dans un premier temps établir une équation différentielle
d’ordre un vérifiée par fqo. Par ailleurs pour obtenir ’expression de fy on admettra

que
T

/e‘”‘z dr = \/j, a > 0.
R a
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Exercice 2.(Utilisation de I'inverse de la transformée de Fourier dans L' (R)) En utilisant
la formule d’inversion de Fourier (en la justifiant) et 'exercice 1 calculer les transformées
de Fourier des fonctions suivantes.

(1) Soit ¢y la fonction définie par

1
gl<x>:m, a>0,k21
(2) Soit g5 la fonction définie par
1

(3) Soit g3 la fonction définie par
gs(z) = Vme ™,
Exercice 3.(Convolution et transformée de Fourier) Le but de cet exercice est de ma-

nipuler le produit de convolution.

(1) Soit hy la fonction définie sur R par hy(t) = (sin*1j_q4)(t) avec a > 0. Justifier
que hy est bien définie sur R est calculer explicitement h;.

(2) Soit hy = fxg ou f et g sont nulles respectivement hors de l'intervalle [a, b] et hors
de [c,d]. Justifier que hs est nulle hors de [a + ¢, b + d]. En déduire que si f et g
sont causales (nulles sur R_) alors hy est causale.

(3) Soit hg la fonction définie sur R comme le produit de convolution de deux fonctions
exponentielles décroissantes causales, i.e.,

hs(t) = / H(x)e ™ H(t — x)e ") dx,
R

avec a et b > 0. Justifier que hz est bien définie et calculer explicitement h3 (on
utilisera la question précédente).

(4) Soit hy la fonction définie sur R par

1 _a? _(t=o)?
hy(t) = 27rab/Re 22 e 22 d,

avec a et b > 0. Justifier que hy est bien définie et calculer explicitement hy (utiliser
le lien entre convolution et transformée de Fourier ainsi que l’exercice 1).

Exercice 4.(Transformée de Fourier dans L*(R))
(1) Montrer que la convolution de deux fonctions ayant la méme parité est paire.

(2) Démontrer que la transformée de Fourier et la transformée de Fourier conjuguée
d’une fonction paire coincident.
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(3) Soit f la fonction définie sur R comme le produit de convolution de deux fonctions

sinus cardinal, i.e.,
sin(mat) sin(mb(x —t
= [ Sl sleblz 1),
r 7t m(x —t)
avec a et b > 0. Justifier que f est bien définie et calculer f explicitement en
utilisant I'exercice 1 et la Proposition 25 du cours.
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6. CHAPITRE 6

Exercice 1.(Transformée de Laplace)

17

(1) En exprimant les différentes fonctions f1, fa, f3 et f4 en fonction de la fonction de

Heaviside, calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :

N

S

AN

a

f2

—

W

W

fs

Jfa

h o

h o

Exercice 2.(Transformée de Laplace et EDO) Déterminer les solutions des EDO ci-
dessous par la méthode de Laplace. Pour ce faire on utilisera les formules d’inversion

suivantes :
1 -1
p+a —
1 -1
(p+a@ — 7
p -1
P2+a2 —
1 o1
P2 ta2 T
1 -1
(p+b2+a2 — 7
p+0b r-1

(p+b2+a2 — 7
(1) On considére I'équation du premier ordre :
2 (t) +z(t) =€,

avec z(0) = 1.

cos(at),
—sin(at),
—e " sin(at),

e~ cos(at).

t >0,
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(2) On considere ’équation du deuxieme ordre :
a"(t) — 32/ (t) + 2x(t) = ¥, t>0,
avec z(0) =1 et 2/(0) = 0.

(3) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction ¢ — sin(¢) H(t) puis déterminer
la solution de 1I’équation

2" (t) + 22/ (t) + z(t) = sin(t), >0,
avec z(0) =1 et 2/(0) = 0.

(4) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction t — H(t) puis déterminer les
solutions de ’équation différentielle

2'(t) +x(t) =1, Vt>0,
avec z(0) = 2/(0) = 0.

(5) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction ¢ — cos(t) puis déterminer les
solutions de I’équation différentielle

2" (t) + 22 (t) + 2x(t) = cos(t), Vit >0,
avec z(0) =1 et 2/(0) = 0.
(6) On considere le systeme d’équations différentielles :
{ o'(t) +(t) —y(t) =¢,
y(t) —=(t) +y(t) =¢,
pour t > 0 et avec z(0) = 1 et y(0) = 1.
(7) On considere ’équation différentielle d’ordre 3 linéaire suivante :
23 () +2(t) =0, t>0,
avec x(0) =1, 2/(0) = 3 et 2”(0) = 8.
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