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1. CONTINUITE ET CONTINUITE PAR MORCEAUX
Dans la suite je considere une fonction f définie sur R, i.e., on a
f:R—=R
Pour tout point x5 € R on appelle limite a droite en zy de f la quantité
dm, /().
xr>x0
De méme on appelle limite a gauche en zy de f la quantité
dm, /().
x<xo
Si ces limites existent on note
+ _ . — _ .
flag) = Jim f(z) et flzg)= lim f(z).
xr>x0 xr<xo
Exemple 1. — Soit [ la fonction définie sur R avec f(x) =1 pour tout = € R. Alors

la limite a droite et a gauche de f en tout point xog € R est égale a 1.
— Soit f la fonction définie sur R avec

1 stx >0,
f(a:)—{ -1 siz<O.
La limite a droite de f en 0 vaut 1 et la limite a gauche de f en 0 vaut —1
— Soit f la fonction définie sur R avec

f(x):{x st > 1,

r—1 s1x<1.
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On a
lim f(z) = lim = = 1,
r—1 r—1
x>1 r>1

et

lim f(z) = lim (z — 1) = 0.
<l <l

Par le biais de la définition de limite a droite et a gauche d’une fonction f : R — R, on
en déduit que f est continue en un point xy € R si
lim f(z) = lim f(x).

T—TQ Tr—T0
T>T0 r<x0

Si ces limites sont égales on a

fxo) = lim f(x) = lim f(x).

Ainsi la premiere fonction de I'Exemple [I] est continue en tout point de R. Par contre la
deuxieéme fonction n’est pas continue en 0, elle est par contre continue sur | — oo, 0[U]0, +o00].
Idem la troisieme fonction de I’Exemple (1| n’est pas continue en 1 car

lim f(z) =1 # 0 = lim f(z).
z>1 <l

Par contre elle est continue sur | — oo, 1{U]1, +00[. On arrive ainsi la notion (plus faible
que celle de continuité) de continuité par morceaux :

Définition 1. Soit f : R — R une fonction. On dit que f est continue par morceaux sur
R, si a chaque fois que f est restreinte a un intervalle non vide [a,b] de R il existe une
suite finie de points (x;)1<i<m de [a,b] vérifiant

a=21 <2< ...<Ty =0,

tel que la restriction de f a chaque intervalle |x;_1,z;] (2 < i < m) se prolonge en une
fonction continue sur [x;_ 1, x;].

Si on considere la premiere fonction de I'Exemple [1] alors f est continue par morceaux
sur R car elle est continue sur R. Pour la deuxieme fonction, si on restreint f a tout
intervalle évitant le point 0 alors la fonction est continue sur cet intervalle. Par contre, si
on considere par exemple f restreinte a 'intervalle [—1, 1] alors on définit la suite de trois
points 1 = —1, 5 = 0 et 3 = 1. Dans ce cas la fonction f restreinte a |z, o[ et |z, 23]
est continue et est prolongeable par continuité sur les intervalles fermés [z, zo] et [z, 23]
En effet, on a les limites suivantes

lim f(x) = lim —1= -1,

T—=T z——1
T>T1 r>—1
lim f(z) =1lim—-1= -1
T—T2 f( ) z—0 ’

r<x2 <0
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lim f(z)=1lim1=1,

T—T2 z—0
T>T2 >0
lim f(z)=1lim1=1.
T T3 z—1
r>x3 >1

Ainsi cette fonction est continue par morceaux sur R. On raisonne de la méme maniere
pour la troisieme fonction (la discontinuité est située dans ce cas en 1). Donnons a présent
I’exemple d'une fonction qui n’est pas continue par morceaux sur R

Exemple 2. Soit la fonction définie sur R par
f(x)—{ % st x>0,

0 stz <O.

Ici f n’est pas continue par morceauz sur R. En effet, la restriction de f a chaque intervalle
évitant 0 est continue par contre si (par exemple) on restreint f a Uintervalle [—2,1] et que

lon définit la suite finie de trois points x1 = —2, xo = 0 et 3 = 1 alors f est continue sur
|1, x| et |xg, x3[ par contre f est continue sur [x1, xo] mais pas [xq, x3). En effet, on a
1
lim f(xz) =1lim — = +o0.
T T2 z—0 I
T>T2 >0

Ainsi f n’admet pas de prolongement continu sur [0,1]. Donc f n’est pas continue par
MOTCeaus.

On peut ainsi retenir qu'une fonction f est continue par morceaux sur R si a chaque
point zy ot la fonction est discontinue les quantités f(z,) et f(x) existent.

2. DERIVABILITE ET DERIVABILITE PAR MORCEAUX

Soit f : R — R une fonction. On suppose f continue en zy € R. On dit que f est
dérivable en zy € R si la limite
x)— f(x

o J2) = Flan)

T—x0 T — l’o
existe. Si cette limite existe on la note f’(zg). Si f est dérivable en tout point de R on dit
que f est dérivable sur R. Considérons a présent une fonction f : R — R continue par
morceaux sur R (ce qui explique la présence de f(zg) et f(x,) dans la suite). Comme
dans le cas de la continuité, on définit les tangentes a droite et a gauche de f en un point
Xo € R via

et
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Bien entendu si f est continue en x° on peut remplacer f(zd) et f(xy) par f(zg). Dans

tous les cas, si ces limites existent on note
f(@) — f(zq)

F/(af) = Jim

)

asag LT %o
et
o) — 1y L) = Fa)
T—T0 xr — xo
x<xo

Si f est dérivable en xy on a bien entendu

f'(wo) = f'(ag) = f'(xq)-
Si f admet un (ou plusieurs) point xy ot f'(xg) et f'(x,) existent mais f'(xf) # f'(zg)
on arrive alors a la notion de dérivabilité par morceaux.

Définition 2. Soit f : R — R une fonction. On dit que f est dérivable par morceaux sur
R, si a chaque fois que [ est restreinte a un intervalle non vide [a,b] de R il existe un
nombre fini de points (x;)1<i<n de |a,b] vérifiant

a=21<23<...<Ty, =0,

tel que la restriction de f a chaque intervalle |z;, x;41] (1 < i < m—1) se prolonge en une
fonction dérivable sur [z, z;y1].

Si on reprend la premiere fonction de I’Exemple [1] alors f est dérivable par morceaux
sur R car dérivable sur R avec f/'(x) = 0 pour tout € R. Si on considere a présent la
troisieme fonction, toujours de 'Exemple [T} cette fonction est dérivable par morceaux sur
R. En effet, si on restreint f a tout intervalle évitant 1 alors f est dérivable. Par ailleurs,
si on considere sa resctiction a l'intervalle [0, 2] et la suite x; = 0, o = 1 et z3 = 2 alors
la restriction de f a |1, zo] et |zo, x3[ est dérivable (sur les intervalles ouverts la fonction
f est juste affine). Par ailleurs, on a

f@) =) e=1)=(0-1)

lim =1,
el @ P A
— o —-1)—(1-1
i [0 = S5) =D —(-1)
:t:z)xg T — To z—1 z—1
TT2 <1
— + -1
TGOl () T Al Y
D oemm el
— . —2
i L8 = @) g 2 =2
T3 T — T3 =2 1 — 2
T3 <2

Ainsi f se prolonge en une fonction dérivable sur [z1, 2] et [xg, x3]. On peut utiliser un
raisonnement assez similaire pour démontrer que la deuxieme fonction de I’Exemple (1] est
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également dérivable par morceaux sur R.

Donnons a présent un exemple de fonction qui n’est pas dérivable par morceaux sur R.

Exemple 3. Soit f la fonction définie sur R par

f<x>:{ Vo s 20

0 st x < 0.

Ici f n’est pas dérivable par morceaux sur R. On remarque dans un premier temps que la
fonction f est continue sur R. En effet, il est clair que f est continue sur | — oo, 0[U]0, 00|
et en 0 on a

lim f(z) =0 = lim f(z) = (hm \/E) .
520 520 520
Par ailleurs, la restriction de f a tout intervalle évitant le point O est dérivable. Considérons
a présent la restriction de f a (par exemple) Uintervalle [—2,1]. On considére également
la suite de points 1 = —2, x9 = 0 et x3 = 1. La fonction f restreinte aux intervalles
ouverts |xy,xo| et |xo, x3] est dérivable. On montre facilement que f se prolonge en une
fonction dérivable sur 'intervalle fermé [x1, x5] (dans ce cas f est juste la fonction nulle sur
cet intervalle). Par contre f ne se prolonge pas en une fonction dérivable sur l'intervalle
fermé [xo, x3). En effet, on a

o @)= F(0)

=1l =lim — = +o0
z—0 z—0 =0 I x—0 \/a
z>0 >0 >0

Donc f'(0%) n'existe pas et la fonction f n’est pas dérivable par morceaus.

Remarque 1. Pour étudier la continuité, dérivabilité, continuité par morceaux ou dérivabilité
par morceauxr sur R d’une fonction a-périodique il suffit de faire des études similaires a
celles faites dans les exemples précédents sur un intervalle de longueur a, comme par
exemple [—a/2,a/2] ou [0,al.

Pour conclure cette note rappelons qu'une fonction f définie sur R est dite C* sur R si
f est dérivable sur R avec f’ continue sur R. Elle est par contre C! par morceaux sur R si
f est dérivable par morceaux sur R et si f’ est continue par morceaux sur R. Il suffit donc
de reprendre les exemples ci-dessus.
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