MT09 A24 - Feuille de TD n° 3
Matrice a diagonale strictement dominante, factorisation de
Choleski BB factorisation LDL"

Exercice 1 : Matrice a diagonale strictement dominante

Dans de nombreux problemes de physique, mécanique, chimie ou mathématiques, on a a
minimiser une fonction de potentiel d’énergie. On considére un systéme de n ’particules’ en
interaction soumis a une force f. Pour la recherche de I’équilibre, on a & minimiser une énergie
quadratique V' (z1, ..., z,,) définie par
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oll @ > 0. Le premier terme représente une énergie, le deuxieme une énergie d’interaction entre
particules voisines et le troisieme le travail de la force f.

1. La recherche du minimum revient & résoudre les conditions de point critique
VV(.TUl, ,:pn) =0.
Montrer que ce systeme d’équations s’écrit aussi sous la forme
Axr =10

ou 'on déterminera A et b.

2. Une matrice A est dire a diagonale strictement dominante (DSD) si elle possede la propriété

> lagl < lag| Vi, 1<i<n.
J#

Vérifiez que la matrice de la question 1 est & DSD (NB : merci a!).
3. Soit A & DSD et @ une solution de Az = 0. Soit iy € {1,...,n} tel que

|Tio| > |zi| Vi, 1 <i<n.

En écrivant la ligne 79 de Ax = 0, montrer que x;, = 0. En déduire que A est inversible.
Qu’en est-il des sous-matrices principales de A7

4. En déduire de A admet une factorisation LU sans permutation de lignes ou de colonnes.

Exercice 2. Factorisations de Choleski et LDLT

A= (_11 —31>.

Soit A la matrice



1. Au moyen de la trace et du déterminant de A, calculer les valeurs propres de A. La
matrice A est-elle sdp ?

2. Calculer la factorisation de Choleski de A : A = BBT. Pour cela, on identifiera A avec BBT

ou
bi1 0
B = :
<b21 b22>
3. En déduire la factorisation LDLT de A ot L est triangulaire inférieure avec une diagonale

constituée de 1, et D est une matrice diagonale. Les éléments diagonaux de D sont-ils les
valeurs propres de A7

Exercice 3. Choleski en dimension n
Soit A une matrice sdp de taille n. Elle admet donc une factorisation de Choleski
A= BBT

ou B est triangulaire inférieure constituée d’éléments diagonaux b;; strictement positifs.
1. Par identification, calculez b1y, puis Bj.

2. Toujours par identification, donner ’expression de boo, puis calculer Bs.

Exercice 4. Application : projection orthogonale sur un s.e.v.

Soit w et wy deux vecteurs linéairement indépendants de R™ et W = vect(w;, ws). Pour
x € R™ quelconque, on souhaite caractériser la projection orthogonale mx de @ sur W. Puisque
mx € W, mx s’écrit
T = Q]W1 + w2

avec a1, as € R. Par projection orthogonale, on a aussi
(re —x,w;) =0, i=12.

1. Ecrire le systéme linéaire satisfait par a = (o, az)”
Sa=1b

ou l'on précisera la matrice S et le second membre b. Que se passe-t-il si w; et wy sont
orthogonaux ?

2. Montrez que S = CTC avec C = [wq,ws] € My, 2(R).

3. En déduire que S est sdp et peut s’écrire
S =BBT

avec B € Mj3(R) triangulaire inférieure a coefficients diagonaux strictement positifs.



