MT09 A25 - Feuille de TD n°4
Quotient de Rayleigh, normes matricielles subordonnées,
conditionnement

On rappelle 'expression des normes vectorielles usuelles pour € R” :

n n
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Pour une matrice carrée A € M,,(C), on rappelle la définition de la norme matricielle subordonnée
a la norme vectorielle ||.||, dans C" :
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et pour A € ., (R) lexpression des normes matricielles subordonnées usuelles vues en cours :
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ou p(B) désigne le rayon spectral de la matrice B. On rappelle aussi l’expression de la norme
matricielle (non subordonnée) de Frobenius ||.||r de A € 4, (R) :
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Exercice 1 : normes matricielles subordonnées (NMS)

Soit les matrices A et D définies par

1 4 0
a=loa ] (3 0)
0 36 4
1. Quelles sont les valeurs propres de A? (solution : -2, 1, 10).
2. Calculer || A1, ||Alco €t ||A]|7. Rem : on trouverait aussi que || 4|2 = 1/p(ATA) ~ 36.67.

3. Calculer le produit ||D]|eo - ||D7!||ee €t comparer & || I3]|oo-

Exercice 2 : quotient de Rayleigh

Soit .S une matrice symétrique. On sait que S est diagonalisable dans R. Soit Ay < Ay < ... < A\,
les valeurs propres de S ordonnées de maniere croissante. Pour € R™\{0}, on définit le quotient
de Rayleigh Rg(x) comme
(Sz, x)

(@)

Rg(x) =

1. Montrer que
A < Rg(x) <\, Ve R"{0}.



2. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Pour € R™\{0}, montrez que

a2
. < P4

[A]l2 < +/p(AT A)

(il y a donc méme égalité d’apres le cours).

En déduire que

Exercice 3 : propriétés des NMS

1. Soit ||.|| une norme matricielle subordonnée sur M, (R). Montrer que :
— (Ml =1;
— pour toute matrice A € M,,(R) inversible,

IAIATH > 1

— on a toujours p(A) < ||4].

2. Soit P une matrice orthogonale et ||.|| la NMS & la norme euclidienne. Montrer que

1Pz = 1.

Exercice 4 : conditionnement de matrice

Soit A une matrice inversible. Pour b # 0, si @ et &+ dx sont les solutions des systémes linéaires
respectifs
Ax =0b, A(x+ dx)= b+ db,
on a toujours 'inégalité (voir cours) :
|62
|

ob
< COHd””(A) ’Hb”” (1)

ou
cond| | (A) = ||A|||[A7}

s’appelle le conditionnement de la matrice A relativement & la norme vectorielle ||.||. L’inégalité
est optimale au sens ou il y a des cas d’égalité (la borne peut donc étre atteinte). Soit € un réel

strictement positif "assez petit' (¢ < 1). On considére la matrice A définie par

1 (1 1
A:\/§<1—5 1>‘

1. Calculez det(A). Calculez A~'. Calculez cond | (A).

2. Soit b= (%, %)T Vérifiez que = (1,1)7 est solution de Az = b.

3. Soit 6b = (—/g,/€)T. Que vaut

9] ,
1B/ oo
4. Soit dzx tel que A(x + dx) = b+ Jb. Déterminer 6z (solution : dx = (-2, 2 —&)T). Que vaut
J
|||| mHHOO 7 Est-ce compatible avec I'inégalité ? Commentez le résultat selon e.
oo

Exercice 5

Montrez que ||A||ps = max |a;;| n’est pas une norme matricielle.
1<i,5<n



