TD MT12

1. CHAPITRE 5
Exercice 1. (Transformée de Fourier) Justifier que les fonctions suivantes sont dans
L'(R) puis calculer leurs transformée de Fourier.
(1) Soit fi la fonction définie par fi(x) = 1[_q,q avec a un réel strictement positif.
(2) Soit fy la fonction triangle définie par
14z si —1<2<0,
fo(z)=¢ 1—2 si0<z <1,
0 sinon.
(3) Soit f3 la fonction exponentielle causale définie par
fs(z)=H(x)e ™™, a>0,
ou H désigne la fonction de Heaviside.
(4) Soit fy la fonction exponentielle causale définie par
fa(z) = H(—x)e™, a>0.

(5) Soit f5 la fonction définie par

$k

fs(z) = Fe“” H(z), k>1,a>0.

(6) Soit fs la fonction définie par
fo(z) = e~ a4 >0.
(7) Soit f7 la fonction définie par
fr(x) = sign(x)e~*! a >0,

ou sign est la fonction signe donnée par

. 1 six >0,
81gn(x) - -1 six<O.

(8) Soit fgs la fonction sinusoidale amortie et causale définie par

fs(z) = sin(2rx) e *“H(z), a>0.
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(9) Soit fy la fonction gaussienne définie par
fo(z) = e_o‘xQ, a > 0.

Ici pour calculer ﬁ) il faut dans un premier temps établir une équation différentielle

~ 7\_2 2
d’ordre un vérifiée par fo. Par ailleurs, pour obtenir '’expression de fo(§) = \/ge’ o

on admettra que
T
/6_‘“2 der=4/—, a>0.
R o

Exercice 2. (Utilisation de I'inverse de la transformée de Fourier dans L'(R))
En utilisant la formule d’inversion de Fourier (en la justifiant) et I'exercice 1 calculer les
transformées de Fourier des fonctions suivantes.

(1) Soit ¢y la fonction définie par

1
gi(z) = @t o 47 0, k> 1.
(2) Soit g la fonction définie par
1
g2(w) = 1+ a2

(3) Soit g3 la fonction définie par

2.2

g3(r) = me ™,
Exercice 3. (Convolution et transformée de Fourier) Le but de cet exercice est
de manipuler le produit de convolution.

(1) Soit hy la fonction définie sur R par hy(z) = (sin*1j_,q))(z) avec a > 0. Justifier
que hy est bien définie sur R est calculer explicitement h;.

(2) Soit hg = fxgou f et g sont nulles respectivement hors de l'intervalle [a, b] et hors
de [c, d]. Justifier que hy est nulle hors de [a + ¢,b + d]|. En déduire que si f et g
sont causales (nulles sur R_) alors hy est causale.

(3) Soit hs la fonction définie sur R comme le produit de convolution de deux fonctions
exponentielles décroissantes causales, i.e.,

hala) = [ Hg)e ™ Hiz = y)e =) dy
R
avec a et b > 0. Justifier que hy est bien définie et calculer explicitement hz (on
utilisera la question précédente).
(4) Soit hy la fonction définie sur R par
1 2 _@—w)?
i) = 3o [ dr e W ay

avec a et b > 0. Justifier que hy est bien définie et calculer explicitement hy (utiliser
le lien entre convolution et transformée de Fourier ainsi que l'exercice 1).
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Exercice 4. (Transformée de Fourier dans L?*(R))
(1) Montrer que la convolution de deux fonctions ayant la méme parité est paire.

(2) Démontrer que la transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse d’une
fonction paire coincident.

(3) Soit f la fonction définie sur R comme le produit de convolution de deux fonctions
sinus cardinal, i.e.,
flz) = / sin(2ray) sin(2wb(x — y)) .
ROy m(z —y)
avec a et b > 0. Justifier que f est bien définie et calculer f explicitement en
utilisant l'exercice 1 et la Proposition 25 du cours.
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