MT09-A2023 — Examen final — Questions de cours
Durée : 30 min. Sans documents ni outils électroniques — Rédiger sur
l’énoncé

NOM PRENOM : Place n° :

ATTENTION, ily a 3 exerciqes indépendants pour cette partie questions de cours !
IL FAUT PROUVER LES RESULTATS AVEC SOIN!

Exercice 1 (baréme approzimatif : 2,5 points)
Soit u un vecteur de R™ de norme 1. On considere Q = I,, — 2uu” la transformation de Householder.

1. Montrer que QT = Q et QTQ = I,,.

Réponse : il vient, en utilisant les regles de la transposition, le fait que I commute avec
toute matrice (donc (I + A)?2 = I2 + TA+ Al + A2 = [ + 2A + A?) et D’associativité du produit
matriciel,

QT = 1" 20Tt =T 2w =Q
QTQ = Q*=1—4uwu” + 4(uu™)(uu™) = I — duu” + du(uu)u”
= T —4uu” +4)julfuu® = 1.

O

2. On se donne & € R"™ tel que ||#]]s = 1 et e = (1,0,---,0)7 € R". On pose u = (& —e)/||# — el|2. Calculer
|l — e||2, et ensuite (u,&)u (= (u?'%)u). En déduire que Qi = e.
Réponse : Il faut supposer que & # e, autrement u n’est pas défini. Dans ce cas, il vient, en
utilisant les régles du produit scalaire (symétrie, bilinéarité, thm de Pythagore),

12 —elf = (2—ed—e)=|2]3—2(2¢)+ el
= 1-2(&,e)+1=2(1-(2€));

Sy = Eoed) @-e¢ _|I#E-(ed)
e = L Tomes~ To—e © 9
_ o A-led) o Lo
= A (e 9Tl ek

Qi = &—2uu’i=37-2(ui)u

= i—(Z—e)=ce.
O

3. Soit z € R"™ de norme quelconque non nulle. Donner 'expression de la transformation de Householder
qui donne Qz = ||z||2¢.

Tel: —© & — |allze
Réponse : comme z # 0, on peut poser £ = —— et u = - > dob
Talls 2= —elz  llz — [|=llzell2
lz]l2
2 T
Q=I1—————(z— ||z|l2e)(x — ||z]2¢)" .

lz = lll2¢ll3

4. Déterminer Q pour z = (1,0, —-1)7 € R?.
Réponse : on trouve ||z]s =2, & = 1(1,0,-1)7 et



5 3—-2v2 0 —14++2
Q = I- 0 0 0
4-2v2 “144v2 0 1

1 00 3—-2v2 0 —1+4++2
= 01 0 —2+2\@ 0 0 0
0 0 1 —-14++v2 0 1
v2 g 2
2 2
= 0 1 0
V2 g 2
2 2
On vérifie qu’on a bien Qz = /2e. [

Exercice 2  (baréme approzimatif : 1,5 points)

Soit un entier n > 1. On considere la famille de réels (z;)o<i<n strictement croissante (c’est-a-dire que pour
tout i € {0,1,...,n—1}, ; < z;41). On note (L£;)o<i<n les polynéme d’interpolation de Lagrange, qui forment
une base de 'ensemble P,, des polynomes de degré < n.

n
1. Etablir que Zﬁi(x) =1,VzeR.
i=0
Réponse : le polynéme constant 1 est dans P,,. Donc il s’écrit dans la base (£;)o<i<, comme

(il existe des coefficients &;,i = 0,...,n réels uniques tels que):

n

> oGL

i=0
On prend ensuite cette équation aux points z; pour j = 0,...,n, et en utilisant le fait que
L;(z;) = 6;; (symbole de Kronecker), on obtient 1 =" & L;(z;) = . Donc finalement tous
les ¢; valent 1, et >.1" (L; = 1. ([

2. Soit f une fonction continue sur R. On note P € P, son polynéme d’interpolation aux points (z;)o<i<n-

Montrer que
n

f@) = P(z) = (f(x) - f(x;)Li(z), VzeR.

=0
Réponse : comme les (n+1) points (z;)o<i<, sont tous distincts, il existe un unique polynéme
d’interpolation de f dans P, qui s’écrit dans la base de Lagrange f =Y . f(z;)L;

Il vient donc pour tout z € R

f@)=P(x) = fl@)1=> fl@:)Li(z) = f() (Z Li(a:)) > @) Li(x
1 =0 =0

= > (f@)Lile) = fle)Lix) =Y (f(x) = f(2:)Lalx).

i=0 i=0
U

3. On considére deux polynémes @ et R dans P,_; (de degré < n — 1). On suppose que @ interpole f au
points (2;)o<i<n—1 €t R aux points (x;)1<i<n. Vérifier que

r — X

P(z) = Q(x) —

Pe—— CL’) — R(x))v Vo € R.

Réponse : Les (n) points (2;)o<i<n—1 €t (z;)i<i<n sont tous distincts, donc il existe deux
uniques polynémes d’interpolation de f en ces points dans P, _1, notés @ et R.



On pose T'=Q — ==2(Q — R). T est donc un polynéme de degré < n (car @) et R sont dans

ZLp—T0

Pn_1). On prend T' aux points (z;)o<i<n:
T(z0) = Q(zo)—0= f(zo) car Q interpole f en o,
Tlan) = QUun) = = 2(Qn) = Rlan)) = Q(en) ~ (Qrn) = Rlan))
= R(zn) = f(zn) car R interpole f en z,,
Tw) = Qo) = L= 2(Qes) = Rla) = fwe) = = (Fwe) = f(a1))

= f(z;) car @Q et R interpolent f en z; pour i =1,...,n—1.

Donc T interpole f aux (n+1) points distincts (z;)o<i<n. Par unicité du polynéme d’interpolation
dans P,, on déduit que P =T. ]

Exercice 3 (baréme approzimatif : 2 points)
On cherche a calculer numériquement une solution z* de I’équation z* = 2 4+ Inz*. On utilise la méthode
de point fixe, qui partant d’une valeur initiale z( calcule la suite z,11 = 2 + Inx,,.

1. Enoncer le théoreme du point fixe.

Réponse : Cf. cours. Attention, dans le polycopié, le théoréme est énoncé sur un intervalle
fermé borné (compact), et tandis que dans le cours on I’a présenté sur un intervalle fermé.

O]

2. Montrer que pour tout x € [2,+00[, on a 2 + In(x) € [2, +o0l.
Réponse : Soit g(z) = 2+ In(z) qui est C* sur ]0,+oo[. On a ¢'(z) = 2 > 0. g est donc
croissante sur |0, oo[ Sur l’intervalle I = [2,+c0][, on a 2 < 2+ 1In2 = ¢(2) < +oo donc
Iintervalle I = [2,+oc[ est stable par g. O

3. Montrer que si zg € [2,+00], la suite converge.

Réponse : [ = [2,+0o[ est un intervalle fermé sur lequel g est C*. Sur I, ¢/(z) €]0, 1] donc il
existe k = % tel que pour tout z € I, on a |¢'(z)] < k : g est contractante sur /. Enfin I est
stable par g. Donc le théoréme du point fixe s’applique : pour tout zy dans I, il existe un
unique z* dans I tel que z* = g(z*) et la suite converge vers z*.

Note : on peut appliquer le theoréeme qui utilise un intervalle fermé borné. Pour cela, il
faut remarquer qu’il existe un intervalle I, = [2,a] (avec a assez grand) qui sera stable par
g et que si xp est dans I, on a gagné et sinon il faut considérer I,,... ]



MT09-A2023- Examen final
Durée : 1h30.
Polycopiés de cours et scilab autorisés - pas d’outils numériques

Questions de cours déja traitées : environ 6 points.
1l est possible de traiter une question en admettant les résultats précédents.

Exercice 1: (baréme approzimatif : 6 points) CHANGEZ DE COPIE

Soient f et g deux fonctions 2 fois dérivables. On suppose de plus que g ne s’annule pas. On se donne a,b
et ¢, trois réels distincts.

1. Calculer la limite de f[a,b] lorsque b tend vers a.

Réponse : comme f est dérivable en a,

. SO —fl@)
et = m T @
([
2. (a) Ecrire le développement de Taylor—Young de f(a + h), quand h — 0.
Réponse : comme f est dérivable deux fois en a, on a
1
flat+h) = f(a)+hf'(a)+ 5h*f"(a) + o(h?).
O
(b) On pose b=a+ h et ¢ = a+ k, en supposant que h #k. En utilisant la question 2a, calculer
ha%f?ao flba,el.
Réponse : comme f est dérivable deux fois en a, on a
f(a+h)—f(a) fla)—f(atk
e - Jbel=flad  TEEERE - Reen
Y b—c h—k
_ fa) + 3hf"(a) + o(h) — [f'(a) + 3kf"(a) + o(k)]
N h—k
_ 1h—-k,, o(h) + o(k)
= gk W T
et donc lim f[b,a,c] = lf”(a,) [
h—0,k—0" " 2 )
(¢) Déduire hJéT?ﬁOf[av b, c].
Réponse : comme les différences divisées sont des fonctions symétriques de leurs
1
arguments, on a f[a,b,c] = f[b,a,c] et donc lim f[a,b,c] = = f"(a). O]
h—0,k—0 2

3. Etablir la relation des différences divisées

(fg)la,b] = flalgla,b] + fla,b]g[b].
Retrouver en vous aidant de la question 1, la formule de Leibnitz (connue) donnant (fg)’.

Réponse : on a

fla)g(a) — f(b)g(b)  fla)g(a) — f(a)g(b) + f(a)g(b) — f(b)g(b)

(f9)la,b] = a—b = a—_b
= f(@ IO SOG4 — pralgia,) + fla. gl



4. Démontrer la formule
(fg)[av b, C] = f[a]g[a, b, C] + f[a’ b]g[b, C] + f[aa b, c}g[c]. (1)

Réponse : en utilisant la question précédente, on a (en ajoutant et retranchant les termes
de couleur pour obtenir les termes voulus)

(flabid = ——((Fo)iab] ~ (fo)lb.cl) = —— (Flalgla,b] + fla, Blglt] — FlElglb.c] — Flb,clole])
= (Flal(gla,b] gl ]) + (fla] ~ fTglbs ] + Fla, (o] — gle) + (Flasb] — b, gle)
= Flalgfa, b, + “=2 fla, lglb,c] + - fla,blglb. ] + fla, b, clgld

= [flalgla,b,c] + fla,blg(b, c] + fla, b, c]glc].
O]
5. Retrouver la formule de de Leibnitz sur la dérivée seconde (fg)” & partir de la formule (1) et de la question
2b.
Réponse : d’une part, on a en posant b=a+h et c=a+k,

tin (fo)le.b,e] = 5 (F9)" (@)

h—0,k—0

D’autre part, on a (g est continue)

1
li b, = =
h—>(l)r£—>0 gla,b.c] 2
1
2

1 =
h—)éril—) f[a b, C]

H%ngog[d = g(a),

lim fla,b] = f'(a),

h—0,k—0

et il reste a calculer la limite de g[b,c¢]. On a

glbe] = gla+h) —gla+k) _ g(a)+g'(a)h +o(h) - [g(a) + g'(a)k + o(k)
’ at+h—a—k h—k

_ ’ O(h)—I—O(k‘)

BRI

et lim g[b,c] =g'(a). On déduit donc de (1) que
h—0,k—0

lim_ (fg)la,b.c = 5(70)"(a) = 3 F(@)g" (a) + ['()g'(a) + 3 " (@)g(a),

h—0,k—0
et on retrouve bien la formule de Leibnitz. O
1 b
6. Prouver que () [a,b] = — gla.b) . En déduire I'expression de <f> [a,b].
g glalg[b] g

Réponse : il vient avec g qui ne s’annule pas et en utilisant la question 3.:

1 1 g(a)—g(b)

(1> oy = 2@ _ s@iw _g@ =) 1 __ gl
9) " b—a b-a b—a  gla)g(b)  glalglt]
! = ! a,bl = fla 1 a [a 1
(g> il = (fg)[’b} f[]<9>[ R b<9>
_ flq e | Slebl_ fle.Blgla] — flalgle,b]
glalolt] ol glalg[b]



Exercice 2  (baréme approzimatif : 10 points) CHANGEZ DE COPIE
Les questions 3) et /) sont partiellement indépendantes des précédentes. La question de programmation en
Scilab 5) ne dépend que de la question 4).

Soient deux réels ¢ty et T > 0 et un entier N > 0. On introduit le pas h = T'/N et les points t,, = tg + nh
pour n =0,...,N.

1. Soit y une fonction de classe C* de [tg,to + T] dans R. On notera y, = y(t,) la valeur de y en t,, pour
n=20,...,N. On appelle p, le polynéme interpolant la fonction y aux points ¢,41,tn, tn—1.

(a) Ecrire py dans la base de Newton associée & tp41,tn,tn—1 (dans cet ordre).
Réponse : Le polynéme d’interpolation est dans P, et s’écrit dans la base de Newton

py(t) = co+ c1(t — tng1) + c2(t — tng1) (£ — tn),
ou les coefficients sont donnés par les différences divisées

Yn+1 — Y Yn+1 = 2Yn + Yn—
co = Y[tnt1] = Ynt1, a1 = Yltny1,tn] = %7 o = Yltni1, bn, tn1] = = th —

Remarque : dans la base de Lagrange :

(t —tn1)(t — tn) +y (t*tn—l)(t*tn+l)+y (t = tn)(t — tns1)

py(t) = Yn+1 2h2 n 32 n—1 oh2 .
]
(b) Calculer p;(t,+1) en fonction de Yn11,Yn,Yn—1 et de h uniquement.
Réponse : on trouve
p;(t) =c1+ e ((t—tot1) + (E—tn)),
donc % + 13 1
/ Yn+1l —Yn | Yntl — 4Yn T Yn—1
= =—(= -2 —UYn—1)-
py(tn-i-l) h + 2h h(2yn+1 Yn + 2% 1)
Remarque : dans la base de Lagrange :
/ _ (t_tn—l)""(t_tn) (t_tn—l)""(t_tn-i-l) (t_tn)"’(t_tn-i-l) .
py (t) = Yn+1 oh2 + Yn 2 + Yn—1 o2 donc :
(ber) = 3 2 n 1
Pyln+1) = Ynt1 o ynh yn712h~
O

2. Soit f une fonction de classe Ct : (t,y) € [to,to + T] x R + f(t,y) € R. On cherche & résoudre
numériquement 1’équation différentielle suivante :

/ —
trouver y € Cl([to,to + T],R), telle que { z(it)):fy(tay(t)) pour t € [t07t0 +T]a (2)
0) = Yo-

Pour cela, on va approcher y'(t, 1) par pj,(tni1)-
(a) Ecrire la relation Py(tnt1) = y'(tny1) et en déduire un schéma du type :

Znt1 = Q02n + 012n—1 + A (tnt1s Znt1), (3)

pour résoudre le probleme (2). Déterminer les coefficients ag, iy et S.
Réponse : 1’équation approchée

1.3 1
f(tn+17y(tn+1)) = y/(tn+1) ~ p;(thrl) = E(§yn+1 - 2yn + gyn71)7

suggere le schéma

3 1
§Zn+1 = 2Zn - §Zn—1 + hf(tn—i-l: Zn-l—l)a n Z la
4 1 2
— Zn41 gzn - gzn—l + hgf(tn—&-la Zn+1)7 n>1,



(b)

Ce schéma est-il implicite ou explicite? Est-il a un pas ou multi-pas? Expliquer comment déterminer
Z1.

Réponse : c’est un schéma implicite a 2 pas (appelé BDF). Pour déterminer z;, il faut
utiliser un schéma a 1 pas du méme ordre que BDF (c’est-a-dire 2, ¢f. plus bas). ]

3. On cherche & calculer 'ordre du schéma (3), pour des valeurs g, a; et 8 quelconques. On suppose que y
est de classe au moins C*.

(a)
(b)
()

Ecrire un développement de Taylor de y(t,+1) autour de t,, & Pordre 3 en h.
Ecrire un développement limité de y(tn—1) autour de ¢, a ’ordre 3 en h.

Ecrire un développement limité de y'(¢,41) autour de t,, & I'ordre 2 en h.
Réponse : il existe & €]ty tni1[, &2 Eltn_1,tn[ €t & €]tn, tri1| tels que

2 h3 h*
Yltns1) = ylta) +hy'(tn) + 0" () + 0" () + 500 (&)
Wt =yt~ b/ () + oy (1)~ ) 4 By e
V(tan) = V)4 by )+ ) - Sy =
W (1) = A () + B2 (1) + ) — 0 ),

O

Calculer l'erreur de troncature locale et en déduire des relations entre ag,a; et 8 pour que le
schéma (3) soit au moins d’ordre 2. Les valeurs trouvées & la question 2a) conviennent-elles?

Réponse : D’erreur de troncature locale est définie par 7,,11(h) = y(tn41) — Znt1, OU y est
la solution du probléme (2) et Z,;, est le résultat du schéma (3) en partant de la solution
(zn = y(tn) €t zn—1 = y(tn-1)).

On obtient (on va un cran plus loin que demandé pour s’assurer que ’ordre est exacte-
ment 2):

Tn-l—l(h) = y(tn+1) - aOy(tn) - aly( n— 1) hﬂy ( n+1)
= y(tn)(1 — a0 — o)

+hy' (t,) (1 + a1 — B)
2
1) (1 - 01— 28)

i
+5 " () (1+ o = 3p)
4
FEO(E) — oy (&) — 48y () ).

Donc en résolvant le systéme linéaire

ag  +oq =1
—Qq +B =1 )
(6751 +2ﬁ = 1
on annule les termes en O(1), en O(h) et en O(h?). On trouve =3 a1 =—1et f=2
Le coefficient devant terme en O(h?) est alors 1+ a; — 38 = —3 # 0.
L’erreur s’écrit dans ce cas
2h3 2h3
ra () = =2y (1) + O() = =2y () (1 + O(h))

donc comme O(h) tend vers 0 quand h tend vers 0, il existe hy > 0 et K > 0 tel que pour

tout 0 < h < hy
|Tn+1(h)| 2 "
T P < Kh t
S sepnax ly" (1)1,

donc le schéma est d’ordre 2. ]



4. Soit p un entier > 0. On suppose dorénavant que la fonction f de classe C? est vectorielle : (t,y) €
[to,to +T] x RP — f(t,y) € RP. On cherche a résoudre 1’équation non-linéaire

trouver z* € RP, tel que z* = agz, + @12p—1 + hBf(tni1, ™). (4)

(a) On suppose que f est uniformément Lipschitzienne par rapport & la deuxiéme variable, c’est-a-dire
qu’il existe une constante L > 0 telle que

1f(ty) = f(t,2)| < Llly —z[,  Vte€[0,+o0o Vy,z € R”.

i. Ecrire le probleme (4) sous la forme d’un probléeme de point fixe, qu’on notera z* = 1 (z*).
Réponse : il suffit de poser ¢ : R” — R?, telle que

lb(l’) = Qozp + Q121 + hﬂf(tn-&-la I)

]

ii. Déterminer une condition suffisante sur h > 0 pour que ce probléeme admette une unique solution.
Réponse : d’apres le théoréme du point fixe, sur R? complet, il suffit de montrer
que P est contractante pour qu’il existe une unique solution au probléme de point
fixe. Pour tout z,y dans R?,

lV(z) =yl = laozn +rzn—1 +hBf(thyr, ) — (02 + a12n—1 + hBf(tnr1, )|l
= |hB| [|f(tnsr,2) = fF(tns1,9)|l
< hA[B|L[|x =yl

Prenons un hg tel que 0 < hg < ﬁ Si h < hg, alors i est lipschitzienne de constante

h|BIL < ho|B|L < 1 sur R?, donc elle est contractante. On en déduit qu’il existe un
unique point fixe * dans R et donc on peut trouver un unique z,.; a partir de z,,
dés que h < hg. O

(b) On utilise dorénavant la méthode de Newton.
i. Reformuler ce probleme (4) en une équation G(x) =0 : déterminer G.

Réponse : il vient :

G : zeRP— Gx)=x—apzn, — a12n—1 — hB [ (tny1, ).

([
ii. Calculer la matrice jacobienne DG(z) en fonction des dérivées partielles de f.
Réponse : en dérivant, on trouve
of
DG(z) e My, : DG(x)=1,, — hﬁ%(tnﬂ,x).
ou la matrice %(t, z) appartient bien & M, . O

(c) Application : Soit £, k,ug et vy des réels fixés. Soit I’équation différentielle :

u” (t) = &u'(t) + ku®(t) Vt € [to, to + T,

1
trouver u € C* ([to,to + T],R), telle que { u(to) = o, ' (fo) = vo.

i. Mettre cette équation différentielle (5) sous forme d’une équation différentielle du type :

/ —
trouver Y telle que { Yy (t) - f(ta y(t)) pour te [t07t0 + T]a
y(to) = vo-

Expliciter la fonction f de cette équation différentielle, en précisant bien les espaces de départ
et d’arrivée.

Réponse : en posant y(t) = [u(t), v (t)]7, on obtient y/(t) = [u/(t),u" (t)]T = [y2(t), Ey2(t)+
ky?(t)]T. On en déduit que y : [to,to + 7] — R? vérifie

y'(t) = f(t,y(t)) pour t € [to, to + 17, [to,to + T] x R? — R?
y(to) = yo = zg ) avec f (t,z) — f(t,z) = [ ?;2 + ka? } )

O



ii. Calculer G et sa matrice jacobienne DG(z) dans ce cas.
Réponse : il vient :

G(z) = — apzn — @12n—1 — hf { g;Q + ha? } )

et sa jacobienne vaut :

DG(x) = Ipp =18 { Qkx? é } - [ —Qthxi 1 :h%g ] '
On peut remarquer que si h est assez petit, la jacobienne sera inversible car
det(DG(z)) = 1 — hB¢ — 2h?B%*kz;  — 1 quand h — 0.
O

5. Programmation du schéma : On suppose toujours que f est une fonction vectorielle : f : (¢t,y) €
[to,to + T] x RP — f(t,y) € RP, pour p > 0.

(a)

Ecrire une fonction scilab [X,k] = newtonSchema(XO0, tol, Niter, h, t, Zn, Znm1, f, dfdy) implémentant
la méthode de Newton pour la résolution du systeme d’équations non-linéaires G(z) = 0, ou la
fonction G est définie & la question 4b).
Expliquer rapidement quel role jouent les arguments f et dfdy. Détailler en particulier les dimensions
de leurs arguments d’entrée et de sortie.
Réponse : Exemple d’implémentation :
function [X, k] = newtonSchema(XO0, tol, N, h, t, Zn, Znm1, f, dfdy)
// Newton pour la resolution de Zn+1 = 4/3*Zn - 1/3*Zn-1 + 2/3*h *f(tn+1,Zn+1)
p = length(X0); X = XO0;
if length( Zn )= p | length( Znm1 )= p
error(" Size is incompatible with initial conditions.”)

end
for k=1:N
Fx = f(t, X);
Gx = X - 1/3%(4*¥Zn - Znm1 + 2*h*Fx); // evaluation de G en X
DGx = eye(p, p) - 2*h/3 * dfdy(t, X); // differentielle de G en X
dX = - DGx \ Gx;
X=X+ dX
if norm(dX) < tol
return [X, k]
end
end

disp('NewtonSchema did not converge: Reached maximum number of iterations...")
endfunction

O]

Ecrire les fonctions scilab ma_fun et ma_dfundy, qui seront appelées par newtonSchema quand G est
donnée a la question 4c).

Réponse : Exemple d’implémentation :

function [F] = ma_fun(t, X)

xi=1 k=1;

F=[X(2);xi*X(2) + k * X(1)*X(1)]

endfunction

et
function [DF] = ma_dfundy(t, X)
xi=1 k=1;

DF =[0,1;2*¥*X(1), xi |
endfunction

O
Ecrire une fonction scilab Y = schema(y0, y1, t0, T, N, f, dfdy) implémentant le schéma (3).

Décrire comment vous sauvegardez la solution. Quel point initial X0 choisissez-vous dans ’appel a
newtonSchema a chaque pas de temps?

Réponse : le schéma peut s’écrire :



function [Y] = schema(y0, y1, t0, T, N, f, dfdy)
exec('newtonSchema.sci’, -1)
p = length(y0)
if (length(yl )=p)
error("yl and y0 have incompatible dimensions (initial conditions).”)
end
Y = zeros(p, N+1); Y(:,1) = y0; Y(:,2) = y1; // initialisations
h=T/N;tnpl =1t0 + h;
Znml = y0; Zn = yl;
for iter = 2:N
tnpl = tnpl + h // time at tn+1
// Solveur non lineaire. Newton part de X0 = Zn.
[Znpl , k] = newtonSchema(Zn, 1e-8, 1000, h, tnpl, Zn, Znml, f, dfdy);
Y(: , iter+1) = Znpl,
Znml = Zn; Zn = Znpl;
end
endfunction



