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Exercice 1. (3 points)

1. Soit f une fonction R-intégrable sur l’intervalle [a, b]. Montrer que∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(a+ b− x)dx.

2. Calculer l’intégrale suivante : ∫ π

0

sin(x)

1 + cos2(x)
dx.

3. Calculer en utilisant les questions précédentes l’intégrale suivante :∫ π

0

x sin(x)

1 + cos2(x)
dx.

Exercice 2. (4 points) Soient f une fonction R-intégrable définie de [a, b] dans C et N un entier pair
non-nul vérifiant N = 2M .

1. La fonction f est-elle bornée sur l’intervalle [a, b] ? Justifier.

2. On considère les points

yk = a+
2k

N
(b− a) pour k = 0, · · · ,M,

zk = a+
2k + 1

N
(b− a) pour k = 0, · · · ,M − 1,

et note

AM =
b− a

M

M∑
k=0

f(yk), BM =
b− a

M

M−1∑
k=0

f(zk).

Quelles sont les valeurs de lim
M→+∞

AM et lim
M→+∞

BM ? Justifier.

3. On considère les points

xk = a+
k

N
(b− a) pour k = 0, · · · , N,

et note

CN =
1

N

N∑
k=0

(−1)kf(xk).

Exprimer CN en fonction de AM et BM .

4. Déterminer en utilisant les questions précédentes lim
N→+∞

CN .

Exercice 3. (4 points) Soit f une fonction a-périodique appartenant à l’espace C1([0, a],C).
1. Exprimer cn(f

′) en fonction de cn(f).

2. Monter que si c0(f) = 0 alors ∫ a

0

|f(x)|2dx ≤ a2

4π2

∫ a

0

|f ′(x)|2dx.

Indication : Penser à utiliser l’égalité de Parseval.

3. On note gα(x) = f(x+ α) pour α ∈ [0, 2π]. Exprimer cn(gα) en fonction de cn(f).

4. On suppose en plus que f est une fonction non-nulle, vérifiant l’égalité suivante :

f ′(x) = gα(x) pour tout x ∈ [0, a].

Trouver une valeur admissible de α.
Tournez la page S.V.P



Exercice 4. (9 points) Soient β ∈ R− {0} et f la fonction 2-périodique définie par

f(x) = eβ|x| si x ∈ [−1, 1[.

1. Représenter f graphiquement lorsque β = 1.

2. Exprimer pour tout z ∈ R la fonction cos(z) en fonction de eiz et e−iz.

3. Calculer les coefficients de Fourier an(f) et bn(f).

4. Y-a-t-il convergence ponctuelle de la somme partielle des séries de Fourier vers f sur R ? Justifier.

5. Y-a-t-il convergence uniforme de la somme partielle des séries de Fourier vers f sur R ? Justifier.

6. Déterminer la valeur des sommes suivantes :

+∞∑
n=1

eβ(−1)n − 1

π2n2 + β2
,

+∞∑
n=1

eβ − (−1)n

π2n2 + β2
.

7. En déduire l’égalité suivante :

eβ − 1

eβ + 1
= 2β

+∞∑
n=1

1− (−1)n

π2n2 + β2
.

8. En déduire la valeur de la somme suivante :

+∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2 + 1
.

Rappel

1. Coefficients de Fourier : Soit f une fonction continue par morceaux T -périodique, alors les coeffi-
cients de Fourier de f sont définis comme suit :

cn(f) =
1

T

∫ T

0

f(x)e−i( 2πnx
T )dx, pour n ∈ Z

an(f) =
2

T

∫ T

0

f(x) cos

(
2πnx

T

)
dx, pour n ≥ 0

bn(f) =
2

T

∫ T

0

f(x) sin

(
2πnx

T

)
dx. pour n ≥ 1

2. Égalité de Parseval : Soit f une fonction continue par morceaux T -périodique, alors on l’égalité
suivante :

1

T

∫ T

0

|f(x)|2dx =

+∞∑
n=−∞

|cn(f)|2 =
(a0(f))

2

4
+

1

2

+∞∑
n=1

((an(f))
2 + (bn(f))

2).

3. Formules trigonométriques :

cos2(x) =
1

2
(1 + cos(2x)), sin2(x) =

1

2
(1− cos(2x)), sin(2x) = 2 cos(x) sin(x).

cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b), cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b).

sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a), sin(a− b) = sin(a) cos(b)− sin(b) cos(a).
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