MT94/P25/TD - Equations différentielles, systemes dynamiques

La section 1 a pour but de vous faire découvrir comment fonctionnent les schémas classiques. A
partir de la section 2, nous utiliserons la macro ode de Scilab.

1 Entrée en matiere

1.1 Schémas a un pas

On considere la fonction y : [0, T] — R solution d'un probleme de Cauchy, c’est a dire une équation
différentielle munie d’'une condition initiale en t =0

y' =f(t,y),t€[0,TI, (1)
y(0) = yo. (2)

On suppose que f vérifie les conditions du théoréme de Cauchy-Lipschitz, ce qui garantit I'existence
et 'unicité de la solution de (1)-(2). Pour N € N* on considére une discrétisation uniforme de l'inter-
valle [0, T] sous la forme d'une suite () ,=0..n définie par t;, = nh ot h = T/N. Un schéma a un pas a
pour but de construire une suite (y,),=o...n approchant les valeurs de la solution y aux points ¢, c’est
adire (y(t1))n=o0..n, en considérant I'équation de récurrence

VYn+1 = Yn+hd(ty, yn;h), ne{0...N -1}

En cours nous avons vu les schémas suivants :

1. Schéma d’Euler
Yn+1=Yn+ hf(tn, Yn).

2. Schéma d’Euler-Cauchy

k= f(tnr,Vn);
ko= f(ty+h,y,+ hky),

h
Yn+1=Ynt E(kl + ko).

3. Schéma du point milieu
k1= f(tn, yn),
ky=f(tn+ Z»Yn + gkl)»
Yn+1 = Yn+ hks.
4. Schéma de Runge et Kutta d’ordre 4
kv = f(tn, yn),

h h
ko= f(ty + 50 ¥n + Ekl);

h h
ks=f(tp+ Syt Ekz),
ky= f(tn+h,yn+ hks),

h
Yn+1=Yn+ E(kl +2kp +2k3 + ka).
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1.2 Evaluation de I'ordre des schémas

Nous allons évaluer expérimentalement |’ordre de ces schémas, c’est a dire la valeur de 'entier p
tel que

_ — ChP p
ng})ﬁ;clv}ly(tn) Ynl=Ch” + h”e(h) 3

pour I'équation différentielle suivante

y =—ty+t,1€(0,4], (4)
y(0) =0. (5)

Voici comment organiser votre travail :
1. Ecrivez une fonction scilab calculant le second-membre de I’équation différentielle (4) :

function dydt=£f1(t,y)

endfunction
2. Ecrivez une fonction Scilab acceptant comme argument ¥y, un vecteur contenant () ,=o..N
et I'identificateur de la fonction Scilab calculant f, et renvoyant dans un vecteur les approxi-
mations y, pour n =0... N données par le Schéma d'Euler :
function y=euler(y0,t,f)
n=length(t);
h=t(2)-t(1);
y(1)=y0;

endfunction

3. Testez votre fonction en représentant graphiquement les approximations y, superposées a la
solution exacte y(t), ceci pour des valeurs croissantes de N.

4. Recommencez les deux points précédents pour les trois autres schémas.

5. Pour chacun des schémas, calculez I'erreur de convergence e(h) pour

Ne{l,3,5,10,22,47,100,216,465,1000}

et représentez graphiquement e(h) en fonction de % en utilisant une échelle logarithmique
pour les abscisses et les ordonnées. Vérifiez que I'on obtient une droite de pente égale al'ordre
du schéma. Vous pouvez superposer les 4 courbes pour bien faire la différence entre les sché-
mas.

6. Pour terminer, superposer a ce graphique e(h) en fonction de h pour I'approximation ren-
voyée par la macro ode de Scilab. Cherchez dans la page d’aide de ode comment il est possible
de controbler cette précision.

2 Applications

2.1 Lependule

Le pendule que nous allons considérer est représenté sur la figure 1. Nous supposerons que la tige
reliant un poids de masse M al’axe de rotation est de masse négligeable devant M. Nous choisissons
de mesurer la déviation du pendule de la position verticale d’équilibre stable par 'angle 6(f) mesuré
positivement comme défini sur la figure 1.



FIGURE 1 - Le pendule

Si I'on applique les relations de la dynamique pour les solides en rotation autour d'un axe, on
obtient I'équation différentielle suivante :

0"y = -Esino),

L
00) = 6o, ©6)
0'0) = o.

La valeur de 6y donne la déviation initiale du pendule, et on a considéré que la vitesse angulaire
initiale est nulle.

Dans un livre de physique de terminale on peut lire les choses suivantes a propos de cette équa-
tion différentielle :

Cette équation est non-linéaire a cause de sinf(t), et sa résolution est difficile.

Cela est assez malhonnéte de présenter les choses ainsi, car en fait on ne lui connait pas de solution
analytique. Dans le méme livre on peut lire la phrase suivante :

Cependant, si l'écart angulaire 0(t) est faible, sa mesure en radians est tres peu différente
de celle de sin0(t) [...] si on peut se contenter d'une solution approchée, nous pouvons
linéariser 'équation en confondant 0(t) etsinf(t).

La proposition est assez claire : on vous propose de remplacer le modeéle original, insoluble, par un
modele simplifié sur la base d’hypothéses bien précises, dont la solution est bien connue et s’exprime
simplement a I'aide des fonctions trigonométriques. En effet, apres linéarisation de (6), on obtient
I'équation différentielle suivante, o1 8 a été remplacé par ¢ pour bien montrer que I’on ne résout
plus le méme probleme :

"0 = -Lo,

L
$0) = 6y, @)
0 = o

Il est assez élémentaire de montrer que la solution de cette équation différentielle est la fonction

d(1) =6 cos(\/%t).

On peut se demander quel est le domaine de validité de cette solution, c’est a dire, par rapport a
I’équation originale en 8(t), jusqu’a quelle valeur peut-on aller pour 8y ? Cela dépend de 'utilisation



que 'on veut faire de ce modéle. Si on désire par exemple dimensionner un pendule (choix de L) de
facon a pouvoir I'utiliser comme une horloge, il faudra certainement faire attention a ne pas prendre
un 6y trop grand. On cherche donc a comparer la solution du modele linéarisé avec I'approximation
donnée par la macro ode de Scilab.

1. On pose

0
y: 0/ 4
écrire (6) sous une forme du premier ordre en temps y’' = f(t,y) et écrire la fonction Scilab

calculant f:
function dydt=£f(t,y)
theta=y(1);
thetaprime=y(2);
endfunction
2. Pour plusieurs valeurs de 6y
0 n 7w 7w nw 3n 637
0= —, —, =, =, =

superposer sur un méme graphique la solution linéarisée et I’approximation donnée par Sci-
lab.

3 Systemes dynamiques

3.1 Equation de Duffing
3.1.1 Systéeme autonome
On considere I’équation différentielle
i +kx —x+x3=0,

avec k=0.15.

1. Mettre cette équation différentielle sous forme d’'un systéme d’équations différentielles du
premier ordre en temps
X'=f(t,X),

puis déterminer les points d’équilibre de ce systeme. Ces points d’équilibre sont-ils stables ou
instables?

2. Utiliser la fonction ode de Scilab pour calculer la solution de I’équation différentielle avec
des conditions initiales X (0) choisies de maniere a illustrer les résultats établis a la question
précédente. On pourra par exemple représenter le champ de vecteurs f(X) et les solutions
obtenues dans le plan de phase (O, X3, X»).

3.1.2 Systéme non autonome
On considere maintenant I’équation différentielle
X" +kx' —x+x°=bcost,

avec b = 0.3 et pour conditions initiales x(0) = x(0) = 0.



1. Calculez avec ode la solution de I’équation différentielle pour ¢ € [0,40r].
2. Calculez la solution en prenant les conditions initiales x(0) = 107%, x(0) = 0.
3. Superposer les deux solutions obtenues et commentez le phénomene observé.
3.2 Equation de Van der Pol
On considere I'équation différentielle
X" =l -x*)x" +x=0.

1. Calculer les points d’équilibre et déterminer leur stabilité.

2. Illustrer le résultat obtenu a la question précédente en approchant la solution de I’équation
différentielle pour un choix adéquat de condition initiale. On pourra prendre des valeurs de y
comprises entre 0.01 et 5.

3. Commenter les résultats obtenus.

3.3 Systéme proie-prédateur (Lokta-Volterra)

x' = x(a - By)
V' =-yly-6x

Etudiez les points fixes et simulez le systéme pour
a=2,4=1073,y=10,6=2.10"3.
4 Systéeme de Lorenz

Etudiez les éventuels points fixes du systeme de Lorenz

X=0y-x),
Y =px-y-=xz
Z =xy- Pz,

ol o, p et B sont des nombres positifs. Représentez les trajectoires du systéme de Lorenz pour o = 10,
8
p= 28, ,B = 3-



