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1. Préambule



Cadre

Dans ce chapitre nous considérons uniquement des
endomorphismes et des matrices carrées.
Cadre :

» Soit £ un K-espace vectoriel (K = R ou C) de dimension finie
n> 0.

» Soit u une application linéaire de L(E).

> Soit A € M, la matrice associée a u dans une base donnée £
de E.



Notations

Quelques notations :
» uK=uouo---ouestlacomposée k > 0 fois de wv.
~—_—

k fois u
e 1% =idg est l'identité sur E, ut = u, > = uou...
» De méme : AK = A x .- x A est le produit de k fois A
N———

k fois A
o A=, (matrice identité de M), Al = A A% = AA. ..



Notations

Quelques notations :
» uK=uouo---ouestlacomposée k > 0 fois de wv.
~—_—

k fois u

e 1% =idg est l'identité sur E, ut = u, > = uou...

» De méme : AK = A x .- x A est le produit de k fois A
————

k fois A
o A=, (matrice identité de M), Al = A A% = AA. ..

Comme [, commute avec toute matrice ((Alp)A = A(Alp) = NA) :
Formule du binéme de Newton

> (A+ M)k = Zf'(:o CiN A= (pour tout A € R),
> mais en général (A+ B)k# 3K CJAK=IB (si AB#BA).



Motivation : un exemple
On calcule les puissances d'une matrice :

(5 1\ o (21 7\ ,3_ (149 41\ ,, (827 231

A‘(z 2)’A —<14 6)’A _<82 26)’A T \462 134)
(5 0 > (25 0 3 (125 0 4 (5% 0
D*(o 1/2)’0 *<o 1/4)’D *(o 1/8)’D —\o0 1/2%)

(5 1 > (25 5,5 3 (125 27,75 4 _ (5% 138,875
T‘(o 1/2)’T _(o 1/4)’T _(0 1/8)’T _(0 /2% )



Motivation : un exemple
On calcule les puissances d'une matrice :

(5 1\ o (21 7\ ,3_ (149 41\ ,, (827 231

A‘(z 2)’A —<14 6)’A _<82 26)’A T \462 134)
(5 0 > (25 0 3 (125 0 4 (5% 0
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» Pour une matrice diagonale, c'est facile de calculer les
puissances :
Si D = diag(d1, d>, . .., d,), alors DK = diag(df, d, ..., dx).
» Pour une matrice triangulaire, c'est facile de calculer les
termes diagonaux :
Si diag(T) = [t1, ta, - - -, ts], alors diag(T*) = [tf, t&, ... th].
» Et pour une matrice quelconque : 777



Motivation : un exemple
On calcule les puissances d'une matrice :

(5 1\ o (21 7\ ,3_ (149 41\ ,, (827 231

A‘(z 2)*A —(14 6)’A _<82 26)’A T \462 134)
(5 0 > (25 0 3 (125 0 4 (5% 0
D*(o 1/2)’0 *<o 1/4)’D *(o 1/8)’D —\o0 1/2%)

(5 1 > (25 5,5 3 (125 27,75 4 _ (5% 138,875
T‘(o 1/2>’T _(o 1/4)’T _(0 1/8)’T _(0 /2% )

» Pour une matrice diagonale, c'est facile de calculer les
puissances :
Si D = diag(d1, d>, . .., d,), alors DK = diag(df, d, ..., dx).
» Pour une matrice triangulaire, c'est facile de calculer les
termes diagonaux :
Si diag(T) = [t1, ta, - - -, ts], alors diag(T*) = [tf, t&, ... th].
» Et pour une matrice quelconque : 777 Si B est semblable a A,
en notant P la matrice inversible tq. A= P~1BP,
Alors Ak = P~1BkP. Si B est diagonale : calcul facile. . .



Valeurs propres : pourquoi ?

P |'objectif est de trouver une base dans laquelle la matrice de u
est simple : soit diagonale (pas toujours possible), soit
triangulaire supérieure;

e trouver des sous-espaces V) ou u se comporte comme une
homothétie ou une rotation ou. . .;

e trouver (A, ¥) tels que u appliqué a y reste colinéaire a ce
vecteur : u(y) =A\yety#0 ...

» V) sera un sous-espace propre,

» (A, ¥) € K x E est un couple propre,

» ) une valeur propre et ¥ # 0 est un vecteur propre associé

P les valeurs propres sont un moyen de caractériser le
comportement d'un endomorphisme;

» utile pour la équations différentielles, la mécanique,
I'informatique, la chimie. ..
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2. Définitions des valeurs propres



Valeurs propres : définition

Définition 4.1.1.

On considere E un K e.v. et u € L(E). Alors par définition :
A € K est une valeur propre pour u, si il existe y # 0 dans E
tel que




Valeurs propres : définition

Définition 4.1.1.

On considere E un K e.v. et u € L(E). Alors par définition :
A € K est une valeur propre pour u, si il existe y # 0 dans E
tel que

Idem pour une matrice carrée :
Définition 4.1.2.

Soit A € M,(K) une matrice. Alors par définition : A € K
est une valeur propre pour A, si il existe Y # 0 dans K” tel

que

AY =Y.




Exemples 1)

Exemples : On suppose que F; et F> (seV non-nuls) sont
supplémentaires : E = F1 & F,.
Tout vecteur x € E s'écrit de fagon unique :
x=f+f(cuf €F ethéekF).
» Exemple 1 : projection p définie par p(x) = fi si x = f; + .
Alors : f; # 0 vecteur propre associée de p a la vp 1,
f>» # 0 vecteur propre de p associée a la vp 0.
» Exemple 2 : symétrie s définie par s(x) = 1 —fasi x = f1 + .
Alors : f; # 0 vecteur propre de s associée a la vp 1,
f» # 0 vecteur propre de s associée a la vp —1.

Remarque : la projection satisfait p?> = p, donc annule le polynéme
X? — X =0, dont les racines sont 0 et 1.
La symétrie satisfait s°> = idg, donc annule le polyndme
X? —1 =0, dont les racines sont 1 et —1.
Voir la Section 7, Cayley-Hamilton.
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Polyndme caractéristique 1)

On a (en utilisant le théoréme du rang pour passer de la 4e a 5e
équivalence, avec (u — Aidg) endomorphisme) :

Avpdeu < 3TFyeE y#0etu(y)=\y
dy #0et (u—Adg)(y) =0
ker(u — Aidg) # {0}

(u— Aidg) pas injective
(u— Aidg) pas bijective
det(u — A\idg) =0

111y



Polyndme caractéristique 1)
On a (en utilisant le théoréme du rang pour passer de la 4e a 5e
équivalence, avec (u — Aidg) endomorphisme) :

Avpdeu < 3TFyeE y#0etu(y)=\y
dy #0et (u—Adg)(y) =0
ker(u — Aidg) # {0}

(u— Aidg) pas injective
(u— Aidg) pas bijective
det(u — A\idg) =0

111y

Idem pour A (avec (A — Al,) carrée) :

Avpde A <= JY €K"Y #0et AY =Y
Y #0et (A= A)(Y)=0
ker(A — Al,) # {0}

(A — Al,) pas injective

(A — Alp) pas bijective
det(A—Alp) =0

11117



Polyndme caractéristique 2)

Définition 4.1.3.
On définit le polynéme caractéristique de u (ou de A) comme

My(s) = det(u — sidg), (ou Ma(s) = det(A—s1p)).

10



Polyndme caractéristique 2)

Définition 4.1.3.
On définit le polynéme caractéristique de u (ou de A) comme

Mu(s) = det(u — sidg), (ou Ma(s) = det(A—s1p)).

Résultats (valables aussi pour A) :
» [1, est un polyndme de degré n.
» M,(s) = (—1)"det(sidg — u) (det(sidg — u) = définition
alternative du polynéme caractéristique).

» Les racines de 1, sont les valeurs propres de u (Proposition
4.1.1).

» Si X est vp pour u, on appelle multiplicité de la vp A (notée
ry > 1) la multiplicité de la racine ,. (Définition 4.1.4.).

10



Polyndme caractéristique 3)

Mu(s) = det(u — sidg),

Ma(s) = det(A — s 1,).

11



Polyndme caractéristique 3)

Mu(s) = det(u —sidg), Ma(s) =det(A—sl,).

Résultats (suite) :

> Si A et A sont semblables, A — M/, et A" — A/, sont
semblables aussi (avec la méme matrice P de passage).
En effet : si il existe P inversible telle que A’ = P~1AP, alors
(comme I, = P71P):
A =X, =P 1AP - \P~L,P = Pfl(A — Mp)P.

» Donc M4 = My pour toutes matrices A, A’ semblables.
En effet, le déterminant est le méme pour 2 matrices semblables.

» Et enfin M, = N4 = M4 pour toutes matrices A, A’
représentant u dans deux bases données. (Proposition 4.1.5.)
En effet, A et A’ sont semblables dans ce cas.

» Donc les vp de u, A et A’ (semblables) sont identiques.
(Mais les vecteurs propres associés sont différents (— il faut
changer de base!).)

11



Exemples

Exemple 1 : (n=3)

12



Exemples

Exemple 1 : (n=3)

2 0 0 2-s 0 0
Ai=(0 3 —1|, Ma(s)=| 0 3-s -1
0 -1 3 0 -1 3-s

Ma,(s) =(2—s)(2—s)(4—s).

» vp réelles : 2 (double), 4 (simple).

> vecteurs propres (résolution de systémes A;y = \y) :
ker(A; — 21) = Vect([1,0,0]7,[0,1,1]7),
ker(A; — 41) = Vect([0,1,—1]T).

12



Exemples

Exemple 1 : (n=3)

2 0 O 2—-s 0
A1: 0 3 -1 s nAl(S): 0 3—s
0 -1 3 0 -1

Ma,(s) =(2—s)(2—s)(4—s).

» vp réelles : 2 (double), 4 (simple).

> vecteurs propres (résolution de systémes A;y = \y) :
ker(A; — 21) = Vect([1,0,0]7,[0,1,1]7),
ker(A; — 41) = Vect([0,1,—1]T).

» Noter : dim(ker(A; —2/)) =2=rp et
dim(ker(A; — 41)) = 1 = r4 (pas toujours vrai).

12



Exemples
Exemple 2 : (n=3)

2—5s
0
0

May(s) = (2 =s)((1+17) = s)((1 = 1) —s).

0
1-s
-1

0
1
1—s

13



Exemples
Exemple 2 : (n=3)

2 0 0 2-s 0 0
Ay=[0 1 1], NauG)=] 0 1-s 1
1 0 -1 1-s

May(s) = (2= s)((L+1) = s)((1— i) —s).

» vp (complexes) : 2 (simple), (1 + i) (simple) et (1 — i)
(simple). = |l faut se plonger dans C.

» vecteurs propres (résolution de systémes Axy = \y) :
ker(Az — 21) = Vect([1,0,0]7),
ker(Az — (14 i)I) = Vect([0,1,i]T),
ker(Az — (1 — i)I) = Vect([0,1, —i]T).

13



Exemples
Exemple 2 : (n=3)

2 0 0 2-s 0 0
Ay=[0 1 1], NauG)=] 0 1-s 1
0 -1 1 0 -1 1-s

May(s) = (2 =s)((1+17) = s)((1 = 1) —s).

» vp (complexes) : 2 (simple), (1 + i) (simple) et (1 — i)
(simple). = |l faut se plonger dans C.

» vecteurs propres (résolution de systémes Axy = \y) :
ker(Az — 21) = Vect([1,0,0]7),
ker(Az — (14 i)I) = Vect([0,1,i]T),
ker(Az — (1 — i)I) = Vect([0,1, —i]T).

> Noter : A; réelle, 2 vp complexes conjuguées, vecteurs
propres complexes conjugués.

» Noter : ici, dim(ker(A; — Al)) = 1 = r) pour toutes les vp. 13



Exemples

Exemple 3 : (n=3)

14



Exemples

Exemple 3 : (n=3)

2 0 O

A3 =10 3 -1 y |_|A3(5) =
0 0 3

May(s) = (2 - 5)(3 — 5)?

» vp : 2 (simple), 3 (double).

> vecteurs propres (résolution de systémes Asy = \y) :

ker(As — 2/) = Vect([1,0,0]7),
ker(As — 31) = Vect([0,1,0] 7).



Exemples

Exemple 3 : (n=3)

2 0 0 2-s 0 0
As=10 3 —1|, Ma(s)=| 0 3-s -1

00 3 0 0 3-s
May(s) = (2 - 5)(3 —5)°

» vp : 2 (simple), 3 (double).
> vecteurs propres (résolution de systémes Asy = \y) :
ker(As — 2/) = Vect([1,0,0]7),
ker(As — 31) = Vect([0,1,0] 7).
» Noter : ici, dim(ker(A3 —3/)) =1<2=r3.
C'est le cas général : Az n'est pas diagonalisable (mais elle est
trigonalisable : elle est déja triangulaire).



Polyndme caractéristique 4) Ma(s) = det(A — s 1,).

On a
a1 — s a2 ai3 cee a1,n—1 ai,n
azi ap — S a3 ce a.n—1 azn
asi as az—s ... asz,n—1 as,n
nA(S) = . . .
dn—1,1 apn-12 dap-13 ... dn—1,n—1—"S dp—1,n
dn,1 an2 an3 cee an,n—1 dnn— S




Polyndme caractéristique 4) Ma(s) = det(A — s 1,).
Formule du déterminant avec les permutations :
det(A) = > cs, €(0)as(1)135(2)2 - - - Ao(n)n » OU € = £1 selon 0.
Donc en séparant o = idg; ny (€(id) = 1) des autres
permutations :

n n

Ma(s) = H(aii —s)+ Z £(o) H(aa(i)i — S04(i)i)
i=1 oeSn\{id} i=1 )
pi(s) 9o (s)

ol 0jj =1sii=j etd;=0sii#j(symbole de Kronecker).

n

pils) = (~1)"[](s = ai) = (~1)"(s — au1)(s — ). (5 — amn)

i=1
n
_ _1\n[en _ n—1 )
= ( 1) [5 (311"’_3224—---—}—3"”25 —+ ...+H3” ]
i=1

Tr(A) \_v__/
rh—o de deg<n—2




Polyndme caractéristique 4) Ma(s) = det(A — s 1,).

Pour g, : (rappel : o est une bijection de {1,...,n} sur {1,...,n})

o n'est pas l'identité, donc 3j € {1,...,n} tel que o(j) # j. Posons

K % a(j), on a donc k # j. De plus, comme o est bijective, o(k) # k
(sinon on aurait o(j) = k = o(k), ce qui contredit o est injective).

17



Polyndme caractéristique 4) Ma(s) = det(A — s 1,).

Pour g, : (rappel : o est une bijection de {1,...,n} sur {1,...,n})

o n'est pas l'identité, donc 3j € {1,...,n} tel que o(j) # j. Posons

K % a(j), on a donc k # j. De plus, comme o est bijective, o(k) # k
(sinon on aurait o(j) = k = o(k), ce qui contredit o est injective).

On conclut qu’au moins deux indices distincts j et k sont tels que

o(j) #J et a(k) # k.

Donc (A — S/)U(j)j = as(j)j et (A - SI)o‘(k)k = ag(k)k (termes hors diagonale,

donc indépendants de s).

17



Polyndme caractéristique 4) Ma(s) = det(A — s 1,).

Pour qo . (rappel : o est une bijection de {1,...,n} sur {1,...,n})

o n'est pas l'identité, donc 3j € {1,...,n} tel que o(j) # j. Posons

K % a(j), on a donc k # j. De plus, comme o est bijective, o(k) # k
(sinon on aurait o(j) = k = o(k), ce qui contredit o est injective).

On conclut qu'au moins deux indices distincts j et k sont tels que
olj) # et o(k) # k.

Donc (A — S/)U(j)j = as(j)j et (A - SI)o‘(k)k = ag(k)k (termes hors diagonale,

donc indépendants de s). |l vient :
n
ao(s) = I (aoti = 500i)i) 3ty 2otiok
4], ik

donc q, est de degré < n— 2.

17



Polyndme caractéristique 4) Ma(s) = det(A — s 1,).

Pour qo . (rappel : o est une bijection de {1,...,n} sur {1,...,n})

o n'est pas l'identité, donc 3j € {1,...,n} tel que o(j) # j. Posons
k& a(j), on a donc k # j. De plus, comme o est bijective, o(k) # k
(sinon on aurait o(j) = k = o(k), ce qui contredit o est injective).

On conclut qu’au moins deux indices distincts j et k sont tels que
olj) # et o(k) # k.

Donc (A — S/)U(j)j = as(j)j et (A - SI)o‘(k)k = ag(k)k (termes hors diagonale,

donc indépendants de s). |l vient :
n
4o(s) =TI (@otiyi = S0o(iyi) a0(s a0(r)
4], ik

donc q, est de degré < n— 2.

Donc gn—2(s) def Z H o(i)i) est de degré

O'GSn\{id} i=1

<n-2. 17



Polyndme caractéristique 4) Ma(s) = det(A — s 1,).
Conclusion, avec Ma(s) = p1(s) + gn—2(s) :
» [14 est un polyndme de degré n tel que
Na(s) = (=1)"[s" = Tr(A)s" * + ra_a(s) + (—=1)"qn—2(s) ],
deg<n—2
Ma(0) = det(A) (car Ma(0) = det(A—01,)).




Polyndme caractéristique 4) Ma(s) = det(A — s 1,).
Conclusion, avec Ma(s) = p1(s) + gn—2(s) :
» [14 est un polyndme de degré n tel que
Ma(s) = (-1)"[s" - Tr(A)s" 1 + r,_o(s) + (=1)"gn—2(s) ],
deg<n—2
Ma(0) = det(A) (car Ma(0) = det(A—01,)).
» D'apres le Théoreme de D'Alembert ((Aj)i=1,..n étant les n

racines (distinctes ou non) de N4 dans C)

n

(=" H(s —A)=(=1)"(s = M)(s—A2)...(s = Ap)

i=1

I'IA(s)

= D[ (M) e+ () [T
i=1 i=1

18



Polyndme caractéristique 4) Ma(s) = det(A — s 1,).
Conclusion, avec Ma(s) = p1(s) + gn—2(s) :
» [14 est un polyndme de degré n tel que
Ma(s) = (-1)"[s" - Tr(A)s" 1 + r,_o(s) + (=1)"gn—2(s) ],
deg<n—2
Ma(0) = det(A) (car Ma(0) = det(A—01,)).
» D'apres le Théoreme de D'Alembert ((Aj)i=1,..n étant les n

racines (distinctes ou non) de N4 dans C)

n

(=" H(s —A)=(=1)"(s = M)(s—A2)...(s = Ap)

i=1

I'IA(s)

= Gl (A ]
i=1 i=1
En identifiant ({1,s,s2,...,s"} base de P,), on obtient

Tr(A) = z": Aiy - det(A) = ﬁ)\,-.
i=1 i=1

18



Polyndme caractéristique 5) Ma(s) = det(A — s /,).

» On peut réécrire 4 en notant pu1, 2, ..., pp Ses p racines
distinctes de multiplicités rq,ra,...,rp,
n P
Mats) = (-1)"[Js=A) = (=1)"[I(s =)™,
i=1 k=1

p
avec r > 1, et E re = n.
k=1

Chaque A; est I'un des pi
Et plusieurs \; peuvent valoir le méme pi (si rx > 2)...

Par exemple, si p = n, chaque ry vaut 1 et I'un des \; (tous distincts ici)
est exactement I'un des k.

19



Polyndme caractéristique 6) Ma(s) = det(A — s /,).

Encore des résultats :

P si A est triangulaire, alors ses vp sont sur les termes
diagonaux.
> \vpde A<= ) est vp de A (avec la méme multiplicité)
> si A est réelle, alors :
A vp de A <= X\ est vp de A (avec la méme multiplicité)
» My =M,r, donc A et AT ont les mémes vp (avec la méme
multiplicité)
(mais pas les mémes vecteurs propres).

20



Calcul pratique des couples propres

P trouver les valeurs propres : calculer le polynéme
caractéristique

déterminant : — introduire des termes nuls

chercher a factoriser dés que possible

trouver les racines de I, (a priori dans C) : ce sont les n vp A;
écrire leurs multiplicités ry,

vérifications simples : det A=[[_; A ? Tr(A)=>""_ A\ 7

> trouver les vecteurs propres : résoudre Ay = \y

solution : eV de dimension > 1

— toujours au moins une équation redondante
écrire le seV propre : ker(A — \;l,)

— en donner une base et sa dimension d);.

21
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4. Diagonalisation
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Changement de base et couple propre

On suppose que A et A’ sont semblables : il existe P inversible
telle que A’ = P~LAP. Alors, on a :

(X, Y) couple propre de A <«—

reeony

Y #0(€ K") et AY = )\Y

Y #0et PTLAY = AP~ LY

Y #0et PTLA(PP~L)Y = AP7LY
Y #0et (PLAP)P1Y = AP~y
Y #0et A(P71Y) = \PLY)

Y £0et AY' =2Y

(A, Y') couple propre de A,

en posant Y’ def p-1y (non nul car Y # 0 et P inversible donc
ker(P) = {0}). Méme vp, vec.p modifié par chgt de base.

23



Changement de base et couple propre

On suppose que A et A’ sont semblables : il existe P inversible
telle que A’ = P~LAP. Alors, on a :

(A, Y) couple propre de A <= Y #0(€ K") et AY = \Y

Y #£0et PLAY = AP LY

Y #0et PTLA(PP~L)Y = AP71Y
Y £0 et (P-LAP)P-1Y = \P-lY
Y #0et A(P71Y) = \PLY)

Y £0et AY = \Y/

(A, Y') couple propre de A,

reeony

en posant Y’ def. p-1y (non nul car Y # 0 et P inversible donc
ker(P) = {0}). Méme vp, vec.p modifié par chgt de base.
Si u a pour matrice A dans une base £ et A’ dans une base &', le
vecteur propre y # 0 associé a la vp A, a pour vecteur Y dans & et
Y’ = P71Y dans &' (P matrice de changement de base,  réviser!).
23



Diagonalisation 1) Définition

Définition 4.4.1.

Soient A carrée. A est diagonalisable dans M ,(K) si et seule-
ment si il existe une matrice D diagonale dans M,(K) et une
matrice P inversible dans M p,(K) telles que

D= P LAP.

24



Diagonalisation 1) Définition

Définition 4.4.1.

Soient A carrée. A est diagonalisable dans M ,(K) si et seule-
ment si il existe une matrice D diagonale dans M,(K) et une
matrice P inversible dans M ,(K) telles que

D= P 'AP. )
D contient les valeurs propres sur sa diagonale et P est constituée
des vecteurs propres en colonnes : D = diag(A1, A2,..., A\p) et

P = (Y1’Y2||Yn) (|e PJ: YJ), ol AYJ :)\JYJ pour j=1,...,n.
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Diagonalisation 1) Définition

Définition 4.4.1.

Soient A carrée. A est diagonalisable dans M ,(K) si et seule-
ment si il existe une matrice D diagonale dans M,(K) et une
matrice P inversible dans M ,(K) telles que

D= P 'AP. )
D contient les valeurs propres sur sa diagonale et P est constituée
des vecteurs propres en colonnes : D = diag(A1, A2,..., A\p) et

P = (Y1’Y2||Yn) (|e PJ: YJ), ol AYJ :)\JYJ pour j=1,...,n.

Il existe des matrices qui ne sont pas diagonalisables.

())\ i\) B admet A comme vp double. Si il

A0
0 A
B = PALP~! = \b, ce qui est manifestement faux. ..

Contre-exemple : B = (

existait P inversible tq ( ) = P~1BP, alors on aurait
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Diagonalisation 2) lere CNS

Théoreme 4.4.1.

A est diagonalisable si et seulement si il existe une base de
vecteurs propres de K",
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Diagonalisation 2) lere CNS

Théoreme 4.4.1.

A est diagonalisable si et seulement si il existe une base de
vecteurs propres de K",

Preuve :

A diagonalisable <+

111

3D diagonale, 3P inversible, tq D = P~LAP
1D diagonale, 3P inversible, tq PD = AP
3(d;);, 3(P;); libre tq Vj AP; = d;P;
I{Y1...Ys} base de K" tq Vj AY; = \;Y;

25



Diagonalisation 2) lere CNS

Théoreme 4.4.1.

A est diagonalisable si et seulement si il existe une base de
vecteurs propres de K",

Preuve :

A diagonalisable <+

111

3D diagonale, 3P inversible, tq D = P~LAP
1D diagonale, 3P inversible, tq PD = AP
3(d;);, 3(P;); libre tq Vj AP; = d;P;
I{Y1...Ys} base de K" tq Vj AY; = \;Y;

Pour tous j € {1,...,n}, les colonnes de P sont bien les vecteurs
propres Y; associés aux vp A;.
Les termes diagonaux de D sont bien les vp.
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Table of contents

5. Vecteurs propres, sous-espaces propres
5a) Somme directe de seV propres
5b) Matrices par blocs et dimensions des seV propres
5b) 2eme CNS de diagonalisation
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Vecteurs propres libres si associés a des vp distinctes

Proposition 4.3.2.

Soit g > 1. Soient g vecteurs propres (yi,y2,...,Yq) de A,
associés a g vp distinctes pg, o, . . ., fiq-
Alors la famille (yx)k=1,...,q est libre dans K",
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Vecteurs propres libres si associés a des vp distinctes

Proposition 4.3.2.

Soit g > 1. Soient g vecteurs propres (yi,y2,...,Yq) de A,
associés a g vp distinctes py, ua, . . ., fiq-
Alors la famille (yk)k=1,... 4 est libre dans K",

Preuve : par récurrence sur q.
Sig=1:soita; € Ktqajy; =0. Comme y; est vecteur propre, il est
non-nul, donc a; = 0 et (y;) est libre.
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Vecteurs propres libres si associés a des vp distinctes

Proposition 4.3.2.

Soit g > 1. Soient g vecteurs propres (yi,y2,...,Yq) de A,
associés a g vp distinctes py, ua, . . ., fiq-
Alors la famille (yk)k=1,... 4 est libre dans K",

Preuve : par récurrence sur q.
Sig=1:soita; € Ktqajy; =0. Comme y; est vecteur propre, il est
non-nul, donc a; = 0 et (y;) est libre.

.....

Qgi1Yqr1 = — 1y akyk. En appliquant A, linéaire, et en utilisant le
fait que yx est vecteur propre, on obtient
Aaq+1)/q+1 = )‘q+10‘q+1)/q+1 = - 27:1 akAyk = — Z?:l kA Yk-
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Vecteurs propres libres si associés a des vp distinctes

Proposition 4.3.2.

Soit g > 1. Soient g vecteurs propres (yi,y2,...,Yq) de A,
associés a g vp distinctes py, ua, . . ., fiq-
Alors la famille (yk)k=1,... 4 est libre dans K",

Preuve : par récurrence sur q.

Sig=1:soita; € Ktqajy; =0. Comme y; est vecteur propre, il est
non-nul, donc a; = 0 et (y;) est libre.

Qgi1Yqr1 = — 1y akyk. En appliquant A, linéaire, et en utilisant le
fait que yx est vecteur propre, on obtient

AQgi1Ygr1 = Ag+10gi1Ygi1 = — 27:1 arAyx = — Zf’zl axAkyk-Donc,
Agri(= 2y cwyi) = = D07y Ay, soit 37 cu(Ak — Agy1)yk = 0.
D’apres I'hypothese de récurrence, la famille (yi)i=1,....q est libre, donc
Vk < q, ax(Ak — Ag+1) = 0 et donc comme les vp sont distinctes,

ak =0. agr1¥g+1 = 0 et yg4+1 # 0 implique que ag+1 = 0 aussi, donc

(Vk)k=1,...,q+1 est libre.
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Somme directe : généralisation a p > 2 seV

Voir exercice 2 du médian P25.
Soient F1,F, ..., Fp p>2seV de E.

On définit la so?rf‘nme des seV :
G=S0 K {xcE|Y=1.. pIfechex=30, 16}

tout vecteur de G se décompose comme une somme de vecteurs de F;.
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Somme directe : généralisation a p > 2 seV

Voir exercice 2 du médian P25.

Soient F1,F, ..., Fp p>2seV de E.

On définit la somme des seV :

G=S0 K {xcE|Y=1.. pIfechex=30, 16}
tout vecteur de G se décompose comme une somme de vecteurs de F;.
— G est un seV de E.
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Somme directe : généralisation a p > 2 seV

Voir exercice 2 du médian P25.

Soient F1,F, ..., Fp p>2seV de E.
On définit la somme des seV :

0 R {eryw:L...,pa@eFjetx: leg},

tout vecteur de G se décompose comme une somme de vecteurs de F;.
— G est un seV de E.

P
— G est une somme directe notée G = EB g
1

k=
> ssiVie{l,...,p}, FiN ){0}
J= 1,179'
> ssila décomposition est unique :

P
VgEZ Ric(tpy € FLX X Fpta. g =) f
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Somme directe : généralisation a p > 2 seV

Voir exercice 2 du médian P25.
Soient F1,F, ..., Fp p>2seV de E.
On définit la somme des seV :
v {xe E|Vj=1,... p3fcFetx= lefj},
tout vecteur de G se décompose comme une somme de vecteurs de F;.
— G est un seV de E.

P
— G est une somme directe notée G = EB g
1

k=
> ssiVie{l,...,p}, FiN ){0}
Jj= 1,179'
> ssila décomposition est unique :

1%
Vgez  N(F)icqrpy €L X x Fptq. g =Y f.

Dans ce cas, on a dim(D)_; ;) = >_7_; dim(F)).
28



Somme directe : généralisation a p > 2 seV

Attention : avoir Vi # j, F; N F; = {0} ne suffit pas pour étre en
somme directe (si p > 3).
> Exemple (p =3): E =R?,
Fi = Vect([1,0]7), F, = Vect([0,1]7) et F3 = Vect([1,1]7).
On a F1QF2:F20F3:F3QF1:{O}.
On a R? = F; + F, + F3, mais ce n'est pas une somme directe.

Par ex. : . . . . . .
X =[x1,%]" =x1h + xh+ 0 = (x1 — x)h + 06 + xf.
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Somme directe : généralisation a p > 2 seV

Attention : avoir Vi # j, F; N F; = {0} ne suffit pas pour étre en
somme directe (si p > 3).
> Exemple (p =3): E =R?,

Fi = Vect([1,0]7), F, = Vect([0,1]7) et F3 = Vect([1,1]7).
Ona F1ﬁF2:F20F3:F3ﬂF1:{O}.
On a R? = F; + F, + F3, mais ce n'est pas une somme directe.
Par ex. : . . . . . .
X = [x1,%]" =x1h + xh+ 0 = (x1 — x)h + 06 + xf.
Etona F & F, = F, & F3 = F3® F; = R? (car on a somme directe
et égalité des dimensions a chaque fois). Donc
Flﬂ(FerFgg):FlﬂRz:Fl7&{0}...

29



Sous-espaces propres

Définition 4.3.1

Soit A\ une vp pour A. On appelle sous-espace propre

Va & ker(A — M) (= {y € K" | Ay = Ay}).

On note dy = dim(V}).

— V), est évidemment un seV (c'est le noyau d'une application
linéaire),

— V), est constitué des vecteurs propres associés a la vp A et du
vecteur nul (qui n'est pas vect.pr.).
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Sous-espace propres de valeurs propres distinctes

Proposition C.1.1.

Soit q > 1, et soient (j1,...,Hq) q vp distinctes pour A.

AIors les seV propres associés sont en somme directe :

@ V., seV de K", et dlm(@ Vi) = Zdﬂk (< n)

k=1 k=1

31



Sous-espace propres de valeurs propres distinctes

Proposition C.1.1.

Soit g > 1, et soient (1, ..., fq) g vp distinctes pour A.
Alors les seV propres associés sont en somme directe :

q q q
P Vi, seV de K7, et dim(EP Vi) = > _ dp, (< n).
k=1

k=1 k=1

Preuve : onpose H=>3 7 _, V,,. Cest unseV de K". Il reste a
montrer que la somme directe.

Soit y € H. Supposons que Vk =1,...,q, il existe v, et v, dans V,,,
(donc tq Avi = pkvk et Av, = ukv,) satisfaisant

Y =2k Ve = 2 Ve

Par différence, on a Y 7_ (vk — v;) = 0. Comme w v — v, est dans
V., (seV), les wy sont donc soit des vecteurs propres associés a des vp
distinctes, soit 0.

Comme (Wk)k=1,....q est liée, elle ne peut pas contenir de vecteurs
propres : tous les wy sont nuls. Donc il y a unicité de la décomposition

de y dans H.
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Matrices par blocs

Voir exercice A.2.4 du chapitre 3.

» Si A€ M tnyttnp,pr+pat-+n,, ON peut décomposer A par
blocs :
pouri=1,....Ketj=1,....L: A;j € Mp n, (K x L blocs).
» Si B € Mp 4pyttn,qitgot++qu, ON peut faire le produit

C = AB par blocs :
L

Pouri=1,....Ketj=1,... . M: C;J :ZAi7kBk’j’
ou G e ./\/ln,,qj. (Attention : produit nonkcolmmutatif!)

» Si K = L (méme nb de blocs), si nj = pj pouri=1,...,K
(blocs diagonaux carrés), et si A est triangulaire par blocs,
alors le déterminant est le produit des déterminants des blocs
diagonaux,

K
det(A) = [ det(A;)).
i=1



Matrices par blocs : exemple 1

» Produit par blocs : si
A1 € Moy p;A1,2 € Mgy A2l € My py, A2z € M, p,, et
Bl,l € MPIle’ s ‘5)272 € Mpzqu 82,3 € Mp2yq3r

A Air Ao B Bi1 Bio Bigs
Ari Ao’ Ba1 Bap Basz)’

alors AB € Mn1+n27ql+(1w+q3 tq

AB — <A1,1B1,1 +A12B21 A11Bip+ A1pB2o AriBiz+ A1,2B2,3>

Ar1B11+Ar2B21 AiBio+ AcpBrs Ax1Biz+ A2Bas
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Matrices par blocs : exemple 1

» Produit par blocs : si
A1 € Moy p;A1,2 € Mgy A2l € My py, A2z € M, p,, et
Bl,l € MPIle’ s ‘5)272 € Mpzqu 82,3 € Mp2yq3r

A Air Ao B Bi1 Bio Bigs
Ari Ao’ Ba1 Bap Basz)’

alors AB € Mn1+n27ql+(1w+q3 tq

AB — <A1,1B1,1 +A12B21 A11Bip+ A1pB2o AriBiz+ A1,2B2,3>

Ar1B11+Ar2B21 AiBio+ AcpBrs Ax1Biz+ A2Bas

— Attention : produit matriciel non commutatif.
Ex: A12B23 : OK (M, p, X Mp, qp = Mo, q,).
Mais “B21A12" n'a en général pas de sens (“Mp, g X My »").
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Matrices par blocs : exemple 1

» Produit par blocs : si
A1 € Moy p;A1,2 € Mgy A2l € My py, A2z € M, p,, et
Bl,l € MPIle’ s ‘5)272 € Mpzqu 82,3 € Mpzyqar

A Air Ao B Bi1 Bio Bigs
Ari Ao’ Ba1 Bap Basz)’

alors AB € Mn1+n27ql+(1w+q3 tq

AB — A11B11+A12B21 A11B1o+ A12B20 A11Biz+ A12Bo3
Ar1B11+AroBo1 AiBio+ AcoB2s Ax1Biz+ A2Bas)

— Attention : produit matriciel non commutatif.

Ex: A12B21 0 OK (Mo, p, X Mp, gy = M, q,)

Mais “B21A12" n'a en général pas de sens (“Mp, g X My »").
P Transposée : échanger les blocs et les transposer

Bl, Bj,

B™ = B1712 B2712 € Mg+ atqs,p1+p2-
B, BI
1,3 DPag3
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Matrices par blocs : exemple 2

Matrices triangulaire par blocs :

> Déterminant : si A1 € Mo, i, A2 € My, 0 € My n, A2z € Moy iy,

A= (Aéxl Al@) — det(A) = det(A; 1) det(Ay).
2,2
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Matrices par blocs : exemple 2

Matrices triangulaire par blocs :
> Déterminant : si A1 € Moy i, A12 € My ny, 0 € My ny s Asp € Moy iy,

A= (Aéxl A1’2> — det(A) = det(A; 1) det(Ay).
2,2

— Attention : il faut que les blocs diagonaux soient carrés.
Méme résultat pour une matrice triangulaire inférieure par blocs.
P Si en plus det(A;,1) det(Az2) # 0, alors A inversible et

At (Al —ALTALA,
0 Al '
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Multiplicité et dimension de sous-espace propre

Proposition C.1.2.

Soit A une vp pour A. Alors la dimension du seV propre V)
est inférieure ou égale a sa multiplicité : dy < ry.
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Multiplicité et dimension de sous-espace propre

Proposition C.1.2.

Soit A une vp pour A. Alors la dimension du seV propre V)
est inférieure ou égale a sa multiplicité : dy < ry.

Preuve : Soit {yi,...yd, } une base de V, (donc libre dans K"); les

(¥j)1<j<d, sont des vecteurs propres.

R . def.
On la complete en une base de K”, notée B’ = {yi,...,y,}.

Soit u I'application linéaire de K" dans K", définie par u(x) = Ax. Dans
la base canonique B, u admet A pour matrice. Dans la base B/, u admet
pour matrice N 0 0

A= 0O

C ol { CEMd;,n—dM
0
0

-0
0 A CI S Mn—dx,n—dxa
0o o0

car u(y;) = Ayj pour j < dy. A et A’ sont semblables — elles ont méme
polyndme caractéristique. De plus, comme A’ est triangulaire par blocs,

on obtient Ma(s) = MNa(s) = det(sl, — A’) = (A —s)9* det(C’ — sly_q, ).
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2eme CNS de diagonalisation

Théoreme 4.4.2.

A est diagonalisable dans K si et seulement si A admet p
valeurs propres distinctes dans K vérifiant

Vk=1..p, de=rr et i:l re =n,

(ou, ce qui est équivalent, >~} _; dy = n).
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2eme CNS de diagonalisation

Théoreme 4.4.2.

A est diagonalisable dans K si et seulement si A admet p
valeurs propres distinctes dans K vérifiant
Vk=1...p, dy =rx et Z:l re =n,
(ou, ce qui est équivalent, > ) _; dx = n).

Preuve : on a toujours V,,, ® V,,, ®--- @V, CK". Il vient

A diagonalisable <= 3D diagonale, 3P inversible, tq D = P"1AP
3{Y1...Y,} base de K" tq Vj = 1...n AY; = \; V]
K" = Via @ Vi, @ - @ V),
n=dm(V,, ®V, o - & V,)
n=dim(V,,) +dim(V,,) +---+dim(V,,)

p

r1eee

P
n=> di<={Vk=1.p de=ri et » ri=n}

k=1 k=1

car Vk dy < ry. 36



CS de diagonalisation

Proposition 4.4.1.

Si A admet n valeurs propres distinctes dans K, alors A est
diagonalisable dans K.
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CS de diagonalisation

Proposition 4.4.1.

Si A admet n valeurs propres distinctes dans K, alors A est
diagonalisable dans K.

Preuve : car dans ce cas, p = n, et comme Vk < n, 1 < dy < ry,
nécessairement n < >, dx < Y7, ri < nimplique I'égalité (et donc
dx = rx =1 pour tous k).
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6. Trigonalisation, jordanisation
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Trigonalisation 1)

Théoreme 4.4.3.

Soit A € Mp(C). Alors il existe P inversible et T triangu-
laire (supérieure) dans M,(C) telles que T = P~1AP, A est
trigonalisable (ou triangularisable) dans C.
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Trigonalisation 1)

Théoreme 4.4.3.

Soit A € Mp(C). Alors il existe P inversible et T triangu-
laire (supérieure) dans M,(C) telles que T = P~1AP, A est
trigonalisable (ou triangularisable) dans C.

Remarque : T est semblable a A, donc ont méme polynome
caractéristique, donc méme vp. Comme T est triangulaire,

Ma(s) = Ny(s) = [[,(ti — s), donc les vp de A sont les termes
diagonaux de T (Vi, \j = t;).
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Trigonalisation 1)

Théoreme 4.4.3.

Soit A € M,(C). Alors il existe P inversible et T triangu-
laire (supérieure) dans M,(C) telles que T = P~1AP, A est
trigonalisable (ou triangularisable) dans C.

Remarque : T est semblable a A, donc ont méme polynome
caractéristique, donc méme vp. Comme T est triangulaire,

Ma(s) = Ny(s) = [[,(ti — s), donc les vp de A sont les termes
diagonaux de T (Vi, \j = t;).

Remarque : si toutes les vp sont réelles, on peut prendre P et T

dans M,(R).
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Trigonalisation 1)

Théoreme 4.4.3.

Soit A € M,(C). Alors il existe P inversible et T triangu-
laire (supérieure) dans M,(C) telles que T = P~1AP, A est
trigonalisable (ou triangularisable) dans C.

Remarque : T est semblable a A, donc ont méme polynome
caractéristique, donc méme vp. Comme T est triangulaire,

Ma(s) = Ny(s) = [[,(ti — s), donc les vp de A sont les termes
diagonaux de T (Vi, \j = t;).

Remarque : si toutes les vp sont réelles, on peut prendre P et T
dans M,(R).

Preuve : par récurrence sur n.
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Trigonalisation 2)

Théoréeme 4.4.3.

Soit A € M,(C). Alors il existe P inversible et T triangulaire
(supérieure) dans M,,(C) telles que T = P~1AP.

Preuve : par récurrence sur n.
» n=1:rien afaire (P=[1] et T = A).

> n=2: soit (A, ¥) un couple propre pour A (dans C). Comme
y #0, {y} est une famille libre, on peut la compléter en une base
B ={y,z} de C2. On pose P = [y|z] € M3 la matrice de
changement de base (de la base canonique & vers B, P = Pg_p),
etonpose T = P 1AP. Ona Ay = \y, donc T = (g\ §12> (ol
22
Az = typy + tp2z).
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Trigonalisation 2bis)
Preuve : (récurrence, suite) si vrai pour n, alors soit (A, y) un couple
propre pour A (dans C). Comme y # 0, {y} est une famille libre, on
peut la compléter en une base B = {y,z,...,z,} de C". On pose
Q =[yl|z|...|z,) € M, la matrice de changement de base (de la base
canonique & vers B, @ = Qzp), et on pose S = Q7 1AQ. On a
Ay = Ay, donc dans la base B

A S12 ... Sip

s 0 s» ... Sy _ </\ 5;’-) ol { sAe Mn—l,l et
0 S)° Se ./\/lnfl),,,l.
0 s ... Sp
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Trigonalisation 2bis)

Preuve : (récurrence, suite) si vrai pour n, alors soit (A, y) un couple
propre pour A (dans C). Comme y # 0, {y} est une famille libre, on
peut la compléter en une base B = {y,z,...,z,} de C". On pose

Q =[yl|z|...|z,) € M, la matrice de changement de base (de la base
canonique & vers B, @ = Qzp), et on pose S = Q7 1AQ. On a

Ay = Ay, donc dans la base B

A S12 ... Sip

s 0 s» ... Sy _ </\ 5;’-) ol { sAe Mn—l,l et
: 0 S)° Se ./\/lnfl),,,l.
0 s ... Sp

Hyp. récurrence pour S : dans M,_q il existe T triangulaire et P

. ) A A an 10 . 1 0
inversible tq T = P~1SP. P = (0 ,3) (d'ot P71 = (0 ,371))-

def. b 1ep (1 O\ (/X sT\ /1 0\ (x TP
Pone T=F SP_(O P1>(O §)\ 2) = \o P15p)
A
soit T = (3 s_f_P) triangulaire. Finalement avec R def. QP inversible,
T=pP1sp= Pfl(QflAQ)P = (QP)*lA(QP) = R 1AR.

41



Jordanisation

Toute matrice A est semblable a une matrice J tq.

A 10

Jy 0 0 ... 0 ok N1
0 J, 0 ... 0 K

J=| 0o o ot |ous=| 0 0 M
: PR o :

0 0 .. 0 U 0 0 0

J est triangulaire et diagonale par blocs et les A\, de chaque bloc de
Jordan J,, peuvent étre identiques ou non.
Pas démontré. Un exemple en exercice A.2.11
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Jordanisation: exemple

A1 0 0
0 M 1 O
0 0 M 1
0 0 0 X\
A 10
0 X 1
/ 0 0 X
A= A 1
0 X
Az 1
0 Xs
A4

Ex. : n=14, 7 blocs, 5 vp distinctes.
I’)\l = 4, r>\2 = 5, I’)\3 = 2,[‘)\4 = 2, I’,\5 =1.
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Polynéme d'endomorphisme et de matrice
Rappel : Vk >0, uk =uou---ou, u®=idg.
Soit p € P : p(x) = 1y axx™ k.
Si ue L(E), alors p(u) € L(E) :
p(u) = amide + am_1U+ amot? + -+ aju™ 1 + agu™.

p(u) commute avec u : p(u) ou = uo p(u).
Si (A, y) couple propre pour u, alors Vk > 1, u*(y) = \<y.
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Polynéme d'endomorphisme et de matrice
Rappel : Vk >0, uk =uou---ou, u®=idg.
Soit p € P : p(x) = 1y axx™ k.

Si ue L(E), alors p(u) € L(E) :

p(u) = amide + am_1U+ amot? + -+ aju™ 1 + agu™.
p(u) commute avec u : p(u) ou = uo p(u).

Si (A, y) couple propre pour u, alors Vk > 1, u*(y) = \<y.

Idem pour les matrices! Si A€ M, et p € Pp,, alors p(A) € M :
P(A) = amln + am 1A+ am 2A? + - + 1 A1 4+ A

p(A) commute avec A : p(A)A = Ap(A).

Si (A, y) couple propre pour A, alors Vk > 1, Aky = \ky.

45



Polynéme d'endomorphisme et de matrice
Rappel : Vk >0, uk =uou---ou, u®=idg.
Soit p € P : p(x) = 1y axx™ k.

Si ue L(E), alors p(u) € L(E) :

p(u) = amide + am_1U+ amot? + -+ aju™ 1 + agu™.
p(u) commute avec u : p(u) ou = uo p(u).

Si (A, y) couple propre pour u, alors Vk > 1, u*(y) = \<y.

Idem pour les matrices! Si A€ M, et p € Pp,, alors p(A) € M :

p(A) = amly + am_1A+ am 2A? + -+ a1 AT+ agA™.

p(A) commute avec A : p(A)A = Ap(A).

Si (A, y) couple propre pour A, alors Vk > 1, Aky = \ky.
Lemme.
Soit A € Mp(K) et soit (X;j)i=1,...» une base de K".
AlorssiV=1,...,n Ax; =0, alors A= 0.
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Cayley-Hamilton

Théoreme 4.5.1.

Soit A € M,(K).

Alors A annule son polyndéme caractéristique : T4(A) = 0
(dans Mp,).

En notant Ma(s) = (=1)"[s" + a1s" 1 + -+ + ap_15 + ),
alors

Na(A) = (=1)"[A" + a1 A" L + -+ + ap_1A + anly] = 0.

v
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Cayley-Hamilton

Théoreme 4.5.1.

Soit A € M,(K).

Alors A annule son polyndéme caractéristique : T4(A) = 0
(dans Mp,).

En notant Ma(s) = (=1)"[s" + a1s" 1 + -+ + ap_15 + ),
alors

Ma(A) = (=1)"[A" + 1 A"t 4 -+ + ap_1A+ anly] = 0.

v

Preuve (partielle) : pour simplifier, on suppose que A est
diagonalisable. Voir poly.
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Conséquences de Cayley-Hamilton

Corollaire

Soit A € M,(K).
Alors Vi > 0, A" € Vect(l,, A, A%,..., A""1) (dans M,,).

Note : ceci n'a rien d'évident : dim(M,) = n?, mais pour tous k > 0,

les A¥ restent dans dans un espace bien plus petit (de dim < n).
Preuve (partielle) : posons F,(A) = Vect(l,, A, A%, ..., A" 1),
Evidemment si k < n— 1, Ak € F,(A).

D'apres Cayley-Hamilton, A" = — Y7 | o;A"~" € F,(A). Finir par
récurrence.
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Conséquences de Cayley-Hamilton

Corollaire

Soit A € M,(K).
Alors Vi > 0, A" € Vect(l,, A, A%,..., A""1) (dans M,,).

Note : ceci n'a rien d'évident : dim(M,) = n?, mais pour tous k > 0,
les A¥ restent dans dans un espace bien plus petit (de dim < n).
Preuve (partielle) : posons F,(A) = Vect(/,, A, A%, ... A""1).
Evidemment si k < n— 1, Ak € F,(A).

D'apres Cayley-Hamilton, A" = — Y7 | o;A"~" € F,(A). Finir par

récurrence.
Corollaire
Soit A € M 2(K) inversible. Alors a, = (—1)" det(A) # 0 et
A—l (An 1+leaAnll)

Preuve (concise) : D’aprés Cayley-Hamilton,
A"+ 27_11 QAT = —apl, et donc, comme A est en facteur du terme
de gauche, -1 -A(AT + Sl ai A1) = |, ce qui suffit.
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