MT12 - P2025 - Examen final

Durée 2h00 — Les documents et machines a calculer sont interdits

Justifiez soigneusement toutes vos réponses.

Exercice 1 (baréme : 6 points)(Questions de cours)

1. Soit N > 1. On note Sx la matrice représentant ’application de Transformée de Fourier discrete Fn
dans la base canonique de €. Rappeler la définition de I'inverse de la matrice Sy et donner la définition
de ses coefficients.

2. Rappeler I’énoncé du théoreme de convergence dominée de Lebesgue. On considere ensuite la suite de

fonctions (fy,)n>2 avec fr(z) = ﬁ pour z € [1,+o00]. Calculer la limite suivante :

+oo
lim fn(-17) dx.

n—-+o0o 1

3. Soit f € L'(IR). On suppose que f admet des dérivées jusqu’a I'ordre n > 1 qui sont dans L'(IR).
Prouver que dans ce cas, il existe une constante C' > 0 telle que
C

IfE)] < e

Ve e R\ {0}

On précisera la définition de la constante C.

Exercice 2 (baréme : 6 points)(Exercice de synthese)(Changez de copie!)
1. Soit f, la fonction définie sur R par f,(z) = e~**! avec a > 0.
(a) Justifier que f, € L*(R).
(b) Calculer la transformée de Fourier de f,.

(c) En déduire la transformée de Fourier de la fonction g définie sur IR par

(d) En déduire la transformée de Fourier des fonctions :

x 1

h(z) = (EEE et  p(z)= T2

2. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 7 1_y () avec a = 1/27.
(a) Justifier que f € L*(R).
(b) Calculer f la transformée de Fourier de f.
(¢) Bonus. Est-ce que f € L'(R)?
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Exercice 3 (baréme : 8 points)(Autour de l'inversion de la transformée de Fourier)(Changez de copie!)
Dans le cours nous avons déja rencontré des exemples de fonction f € L(IR) avec f ¢ L'(IR). Ainsi, a priori
I'intégrale

Aﬂ@ﬁm%, (1)

n’est pas définie. Cependant, ceci n’exclut pas la possibilité que la limite suivante limg_, 4 ffa f (€) %™ dg,
existe. On veut en particulier démontrer que si f € L'(IR) est C' par morceaux sur R avec f’ € L'(IR) alors

a——+00

lim / f 2 ¢ = M p.p-t€R. (2)

1. Commencons par quelques propriétés élémentaires.
(a) D’apres un résultat du cours, sous quelle condition sur f lintégrale (1) est définie. Donner la valeur
de cette intégrale dans ce cas.

(b) Pour t € R et a > 0 fixés, soit g(§) = 62“#51[,%&} (€). Montrer que g € L*(IR) et calculer g.
Indication : Pour ce faire on peut utiliser une proposition du cours.

2. Passons & présent & la preuve du résultat énoncé plus haut. On considere une fonction f € L'(R), C!
par morceaux sur IR avec f’ € L'(IR) ainsi que la fonction g définie en 1.(b). Soient a > 0 et ¢ € R fixés,

on définit “
v@=[@%W@&=/AQMMa
(a) En admettant la formule v(a) = [ 9(&) f(£)d€ = [g §(x) f(x) dz, démontrer que
B sin(2rau)

(b) En déduire que v(a) = 0+°O (f(t+u)+ f(t—u)) w du.

3. On définit a présent, sur R, la fonction dérivable s( f 20 (sin(x) /2)dx. On admet que
s'(y) = —Siny(y), 5(0) = /2, limy_, 4o s(y) = 0 et que s est bornée sur [0, 00|,

on note M = sup,~(|s(y)])-

(a) Pour t € R, soit hy(u) = f(t +u) + f(t — u). Justifier que hy € L1 (IR).

(b) Justifier qu'il existe un nombre fini de points by = 0 < by < ... < by < bgy1 = +oo tel que hy soit
contintiment dérivable sur ]bg, b1[, |b1,b2], ..., Jbg, bgt1]-

(c) Justifier que h} € L'(R).

(d) Démontrer la relation suivante

q b1
v(a) = —% Z { <S<27Tabj+1)ht(bj_+1) - 3(27Tabj)ht<b;_)) — /b hy(u)s(2mau) du.

=0 ’

P . + -
(e) En déduire que limg—, o0 v(a) = 25(0)h(0F) = %
Indication. Utiliser le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
4. Dans cette question on considere la fonction f de la question 2 de I'exercice 2. Soit t € R, déduire des
questions précédentes le résultat suivant :

. 1
0 . st < 5,
111—"1_1 Sln(g) 627,7r§t df _ g si |t| — %’
a—+oo | _
¢ 0 silt|> 4.



