MT09 A25 - Feuille de TD n® 8 bis
Approximation aux moindres carrés (suite)

Exercice 1 : régression polynomiale et régularisation de Tykhonov
Soit (xi, Yi)i=1,..m € R? un nuage de points. Soit n < m — 1 et > 0. Soit
f(x) =up +urz + ... + upz"”

un polynéme de régression. On note w = (ug, u1, ..., u,)? € R"1. On cherche & minimiser la
fonction de perte
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Lu(u) = (f(wi) —yz’)2+;ﬂ((uo—y)2+§:“?)
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1. Réécrire .Z,(u) sous la forme
L(w) = S Au — yl? + 5 gl — w0
() = Ll Au gl el o)

otl I'on précisera la matrice A et sa taille, ainsi que les vecteurs y et u® (et leur taille).

2. Montrer que les solutions u,, réalisant le minimum de

min %, (u)

u€Rn+1
sont solutions du systeme linéaire
(ATA+ i) u, = ATy + pad.

3. Pour p > 0, que peut-on dire de la matrice AT A + pl, 1 ?

4. Que vaut lim u, ? Quelle est la fonction de régression correspondante ?
1—00

5. Que vaut
Cond |, (ATA + plntq) ?

exprimer le resultat en ronction des valeurs propres de . ue vau
imer le résultat en fonction des val de ATA). Q t

,uh—>n<;o COIld||||2(ATA + MIn+1) ?

6. Que préconisez-vous comme choix de p 7



Exercice 2 : factorisation ()R "économique" et moindres carrés

Soit A € Myn(R), m > n et y € R™. On suppose que rg(A) = n. On cherche a résoudre les
équations normales
AT Au = ATy
de maniére rapide et le mieux conditionné possible. On note A; les vecteurs colonnes de A. On
rappelle le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt ici appliqué aux n vecteurs Aj; :

Ay
q1 = T
[ A1l2
. g2
QQ:A2—<A2,Q1>Q17 Q2:ma
Qn = An - <Aanj> q;, qn = ||(jn”2
n

1. Montrer que A s’écrit )
A=QR

avec R € .#,(R) matrice triangulaire supérieure et Q = [ql, v qn} € Mpn(R) telle que
QTQ = I.

2. A-t-on QQT =1,,?

3. La matrice R est-elle inversible ?

4. Montrer que les équations normales peuvent s’écrire de maniére équivalente
Ru=Q"y.

Comment résoudre ce systeme ?

Commentaire. On peut montrer que

COIld”.H2 (R) = \/COIld””2 (ATA),

ce qui est un véritable apport du point de vue de la robustesse de la solution aux erreurs
d’arrondis ou aux incertitudes sur les données.

Exercice 3 : projection orthogonale

Soit A; et y deux vecteurs de R”.
1. Comment caractérise-t-on la projection orthogonale z* de y sur vect(A;)?
2. Résoudre

1
i | Aia — yl|3
min - SflAie -yl

par les équations normales. Soit o* le scalaire qui réalise ce minimum.
3. Exprimez z* en fonction de A et o*.

4. Soit
Ay

A2

A =

Exprimez z* en fonction de A; et y.



