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1. Cadre d'étude

On cherche a résoudre un systeme linéaire de la forme :
Ax=0>b
avec

Ae M, q(R) x € Mp1(R) b e Mp1(R)

On suppose dans la suite que A est inversible
= Existence et unicité (théorique) d'une solution 3 Ax = b

Question. En pratique comment calculer la solution de maniére
efficace ?



2. Cas des matrices triangulaires supérieures ou inférieures

Si A est triangulaire supérieure (inversible) la solution de Ax = b
est donnée par

Xp = bn/an,n
Xn—1 = (bnfl - anfl,an) /anfl,nfl

Xj = <bi - er',:i-i-l 3iJXj) /aii

Xn = (bl =22 31JXJ') /a1

A retenir

— Si A€ M, ,(R) est triangulaire sup. ou inf., il faut n?
opérations pour résoudre le systeme Ax = b
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1. Exemple

Résoudre Ax = b avec



1. Exemple

Résoudre Ax = b avec

1 2 -1 2
A=12 5 3 b= 1|11
-1 0 2 3

A retenir

() )

— Les coefficients a;;" et a;,’ sont appelés pivots

— La méthode fonctionne si a11 #0 et 3(2) #0

— On a la décomposition A = LU (a vérifier) avec

1 0 0 1 00
L=1|¢y 1 O0]=(2 10 U=A0
l31 3 1 -1 2 1




2. Cas général

X X
X X
— etc
0 X
—AG)



2. Cas général

Et k
2rs

A retenir (AKK)| p(K) (A1) plki1))

— On garde les k lignes de A(K) et on modifie les n — k lignes
restantes avec
(k+1) (k) aly (k) _ Alk) (k)
Al =A% ’kA =AY — ALY i=k+1,....n

i K
aik)

- AI(.kH) :A,(-k) pour i=1 ...k
— On modifie également h(K) avec

b D = p) _ b =k +1,....n

1
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1.1. Résolution de systemes linéaires

Ly = b “descente”

Ax=b & LUx=b <& { “
Ux =y “remontée

A retenir

— Si A admet une décomposition A = LU, alors résoudre Ax = b
est équivalent a résoudre deux systemes linéaires triangulaires




1.2. Calcul optimal de I'inverse d'une matrice

Objectif : On cherche X € M, o(R) vérifiant AX = | (X = A1)

AX=1 & AXi=¢ Yjc{l,....n}
& LUXj=¢ Yje{l,....n}

Pour chaque j € {1,...,}, on détermine X; en résolvant :

LY; = ¢ “descente”
UX; =Y ‘“remontée’

A retenir

— On peut calculer efficacement A= en O(n?) opérations




2. Construction de la décomposition LU



2. Construction de la décomposition LU

A retenir : Si A est inversible et aff,i) = 0 pour tout k alors

— A admet la décomposition :
A=LU
avec L tri inf 3 diagonale unité et U = A" tri sup

— det(A) = det(V)

Théoreme 2.2.2.

Si A est inversible et au cours de I'élimination de Gauss les pivots
sont non nuls, alors il existe L matrice tri inf et U matrice tri sup
vérifiant A= LU. Si on impose que L est a diagonale unité alors la
décomposition A = LU est unique




3. Calcul direct de la décomposition LU (algo. Doolitlle)



3. Calcul direct de la décomposition LU (algo. Doolitlle)

A retenir : si on connait U;, L1,..., U, 1, Lxk—1, U, on détermine

= [, via Ay = LU, = ulykLl + u27kL2 + ...+ uk7kLk

1
= L= . (Ak —urkls — o plo+ ... — uk—1 4 Lk—1)

= U via Ay = L U=ba Uy + oo+ b kU + U

= gk+1 = Ak+1 —Lliy11U; — - = Ley1 kU




4. Faisabilité de la décomposition LU.

Question. Est-ce que si A est inversible = A= LU?



4. Faisabilité de la décomposition LU.

Question. Est-ce que si A est inversible = A= LU?
Réponse. Non ! Exemple

010
A=|1 01
011

On a det(A) = —1, donc A inversible mais aﬁ) =0...

Question. Est-il possible de trouver un critére assurant une
décomposition LU d'une matrice inversible 7



4. Faisabilité de la décomposition LU.

Définition 2.4.1.

On appelle sous-matrice principale d'ordre k € {1,...,n} de la ma-
trice A, la matrice notée [A]x avec

[Alx = (aij)lgi,jgk




4. Faisabilité de la décomposition LU.

Définition 2.4.1.

On appelle sous-matrice principale d'ordre k € {1,...,n} de la ma-
trice A, la matrice notée [A]x avec

[Alk = (aij)1<; j<k

Théoreme 2.4.2.

On a les équivalences suivantes :
1. Tous les pivots ag(l,? sont définis et ag;) #0
2. A admet une décomposition A = LU avec U inversible

3. [Al1, [Al2, ..., [A]n sont toutes inversibles




4. Faisabilité de la décomposition LU.
Définition 2.4.1.

On appelle sous-matrice principale d’ordre k € {1,...,n} de la ma-
trice A, la matrice notée [A]x avec

[Alk = (ai)1<; j<k

Théoreme 2.4.2.

On a les équivalences suivantes :
1. Tous les pivots a%i) sont définis et ag,i) #0

2. A admet une décomposition A = LU avec U inversible

3. [Al1, [Al2, ..., [A]n sont toutes inversibles )
A retenir
— Si [Al1, [A]2, ..., [A]s sont toutes inversibles alors A est in-

versible et admet une décomposition A= LU

— Si Aest juste inversible % [A]1, [A]2, ..., [A]» toutes inversibles

V.
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