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1. Normes vectorielles

Dans la suite on note K le corps R ou C

Définition 2.6.1.

Soit E un K-e.v., on appelle norme vectorielle sur E une
application de E dans Ry, notée || - ||, et Vérifiant :

= x| =0 <& x=0¢
= || A x| = |A|||x]|, pour tout x € E et A € K

= |x+yll < [Ix][ + [lyll pour tout x, y € E




2. Normes matricielles
Définition 2.6.2. (Norme matricielle)

On appelle norme matricielle (NM) une application de
M n(R) dans R, (encore) notée || - ||, et vérifiant :

= [Al=0 & A=0um,,

= ||IXA|| = |A] ||A]], pour tout A€ Mp,et AeR
= ||[A+ B|| < ||A|| + ||B]| pour tout A, A€ M,
— ||AB|| < ||A]l||B|| pour tout AB € M,

Définition 2.6.3. (Norme matricielle subordonnée)

Soit ||| une norme vectorielle de R" et soit A € M, ,(R). On
appelle norme matricielle subordonnée (NMS), notée ||| - ||/,
une norme matricielle définie par :

[AX]]

X

[[|Al] = sup
x€R"




3. Etude des NMS ||| - [||1 et |[| - |||~

Proposition
Soit A € M, n(R) alors

= [l = maxigjcn 1Al = maxa<j<n (i [a51)

= [11Allloo = maxasicn |4l = maxacicn (S lay])

Exemple. Soit

alors

HAlllx = max ([[Ax][1, [[A2]l1, [|As]l1) = max(4,6,8) = 8
11Allloe = max ([Arll1, [ A2l1, 1 As]l1) = max(4,7,7) =7



4.1. Résultat préliminaire et rayon spectral

Théoréme 2.6.1.
Soit A € M, n(R) une matrice symétrique alors

x" Ax
max ——— = max A
xeR" x! x 1<k<n
x#0

ol A1, ..., A, sont les valeurs propres réelles de A




4.1. Résultat préliminaire et rayon spectral

Théoréme 2.6.1.
Soit A € M, n(R) une matrice symétrique alors

xT Ax
max —— = max A
xe€R” X' X 1<k<n
x#0
ol A1, ..., A, sont les valeurs propres réelles de A

Définition 2.6.4.

Soit A € M, n(R), on appelle rayon spectral de A, noté p(A),
le nombre réel

A) = by
o) = e el

ol A1, ..., A, sont les valeurs propres de A




4.2. Résultat sur la NMS ||| - |||

Théoréme 2.6.2.
1. Soit A € M, ,(R) alors

IlAII13 = p (ATA) = p (A7)
2. Soit C € M, n(R) symétrique alors
IIClll2 = p(C)
3. Soit A€ M, »(R) alors

IIAI13 = IIAAT[]]2 = [IATAJll2
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1. Probléme de conditionnement d'une matrice

Lors de la résolution d'un systeme linéaire Ax = b, alors on a
x=x(b)=A"th

Question. Une petite variation de b induit une petite ou une
grande variation de x 7



1. Probléme de conditionnement d'une matrice

Exemple. Soit A inversible avec

1 1010
=0 '7)

Soit b= (1,0)" alors la solution de Ax = b est x = x(b) = (1,0)"
Soit b = (0,1072)T alors la solution x’ de Ax’ = b+ b est

;o _ (1-101°10"2\ /1-108
x ' =x(b+db) = ( 10-2 ={ 102
Ainsi, en notant §x = x — x’ = (108, -1072)T on a

H(SXHOO — 108 — 1010 10—2 — 1010 HébHOO

[x1lo [16]] oo

La matrice A du systéme linéaire Ax = b est dite mal conditionnée

Question. Comment quantifier le conditionnement d'une matrice ?



2. Conditionnement d'une matrice

Définition 2.7.1.
On appelle conditionnement de A relatif a une NMS donnée

xX(A) = [IIA A7

Exemple. Dans I'exemple précédent, on a xoo(A) = (1 + 1010)2

Remarque. On a toujours
1= [[[/[]| = [[IAATH]| < (A IIATH]] = x(A)
Proposition 2.7.1.
Si A est symétrique alors

maxlg,-g,, |/\,’

A) = |||A A7, =
x2(A) = [[|Al[l2 [I|A7 ]2 iz D]




3. Lien entre conditionnement et erreurs

Théoreme 2.7.2.

1. Soit le systeme Ax = b et A(x + dx) = b+ b
(perturbation de b) alors

165]]

0x
[[0x]| < (A) ol

Il

2. Soit le systtme Ax = b et (A+ JA)(x +dx) = b
(perturbation de A) alors

[|6x|
Ll
x +ox|| = X(A)
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