MT09 A26 - Feuille de TD n°® 8 bis
Approximation aux moindres carrés (suite et fin)

Exercice 1 : régression polynomiale et régularisation de Tykhonov

Soit {(xi,;), @ = 1,...,m} un nuage de points dans R2. Soit n un entier, n < m — 1 et un
parametre p > 0. On considére ici un polynéme de régression de degré inférieur ou égal a n :

f(x) =up+urz + ... + upz™.
On note u = (ug, ug, ..., up)’ € R"1. On cherche a minimiser la fonction de perte
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1. Réécrire £, (u) sous la forme
@ 1 Au — ull2 1 _0p2
() = LA — g2 L )

ol I'on précisera la matrice A et sa taille, ainsi que les vecteurs y et u® (et leur taille).

2. Montrer que les solutions u,, réalisant le minimum de

sont solutions du systeme linéaire
(ATA+ pT1)u, = ATy + padd.

3. Pour p > 0, que peut-on dire de la matrice AT A + pl, 17

4. Que vaut lim u, ? Quelle est la fonction de régression correspondante ?
HU—00 ®

5. Que vaut
COndHAnz(ATA + ,U/In—i-l) ?

(exprimer le résultat en fonction des valeurs propres de AT A). Que vaut

Jim, Cond,| 1, (AT A+ plntq) ?

6. Que préconisez-vous comme choix de p?



Exercice 2 : Approche proximale

Une méthode proximale est une approche itérative qui fait intervenir un "prior' dans le
terme de régularisation de Tykhonov. Etant donné la solution wy a litération (k) précédente,
on cherche un nouveau vecteur w41 solution du probléeme de moindres carrés régularisés :
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upyr =arg min [ Au - yl3 + Spflu — w3
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Pour amorcer la suite, on peut partir de ug = 0.

1. Quelles sont les solutions normales associées a ce probléeme de moindres carrés?
2. Si la suite (uy) converge vers un u*, quel systéme linéaire satisfait u* ?

3. Etudier la convergence de la suite (uy) (discuter éventuellement du choix de y).

Exercice 3 : Moindres carrés pondérés

Soit {(xs,;), i = 1,...,m} un nuage de points dans R2. Soit n un entier, n < m — 1. On
consideére ici un polynoéme de régression de degré inférieur ou égal a n :

f(x) =up +urz + ... + upz™.
On note u = (ug, U1, ..., un)? € R* 1. On considére le probléme ux moindres carrés a poids
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ou les poids w;, i = 1, ..., m sont strictement positifs.

1. Réécrire le probléme aux moindres carrés sous la forme

. 1
min §HW(A’U, — y)HZ

ucRnt1

ou l'on précisera la matrice A, le vecteur y et le la matrice W (justifier précisément).

2. Quelle sont les équations normales 7



