MTO09 — A26 TD 7 — Corrigé détaillé

TD 7 — Projection orthogonale et factorisation QR

Exercice 1 — Projection orthogonale sur une droite

Si a = 0, la fonction est constante et tout a est minimiseur. On suppose donc a # 0 pour obtenir 1'unicité.

1. Par bilinéarité du produit scalaire,

2 2
(o® [lall; — 20 {a, y) + [lyll3)-

N =

1
pla) =5 {aa -y aa—y) =
D’ou
2 2
¢'(a)=alall; = (ay),  ¢"(a)=]a];>0.
Ainsi ¢ est strictement convexe : son unique point critique est son minimum global.

2. En annulant la dérivée,

a
H(a) =0 = o a]’ = (a,g) «> o* = <” ﬁ”
ajly

Yy =a'a= <y a> =
lally/ llal,

(y—y*a)=(y,a)—a’lla|;=0 = y—y* L Vect(a).

3. On en déduit

De plus,

Comme y* € Vect(a), c’est la projection orthogonale cherchée.

Exercice 2 — Projection sur un sous-espace vectoriel

Minimiser ||z — y||, ou son carré revient au méme, car la fonction ¢ — t* est croissante sur [0, +o0|.
1. Soit z* € F un minimiseur. Pour d € F et € € R, le vecteur z* + ed appartient encore a F. Par
minimalité,
2 2
2" +ed—yll; — 2" -yl = 0.
Développons le membre de gauche :
2 2 2
I(z* —y) +edl; — 2" — yll; = 2 (2" — y,d) +* [|d]|; -
Le quotient par € et le passage a la limite donnent

0t *—qy.d >0
{g—> (z* —y,d) >0, (y—zd)=0 (VdeF).

e—=0": (z¥—y,d) <0,
Avec z* € F, c’est la caractérisation de la projection orthogonale.
2. Réciproquement, soit z* € F' tel que y — z* L F. Pour tout z € F,
y-—z=(@Hy—2z")+ (2" —2)
Comme z* —z € F et y — z* L F, le théoréme de Pythagore donne
ly = zl5 = ly — 2*ll5 + 12" — =[5 > ly — 2*15 -

D'otu ||y — Z||§ > |ly — Z*||§, avec égalité si et seulement si z = z* : minimum et unicité.

3. Pour F =1Im(A), la projection z* existe (F est un sous-espace fermé de R™). Puis z* € Im(4) = Ju €
R"™, z* = Awu. La condition d’orthogonalité devient

(y—Au,z) =0 (Vz € Im(A)),

c’est-a-dire
(Au—y,z) =0 (Vz € Im(A)).

Le vecteur Au est unique, mais pas nécessairement w si ker(A) # {0}.
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4. Tout z € Im(A) est de la forme Av, v € R". Ainsi
(Au —y, Av) =0 (Vo) <= (Au—y)TAv =0 (V) <= v AT (Au —y) =0 (Vv)
— AT (Au—-y)=0 = ATAu = ATy.

La troisieme équivalence utilise w 1L R" <= w = 0 : ce sont les équations normales.

Exercice 3 — Reformulation d’un systéme linéaire

Puisque A est inversible, AT I'est également. Multiplier Au = b par AT ne change donc pas son ensemble de
solutions :

Au=b — ATAu = ATb.
1. On vérifie d’abord la symétrie :
(ATA)T = AT(ATYT = AT A,
Puisque A est inversible,
x40 = Az #0 — a7 AT Az = | Az|> > 0.
Ainsi AT A est symétrique définie positive : méthode directe de Cholesky, ou itérative de Gauss-Seidel.

2. Pour une matrice inversible M, on rappelle que Conds (M) = ||M]], HM‘1 ||2 Sigy >+ >0, >0 sont
les valeurs singulieres de A, alors

_ 1 o1
|Ally = o1, ||A 1H2 = Conds(A) = Pt
n n
Les valeurs propres de AT A sont 0%,...,02. Comme cette matrice est symétrique définie positive,
1
T 2 T g\—1
[ATAl, =0t ATA ], = 2

n

On obtient

) -
oF On

0'2 g1 2
Condy(ATA) = 2L = ( ) = Condy(A)?.

Le conditionnement est donc élevé au carré.

Exercice 4 — Factorisation QR réduite

On suppose A € R™*™ de rang n ; pour la question 2, on considere n > 2. Toutes ses colonnes sont donc
linéairement indépendantes.

1. La premiére colonne ne peut pas étre nulle. Posons

Ay
air = [|[Aq]ly >0, h=

Ainsi ||g|l, =1 et A1 = a11q;.

2. On cherche Ay = aj2q; + a22q, avec gy L g et ||gy]|, = 1. En prenant le produit scalaire avec qy,

2
(A2,q,) = a1z ||‘I1H2 + a22 (g, q;) = a12.

On soustrait la projection sur g :

re = Az — (A2,41) 41, (r2,q,) = 0.
Comme A; et Ay sont indépendantes, 5 # 0. On pose donc

T2
Qg = [|[rafly, >0, 9=

Dot [[gsll; = 1, (g1, q2) = 0 et Az = a12q; + a22qs.
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3. Le procédé se poursuit par Gram-Schmidt. Supposons gy, ..., q,_, déja construits et orthonormés. On
retire de A; ses projections sur ces vecteurs :

Jj—1
. r;
ay=(A5,q,) 1<i<j), rj=4;=Y aiaq, a;=|rl,>0, q;= OT]
i=1 JJ

Pour i < j,
(rj,q;) = a;j —a; =0, rang(A) =n = r; #0.

Les g, sont donc orthonormés et
J
Aj = Z aijQi-
i=1
En juxtaposant ces n identités colonne par colonne, on obtient

A:QR7 Q: (Q1 qn) eRmxnv QTQ:ITLJ

ot R = (ayj) € R™™" est triangulaire supérieure, avec «;; = 0 pour 7 > j et a;; > 0. Elle est donc
inversible.

4. En remplagant A par QR dans les équations normales,
ATAu=ATy — RT(QTQ)Ru=R"Q"y — RTRu=R"QTy < Ru=0Q%y.
Ici QTQ = I,, et RT est inversible. Le systéme Ru = QTy se résout par remontée.
5. L’identité A = QR et Porthonormalité des colonnes de @ donnent
ATA=R"Q"QR=R"R.

Si Amin €t Amax sont les valeurs propres extrémes de RTR = AT A, alors

Condz(R) = Zméx((g)) = ))\\méx =4/ iméx = 4/Condy (AT A).

C’est la relation souhaitée.





