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1. Position du probleme

Probleme. Soit A € M, , une matrice rectangulaire. On veut
résoudre le systéme linéaire Ax = b avec x € M1 et be Mp1

dans le cas ou
m>n

» Ici on dispose de plus d'équations (m) que d'inconnues (n) !
» |l n'existe pas généralement de vecteur x € M, ; satisfaisant
toutes les équations du systéme Ax = b (probleme mal posé).

» Autrement dit, b ¢ Im(A) en général.



1. Position du probleme

Probleme. Soit A € M, , une matrice rectangulaire. On veut
résoudre le systeme linéaire Ax = b avec x € M1 et b€ Mp

dans le cas ou
m>n

» Ici on dispose de plus d'équations (m) que d’'inconnues (n) !
» |l n'existe pas généralement de vecteur x € M, ; satisfaisant
toutes les équations du systeme Ax = b (probleme mal posé).

» Autrement dit, b ¢ Im(A) en général.

Idée. Se contenter de trouver le “meilleur” X tq Ax — b = 0.

Question. Sens du terme meilleur dans ce contexte ?



2. Meilleure solution au sens des moindres carré

Définition 3.1.1.

Soit A€ My, et b€ M1 donnés. On appelle problemes
de moindres carrés le probleme

. 2
min [[Ax = bl2,m,

ol pour rappel, si y € RP (p > 1), alors

p
Iy, =Y lyil*=y"y.
i=1

Autrement dit || - ||2,, désigne la norme euclidienne dans R”.

v
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Soit A€ My, et b e M1 donnés. On appelle problemes
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Si le probleme de moindres carrés a une solution, notée X, alors X
est la meilleure solution approchée du systeme linéaire Ax = b au
sens des moindres carrés. Autrement dit

(0 )IIAZ = blI3 < [|Ax = b3, Vx € R



3. Résumé

» On remplace un probléme (complexe) de la forme Ax = b, qui
n'admet pas nécessairement de solutions, par un probleme
plus “simple” d'optimisation.

» On formule ce probleme d'optimisation via la norme
euclidienne, d’oli le nom probléeme de moindres carrés.

> On cherche donc X € R™ tq [|Ax — bl|3 ,, soit la quantité
positive ou nulle la plus petite possible.

A retenir. le probleme des moindres carrés consiste a remplacer un
systeme d’équations qui n'admet pas nécessairement de solution
exacte par un probleme d'optimisation qui cherche la solution
minimisant |'erreur quadratique.



3. Résumé

» On remplace un probléme (complexe) de la forme Ax = b, qui
n'admet pas nécessairement de solutions, par un probleme
plus “simple” d'optimisation.

» On formule ce probléeme d’'optimisation via la norme
euclidienne, d’oli le nom probleme de moindres carrés.

» On cherche donc x € R™ tq ||AX — bHim soit la quantité
positive ou nulle la plus petite possible.

A retenir. le probleme des moindres carrés consiste a remplacer un
systeme d’équations qui n'admet pas nécessairement de solution
exacte par un probléeme d'optimisation qui cherche la solution
minimisant |'erreur quadratique.

Objectif pour la suite. Assurer I'existence d'une solution au
probleme de moindres carrés.
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1. Théoréme d’'existence et d'unicité

Théoreme 3.1.1.

Soit A € My, , et b € R™ donnés. Si rang(A) = n, alors le
probleme de moindres carrés

: 2
min [|Ax = bll3,m;

admet une unique solution notée X satisfaisant les équations,
dites normales, suivantes :

ATAx = ATb.




1. Théoréme d’'existence et d'unicité

Reformulation du Théoreme 3.1.1.
Soit A € Mp, et b € R™ donnés. Si rang(A) = n, alors

X € R" est I'unique solution du probleme de moindres carrés

- 2 2
1A% = bll2,m = min || Ax — bl|3 m,

ssi X est |'unique solution du systemes linéaire :

ATAx = ATb.

Remarque 1. comme rang(A) < min(n, m), alors imposer que
rang(A) = n signifie que les colonnes de A forment une base de

Im(A). De plus, le théoréme du rang implique que

dim(Ker(A)) = n — rang(A) = 0.



1. Théoréme d’'existence et d'unicité

Reformulation du Théoréme 3.1.1.
Soit A€ Mpm, et b € R™ donnés. Si rang(A) = n, alors

X € R" est I'unique solution du probleme de moindres carrés

IAX — b||3,, = min [|Ax — b]|3 ,,
x€R"

ssi X est I'unique solution du systemes linéaire :

ATAx = ATb.

v

Remarque 2. ATA € M, ,. Si rang(A) = n alors rang(AT A) = n
et donc le systeme

ATAx = ATb,

admet une unique solution.



2. Preuve analytique des équations normales
Dans un premier temps, on a que

-
E(x) = | Ax — b3, = x AT Ax — 2 (AT b) X+ [1]3m:
Ainsi, trouver un X qui minimise E(x) revient a trouver un X tq

-\ . o . T o T
J(x) _)[TE]]EQJ(X) —Xnglllgn (x Gx — 2h X),

avec G = AT A symétrique semi-définie positive et h= A" b un
vecteur. Comme dans le cas des fonction de R — R, chercher un
minimum de J : R™ — R revient a chercher un X € R" vérifiant
VJ(x) = 0. Pour rappel
oJ 0J oI\ "
JX) = —, —,...,— .
v (X) <8X17 8X27 ’ 8Xn>

Ici on obtient

VIX)=02(Gx—h) =0 ATAx = A"b.



3. Interprétation géométrique
Résoudre le probleme

; 2
min [|Ax = bl2,m,

revient & chercher b € Im(A) tq ||b — bH%’m soit le plus petit
possible.

Im(A)

>




4. Preuve algébrique pour le probleme des moindres carrés
Proposition 3.2.7.

Soit S un s.ev. de R™ et y € R™ un vecteur donné. Le
probleme d’'optimisation

. _ 2
min 1z = ylI2,m>

admet une unique solution y € S projection orthogonale de
y sur S.

v

Rappel/Remarque. Le projeté orthogonale y € S de y est

caractérisé par
(y—9,s)=0 VseS.

En particulier, y vérifie

ly =y
Conséquence. On applique le résultat précédent a S = Im(A) et

y = b, ce qui permet de déduire |'existence et I'unicité d'un
b€ Im(A) tq ||b— bHim soit le plus petit possible. 7

%,m <y - ZH%,m Vze Savecz#y.



4. Preuve algébrique pour le probleme des moindres carrés

Corollaire 3.2.3.

Soit A€ My, , et b € R” donnés. Le probleme de moindres
carrés, trouver X € R" tel que

1A% = bz m < lIAX = bll3 VxR, (1)

est équivalent a trouver X € R” tel que

ATAx = A"b. (2)

)
Conséquences. L'inégalité (1) est une reformulation du probléme
de moindres carrés initial. Ainsi, trouver une solution au probleme
de moindres carrés revient a trouver une solutions aux équations
normales (2). Or, on sait que si rang(A) = n alors (2) admet une
unique solution dans R" !
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1. Décomposition QR
D’apres ce qui précede, si rang(A) = n, résoudre le probleme de
moindres carrés revient a résoudre le systeme linéaire n X n

ATAz = ATh.

Cependant, on peut montrer que x2(A"A) = x2(A)? et donc le
conditionnement de AT A peut étre trés mauvais !
En pratique, on va utiliser le résultat suivant :

Théoreme 3.3.4.
Soit A € My, , avec m > n, alors il existe Q € M, , avec
Q" Q = I, et une matrice triangulaire supérieure R € Mpn

telles que

R
a=a(y* )-or

Remarque. Si rang(A) = n alors R est inversible.




2. Application

Si rang(A) = n alors

ATAx=ATh <& RTQTQRx=RTQ'b.

=l

Soit c € R" et d € R™ " alors en notant

T, (€
Q b_<d)’

R'Rx=R'Q"b « (RT 0) <R>>-<:(/%T 0)

on obtient



2. Application

Ainsi, le probleme initial est équivalent a résoudre le systeme
R'TRx=R'c & Rx=c,

car R est inversible, donc R aussi. Ce dernier systeme est un

systeme tri. sup. a résoudre !

A retenir (en conservant les notations précédentes)

Soit A€ Mp , et b € R™ donnée. Résoudre le probleme de
moindres carrés associé a A et b est équivalent a inverser le
systeme triangulaire supérieur :

Rx = c.

Remarque. On peut montrer que Xg(ﬁ’) = x2(A).




Retour sur les espaces orthogonaux

On considére R™ doté du p.s. euclidien/canonique/usuel
(,y)m=x"y=y"x Vx,y €R",

on retrouve bien HxH%m = (X, X)m. Soit (x1,...,xk) une famille de
vecteurs de R™. On dit que cette famille est orthonormée pour le
p.s. euclidien si

(Xi,X))m =0 Vi#j et |Xillom=1 Vi

Pour rappel, une famille orthonormée (ou juste orthogonale) est
libre (voir Proposition 3.2.3 et Corollaire 3.2.1).

10



Retour sur les espaces orthogonaux

Soit S un s.e.v. de R™, alors I'ensemble
St={xeR™ : (x,y)m=0 VyeS}

est un s.e.v. de R™ appelé orthogonal de S. Voici des résultats sur
S et S (voir Prop 3.2.5, Coro 3.2.2 et Prop 3.2.6) :

» SNSLt={0}etR"=S® St

» Soit y € R™, il existe un unique y € S tel que y — y € S*.

P Le vecteur y est le projeté orthogonal de y sur S et vérifie

A~

(y—9,\m=0 VseS.

> Pour A€ M, , alors (Im(A))* = Ker (AT).
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