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1.1.1 Groupe

Exercices : Exemples :
Exercice A.1.1

Exemple B.1.1
Exercice A.1.2

Définition 1.1.1. Soit G un ensemble non vide, on dit que G est muni d'une loi de composition
interne, s'il existe une application de G x G dans G.

On peut noter cette loi + : (x,y) — x+y.

Définition 1.1.2. Lensemble G est un groupe si G est muni d’'uneloi de composition interne qui
possede les propriétés suivantes :

— elle estassociative : Vx,y,z€ G, (x+))+z=x+(y+2),
— elle admet un élément neutre : e € G tel que, Vx € G, et x = x+te=x,

— tout élément admet un symétrique (ou opposé ou inverse qui est nécessairement unique) :
VxeG,AxeGrelqueitx=xtx=e.

On dit que le groupe est commutatif si la loi de composition est commutative : Concepts
Vx,y€G,xty=y+x.
On note (G, +) le groupe pour préciser l'ensemble et sa loi de composition. eI

Exercices
Documents
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(Z,+), (Q,+) sont des groupes (commutatifs). On sait que ’addition "usuelle" est associative et Groupe
commutative, 0 est évidemment I’élément neutre de I'addition et —x est le symétrique de x.

Lorsque laloi est associative, les parentheses sont inutiles et on peut noter sans ambigiiité x+y+z.
Dans un groupe, il est possible de "simplifier", c’est-a-dire :
xty=x+z=>y=z, yrx=ztx=>y==z

En effet
x+y=xtz=> 3t (x+y) =3+ (xtz) > X0ty =Ft0+iz=>y==z.

Faire une démonstration similaire pour I’autre implication. En particulier, on a:
xty=x>y=e, xty=y>x=e

Attention! Il n’est pas possible de simplifier lorsque 'on n’a pas de structure de groupe. On a
0 x 3 =0 x5 mais 3 n'est pas égal a 5! (On pourra vérifier que (R, x) n’est pas un groupe)

Proposition 1.1.1. Soit (G, +) un groupe, l'inverse de tout élément x € G est unique.

Démonstration — En effet, si x; et x, sont deux inverses de x, on a alors

Concepts
x1+x=x¥x;=e, Xodx=xFx=e.
Exemples
On adonc P
N o o . Exercices
X1 = X1+e = x1+(x+x2) = (X1 +X)+x2 = e+Xx2 = X3. Documents
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1.1.2 Espaces vectoriels

Exercices : Exemples :
Exercice A.1.3 Exemple B.1.2

Soit E un ensemble. On appelle vecteurs les éléments de E et on les note avec une "fleche" : X.

Dans ce cours, 'ensemble K est égal a R ou C. Les éléments de K sont appelés scalaires. On les
notera tres souvent en utilisant ’alphabet grec.

On note + 'addition dans K et on n'utilise pas de symbole pour la multiplication dans K : 1 + u et
Au ont leur signification habituelle.

On définit les deux lois de composition suivantes :
— une loi interne notée + de E x E dans E, c’est a dire une application :
(X%, 7) e ExE— X4J€E,
— une loi externe notée "." de K x E dans E, c’est-a-dire une application :
A, X)eKxE— AX€E.

Concepts
Par exemple, on définit E = R?, K =R.
Un vecteur X € R? est donc un couple ¥ = (x1, x2). On peut définir : Exemples
— l’addition habituelle des vecteurs de R? : X+7 = (x; + y1, X2 + ¥2) (+ est le symbole de I'ad- Exercices
dition entre deux nombres réels et + est le symbole de I’addition entre deux vecteurs), Documents
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— le produit habituel d'un scalaire (nombre réel) par un vecteur : 1.X = (Ax1, Ax2). Espaces
Définition 1.1.3. Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne notée + et d’une loi de vectoriels
composition externe de K x E dans E notée “.” . E est un espace vectoriel sur K si :

— (E, ¥) est un groupe commutatif (on note 0 I'élément neutre et —% le symétrique de X),

— la loi externe possede les 4 propriétés suivantes :¥YA,u€ K, VX,y € E,

o (Aw).X=A.(u.X)
e A+u).X=A3+u.x
o L.(X+P)=AX+AY
e 1.X=X (1 est l'élément unité de K).
Exemples
— On définit I'ensemble R” des n-uplets de nombres réels X = (x1, X, ..., X,). C’est un espace
vectoriel sur R avec les lois suivantes :
. 554\‘_}7: (xl + YL, X2+ Y2,...,Xn +yn)y V)-(E,j/’E R”™
e L.X=Ax1,Ax0,...,Ax,), VAER VX ER"
— Lensemble &7, des polyndmes de degré < n a coefficients réels muni de 'addition et du
produit par un réel est un espace vectoriel sur R.
Proposition 1.1.2. Pour tout A € K et pour toutX€ E,ona:
1. 2.0=0et0.X=0, Concepts
2.1%=0 = (A=00ux=0),
3. (1).X=1.(-X) =-(1.3) Exemples
Exercices
i . Documents
Démonstration—

<< 7 | 4.4
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1. 1.0=21.(0+0) > 1.0 = 1.0+ 1.0.
On simplifie par 1.0 et on obtient 0 = A.0.
Onal.X=(0+A).%= 1.X=0.X+1.%. On simplifie par 1.% et on obtient 0 = 0.%.

2. Onsait que:
A.3=0=>{1=00uX=0}} & {{1.¥=0et 1 #0} > 3=0}

SidXx=0etA#0,alors A L. (1.%) =1"1.0=0,dot A" 'N).¥=0d ot 1.¥ =0, d’ot1 ¥ = 0.

3. (-1).X+1).X = (=1 +1).%X=0.% = 0 donc (—1).% = —(1.X) car I'élément opposé est unique.
De méme on peut montrer que : A.(—X) = —(1.X).

Espaces
vectoriels

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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1.1.3 Sous-espaces vectoriels

Exercices : Exemples :

Exercice A.1.4 Exemple B.1.3
Exercice A.1.5

Exercice A.1.6

E est un espace vectoriel sur K. On note + et. les lois interne et externe de E.

Définition 1.1.4. Soit F un sous-ensemble non vide de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel
de E si F muni des lois + et . est un espace vectoriel sur K.

Lensemble P3; des polyndomes réels de degré inférieur ou égal a trois est un sous-espace vecto-
riel de 'ensemble P, des polynomes réels de degré inférieur ou égal a quatre puisque P3 < P,
et que ces ensembles ont une structure d’espace vectoriel pour les mémes lois de composition
(I'addition et la multiplication par un réel).

Proposition 1.1.3. F c E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si Concepts
- F # ®)
— ()X, yeF = X+JE€F,
— (i)(AeK,¥€ F) = AL.X€eF. Iéxemples
. . A xercices
On dit que F est stable pour les lois + et . Documents
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Démonstration — Les conditions (i) et (ii) sont nécessaires car + doit étre une loi de composition
interne sur F et . doit étre une loi de composition externe sur F.

On montre que ces conditions sont suffisantes. Pour cela on suppose que (i) et (ii) sont vraies et
on montre que F est un espace vectoriel.

Si (i) est vraie, alors la loi + est une loi interne sur F .
Laloi + est associative et commutative sur E , donc loi 4 est associative et commutative sur F.

Les quatre propriétés de de la loi externe . (voir la définition 1.1.3) sont vraies sur E, donc elles
sont vraies sur F.

On choisit A = —1 dans (ii), on obtient —X € F, donc tout élément de F admet un opposé dans F.

On choisit = —% dans (i), on obtient 0 € F, donc I'élément neutre de + appartient a F.

On en déduit immédiatement la caractérisation fondamentale (tres utile!) suivante :
Proposition 1.1.4. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F est non vide et
X, yeFetAd,ue K= A.X+u.yeF.

Proposition 1.1.5.
— E et {0} sont des sous-espaces vectoriels de E.
— Levecteur 0 appartient a tous les sous-espaces vectoriels

La démonstration est a faire dans I'exercice A.1.5.

<< 10 | 4.4
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Proposition 1.1.6. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors F N G est un sous-espace

Sous-espaces
vectoriel. Par contre F U G n'est pas un sous-espace vectoriel (en général).

vectoriels

Démonstration—

— 0 € Fn G donc cet ensemble n’est pas vide.
En utilisant la définition de l'intersection, on montre facilement que si X,y € Fn G alors
AX+u.ye FNG.
F n G est donc un sous-espace vectoriel.

— On utilise un exemple pour montrer qu'il existe des sous-espaces vectoriels F et G tels que
Fu G n’est pas un sous-espace vectoriel.
K =R, E = R? est muni des lois habituelles + et ..
On définit F = {(x1,0), x; eR}, G={(0,x5), x> € R}.
On montre facilement que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
Sil’on choisit y = (1,0), alors y € F donc y € Fu G. De méme si I'on choisit Z = (0, 1), alors
Ze GdoncZe€ FUG. Or y4+Z = (1,1) n'appartient pas a FU G. F U G n’est donc pas stable
pour laloi +.
On pourrait démontrer que F U G est un sous-espace vectoriel si et seulement si F < G ou
GCcF.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents

<< 11
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1.1.4 Sous-espaces supplémentaires

Exercices :

Exercice A.1.7
Exercice A.1.8
Exercice A.1.9

Remarque importante au sujet des notations-
Dans la suite, on n’écrira plus le signe . pour la loi externe mais on notera simplement AX.

On notera souvent "+" et non "+" la loi interne de 1’espace vectoriel. Quand on écrit X + ¥, il s’agit
de laloi interne de ’espace vectoriel, quand on écrit A + y, il s’agit de la somme de deux scalaires
dans K.

On définit maintenant une troisieme somme : il s’agit de la somme de deux sous-espaces vecto-
riels. On la notera, au début, +. Par la suite, cette somme sera notée elle aussi +.

Définition 1.1.5. F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F et G l'en-

— e Concepts
semble noté F+G défini par

Exemples
Exercices
Documents

XeF¥G < Iye FIAZeG, X=7+2Z.
Proposition 1.1.7. F+G est un sous-espace vectoriel de E

12 | 4.4
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Démontrer cette proposition en exercice : F+G est inclus dans E, 0 € F¥G et F¥G est stable pour
les deux lois.

Définition 1.1.6. F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.
— Ondit queF et G sont en somme directe si F N G = {0}. On note alors F& G. On a donc

H=FoG < {H=F+GetFNnG={0}.

— Ondit queF et G sont supplémentaires dansE siE=F & G.
Attention! Si H et F sont donnés, il n’existe pas un supplémentaire G de F unique. Illustrer cette
propriété al'aide d'un exemple.

Proposition 1.1.8. Soient F et G des sous espaces vectoriels. Alorson a :

- -

E=FoG < VXeE A (y,2)eFxGtelqueX=7+2Z.

Démonstration — On montre 'implication =.

E = F+G, donc!'existence d'un couple y, Z tel que X = y+Z estimmédiate, on montre maintenant
I'unicité.

On suppose qu’il existe une autre décomposition : X = y’ + 2/, alors

- -

X-X=0=y-y+Z-Zoy-y =-Z+7.

<< 13 | 4.4
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Orj—y' € Fet—Z+2z € G.De plus FN G = {0}, on a donc Sous-espaces

o = = - S = . - L - supplémentaires
(y-y'=0et —242'=0) < (y=y et Z2=2).

Réciproque :

E = F + G est immédiat, on montre F N G = {0}.

Soit X€ FnG.

On peut alors écrire X = X + 0,avec¥e FetOeG.

De méme, ¥ =0+ X avecOe Fet X € G.

La décomposition est unique, donc % = 0.

Donc FnGc {6}.

On sait de plus que 0e FNnG,onadonc FNG = {0}.

Remarque : si on se donne en plus un sous espace vectoriel H, on a seulement I'implication

H=FeoG = VXeE, 3 (J,2) e FxGtelqueX=y+7Z,

car, pour la réciproque, on a bien H c F + G, mais pas l'inclusion dans l'autre sens en général.
Concepts
Exemples
Exercices

Documents
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1.2.1 Familles liées-libres

Exercices :

Exercice A.1.10
Exercice A.1.11
Exercice A.1.12

Définition 1.2.1. On dit que la famille S = {X1,X,...,Xp} de vecteurs de E est liée s'il existe des
scalaires Ay, A3, ..., Ap € K non tous nuls tels que

X1+ A%z + ...+ ApX, =0.

Dans le cas p = 1, la famille S contient un seul vecteur. La famille est liée si et seulement si ce
vecteur est nul (le vérifier).

Dans le cas p = 2, la famille S contient 2 vecteurs ou plus. La famille est liée si et seulement si (au
moins) un vecteur de S est combinaison linéaire des autres vecteurs.

Cela signifie qu'il existe un vecteur X; et des coefficients a1, @, ...., @ -1, &j+1,..., @p appartenant c
a K tels que: SIEREL

55]' = (Xl)_el TP (12552 P 000 F aj_l?cj_l + aj+155j+1 TP 000 IF ap?cp Exemples
Exercices

. . Documents
Démontrer ce résultat.

16 | 4.4
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Définition 1.2.2. On dit que la famille S = {Xy, X, ..., X} de vecteurs de E est libre si cette famille
nest pas liée. On dit aussi que les vecteurs X1, X», ..., Xp sontlinéairement indépendants. Dans ce
cas, ona

V/ll,ﬂg,...,/lp EK: {/11551 +AZ-5€2+---+/1p5ep =6} = {/11 =Ar=... =/1p =0}.
Exemple : E = R? et si on définit les vecteurs %; = (1,2), % = (2,3) et X3 = (2,4) alors la famille
{%1, X3} est liée car 2%, — X3 = 0.
La famille {X;, X,} est libre car, pour tous scalaires 1, A, :

Al+2/1220

2 +30,=0 M =A=0

A1X1 + Ao X =0= (0,0) > {

Remarque : pour une famille de vecteurs S = {X;, Xz, ..., X}, la proposition “S est une famille libre”
est bien la négation logique de la proposition “S est une famille liée”. En effet :

p
Sliée < 31, 12,...,Ap€K, {Hit.q./li;éo et ZAjX'j=0}
j=1

p
Snonliée < VA, Az,...,A,€K, {Vi/lizo ou Z)ljk’j;éo}
j=1
p
= VYA, A2..,Ap€K, {) A;%=0 = Vil;=0
j=1
< Slibre

ol on a utilisé le résultat connu : {P = Q} est équivalent a {non P ou Q}.

<< 17 | 4.4
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Proposition 1.2.1. Familles

1. Si deux vecteurs d'une famille S = {%1,X,...,X),} sont égaux (par exemple %1 = X») alors la liées-libres
famille S est liée.

2. Sil'un quelconque des vecteurs de S est le vecteur nul, alors S est liée.

La démonstration est a faire dans I'exercice A.1.11.

Proposition 1.2.2.

1. SiS={X,X2,...,Xp} est liée et si X est un vecteur quelconque de E, alors SU {X} est liée. Autre-
ment dit, toute sur-famille d’'une famille liée est liée.(Une sur-famille d'une famille S est une
famille qui contient S.)

2. SiS={X1,%2,...,Xp} estlibre, la famille{X,..., X} est libre. Autrement dit, toute sous-famille
d'une famille libre est libre.(Une sous-famille d’'une famille S est une famille qui est contenue
dansS.)

La démonstration est a faire dans 1’exercice A.1.11.

Proposition 1.2.3. Si £ = {é},8é,...,€y} est une famille libre et si X est un vecteur tel que £ U {X}
est liée, alors X est combinaison linéaire des éléments de £ .

Concepts
Démonstration— £ U {X} est liée, donc il existe des scalaires
aiy,ay,...,@p+1 NON tous nuls tels que Exemples
_ Exercices
@181+ azér+...+apép+ap 1 X=0 Documents

<< 18 | 4.4
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Siap+1=0, alors aj, as,..., ap sont non tous nuls et on aurait

181+ a2 +...+apép = 0, donc la famille & = {8}, &>, ..., ép} seraitliée, ce qui est impossible, donc
Ap+1 #0.

On peut donc écrire

ap a
€1 —...— 2
Ap+1 Ap+1

-

ep,

i=-

ce qui démontre le résultat.

11 faut bien voir que si % n’est pas libre le résultat est faux. Prendre par exemple les vecteurs de R®
de I'exercice A.1.10 et choisir £ = {3, J5} et X = ;. Ceci illustre le fait que dans une famille liée
tout vecteur n’est pas nécessairement combinaison linéaire des autres.

Proposition 1.2.4. Si& = {é,é,,..., €y} est une famille libre et si X admert une décomposition de la
forme
X= A]él +/12§2 +...+Apép,

alors les coefficients (A;)1<i<p sont uniques.
Démonstration — Supposons que X admette deux décompositions :
X=Mé +Aér+...+1,€y, X=pi1é1+U2ér+...+ Upép,
alors, par différence, on a
0= —p)&+N2— )& +...+ Ay — pp)ép
ce quiimplique A; = y;, 1 =1,..., p, puisque la famille est libre.

<< 19
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1.2.2 Familles génératrices

Exercices :
Exercice A.1.13
Exercice A.1.14

Définition 1.2.3. On dit que la famille (finie) S = {X1, X, ..., Xp} est génératrice de E si les vecteurs
X1,X2,...,Xp appartiennent a E et si tout vecteur de E est combinaison linéaire de Xy, X, ..., Xp. C'est
adire:

)_51,)_52,...,55!, eE

p
Vi€Eday,...apeK, =) ai%;.
i=1

On dit qu'un espace vectoriel est de type fini s’il existe une famille génératrice de E contenant un
nombre fini de vecteurs.

Tous les espaces vectoriels ne sont pas de type fini. Par exemple si E est 'espace vectoriel des
polynomes a coefficients réels, si on définit pour tout i entier les polynémes p; par Ve R, p;(t) =
t!, une famille génératrice serait {pg, p1, p2, p3,...}. l n’existe pas dans ce cas de famille génératrice
ayant un nombre fini d’éléments.

20 | 4.4
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Proposition 1.2.5. Si £ = {é,é,,..., €y} est une famille génératrice de E et si X est un vecteur quel-

Familles
co.nque deE, alors Z U {X} est une famille génératrice de E : toute sur-famille d'une famille généra- génératrices
trice est génératrice.

La démonstration est a faire en exercice.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents

<< 21
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1.2.3 Sous-espaces vectoriels engendrés

Exercices :
Exercice A.1.15

Définition 1.2.4. Soit E un espace vectoriel sur K, soit {X1,Xy,...,X,} une famille de vecteurs ap-
partenant a E. On appelle sous-espace vectoriel engendré par la famille de vecteurs {X1,..., X},
et on noteVect < Xy,..., X, >, l'espace vectoriel défini par

XeVect< Xy,...,Xp,><—=3a1,..,. 04, €K, X=a1X1 +A2X2+... + ApXy.

Montrer en exercice que Vect < X1,..., X, > est un sous-espace vectoriel de E.

Définition 1.2.5. Dans un espace vectoriel E, une droite vectorielle est un sous-espace vectoriel
engendré par un vecteur non-nul. Un plan vectoriel est un sous-espace vectoriel engendré par une
famille libre de deux vecteurs.

Vous pouvez vérifier que les sous-espaces vectoriels

F={X€E|lx1+x2=0,x1— X2 +x3=0}et G={X € E|x1 +2x2 + x3 =0}

de I'exercice A.1.16 sont respectivement une droite et un plan vectoriels.

On remarque que F = Vect < X1,..., X, > est équivalent a {X},..., X,} est une famille génératrice de
F.

22
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1.2.4 Bases
Exercices : Exemples : Documents :
Exercice A.1.16 Exemple B.1.4 Document C.1.2

Exercice A.1.17

Définition 1.2.6. Une famille qui est libre et génératrice de E est appelée unebase de E.

Si E=R3,K =R, la famille {8, &, &3} définie par é; =(1,0,0), & = (0,1,0), és = (0,0,1) est une base
de E.

En effet, elle est libre car {A;8; + 128, + 1383 =0} = {A; = A» = A3 =0}.
Elle est génératrice car quel que soit X = (a1, a2, a3) ona X = a1€; + 26 + a3és.
On appelle cette base la base canonique de R3. Ce résultat se généralise a R”.

Proposition 1.2.6. La famille & = {é,,é>,...,é,} est une base de E si et seulement si quel que soit

n
X € E il existe des scalaires uniques A, A2, ..., A, tels que X = l; Aié;. S
On dit que tout vecteur X admet une décomposition unique sur la base &.

Exemples
Exercices
Documents
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Démonstration — Si & est une base de E alors & est une famille génératrice de E, donc, quel que

n
soit X, il existe des scalaires A1, 1, ..., A, tels que X = Z Ai€;.
i=1

De plus & est une famile libre, donc d’apres la proposition (1.2.4) la décomposition est unique.
Réciproquement : si, quel que soit X € E, il existe des scalaires uniques A1, A,,...,A; tels que X =

n
)" 1;8; alors & est génératrice de E.
i=1

On montre maintenant que & est une famille libre. On doit donc montrer

/11§1+/1252+...+Anén =6=>/11 ZAZ :"”:/1,1 =0
On sait depuis le début de ce chapitre que :

08, +08, +...+08,=0

doncsiNé + A28 +...+ 1,8, =0alorsA; =, =....= A, =0carla décomposition du vecteur 0
est unique. Ceci termine la démonstration.

Définition 1.2.7. Les coefficients de la décomposition (unique) de X sur la base &, c’est-a-dire les
(Ai)1<i<n telsque X = 118, + A282 + ...+ A, €, sont appelés les composantes (ou coordonnées) de
X sur labase &.

<< 24
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1.2.5 Existence de bases
Exercices : Documents :
Exercice A.1.18 Document C.1.3

Théoreéme 1.2.1. E est un espace vectoriel.

Si4 =1{g1,8,...,8p} est une famille génératrice de E et si £ est une famille libre telle que £ < 4,
alors il existe une base 28 de E telle que

LcBcY.
Théoréme 1.2.2. Tout espace vectoriel de type fini, différent de {0}, posséde une base.

Théoréme 1.2.3. Théoréeme de la base incompléte.

Soit E un espace vectoriel de type fini. Si £ = {é,é,,...,8,} est une famille libre de E, alors il existe
une base & de E qui vérifie £ c &.

Les démonstrations de ces théorémes se trouvent dans le document référencé. Concepts

Exemples
Exercices
Documents

25



< précédent section A

1.2.6 Dimension d’'un espace vectoriel

Exercices : Documents :
Exercice A.1.19 Document C.1.4
Exercice A.1.20 Document C.1.5

D’aprés le théoréme 1.2.2, un espace vectoriel de type fini, différent de {0}, posséde au moins une
base. On veut démontrer dans ce paragraphe que toutes les bases ont le méme nombre d’élé-
ments. Ce nombre sera alors appelé dimension de I’espace vectoriel. Nous allons démontrer ce
résultat dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.4. Dans un espace vectoriel de type fini, toutes les bases ont le méme nombre d’élé-
ments.

Ce théoreme est démontré dans le document attaché. On déduit de ce théoréeme la définition
suivante :

Définition 1.2.8. Si E est un espace vectoriel de type fini, différent de {0}, on appelle dimension de
E, et on notedim E, le nombre d'éléments d’'une base quelconque de E. Concepts

De plus, par définition, si E = {0}, sa dimension est nulle : dim ({0}) = 0.

Exemples
Exercices

{0} est le seul espace vectoriel de dimension nulle.
Documents
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Certains ensembles E peuvent étre munis d'une structure d’espace vectoriel sur R et sur C. La
dimension dépend alors du choix de K. Par exemple

Dimension d’'un

) espace vectoriel
— E =C est un espace vectoriel sur R. La famille de deux vecteurs {1, i} est une base possible
de E. En effet quel que soit le nombre complexe z il existe des scalaires réels uniques «a et
Btelsquez=ax1+PBxi.
C est donc un espace vectoriel sur R de dimension 2.
— E = C est un espace vectoriel sur C. La famille d'un seul vecteur {1} est une base possible
de E. En effet quel que soit le nombre complexe z il existe un scalaire complexe unique tel
que z=2zx 1.
C est donc un espace vectoriel sur C de dimension 1.
Proposition 1.2.7. E est un espace vectoriel de dimension n (n >0), & est une famille quelconque
de p vecteurs appartenant a E. F = {fi, f>, ..., fp}.
1. Si & est une famille libre et si p = n alors & est une base de E.
2. Si F est une famille génératrice de E et si p = n alors & est une base de E.
3. Sip > n alors F est liée.
4. Sip < n, alors & nlest pas génératrice de E.
Démonstration—
1. D’apres le théoréme 1.2.3 on peut compléter cette famille % pour obtenir une base 28 de E. Concepts
Puisque la dimension de E est n, cette base 28 a nécessairement n vecteurs. Donc & = 2.
Donc & est une base de E. Sems
Exercices
Documents
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2. Puisque n > 0, il existe au moins un vecteur X non nul dans la famille génératrice &, la
famille £ = {X} est une famille libre. On a de plus £ < & D’apres le théoreme 1.2.1, il
existe une base 4 telle que £ < & < &. Cette base 98 a nécessairement n vecteurs. Donc
F = %B.Donc & est une base de E.

3. D’apres le théoréme 1.2.3 si la famille & est libre, il existe une base 28 telle que & < %8. La
base 98 contient m vecteurs eton a n < p < m, ce qui est impossible puisque dim E = n.

Dimension d’'un
espace vectoriel

4. Puisque n > 0, il existe au moins un vecteur X non nul dans la famille génératrice &, la
famille £ = {X} est une famille libre. On a de plus £ < & D’apres le théoreme 1.2.1, il
existe une base & telle que £ c 9 c &. La base % contient m vecteurs etona m < p < n,
ce qui est impossible puisque dim E = n.

Des points 3 et 4 de la Proposition 1.2.7, on déduit :

Corollaire 1.2.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1. Si E contient une famille libre de p vecteurs, alors dim E = p.

2. Si E contient une famille génératrice de q vecteurs, alorsdim E < q.
Proposition 1.2.8. Si E est un espace vectoriel de dimension n, si F et G sont deux sous-espaces
vectoriels de E, alors

1. dim (F) = dim (E),

2. dim (F) = dim (E) < E=F, Concepts

3. dim (F + G) =dim (F) + dim (G) —dim (FN G)

4. dim (Fe G) = dim (F) + dim (G) =gl
5

R Exercices
. E=FaoG < dim (F) +dim (G) =dim (E) et FNn G = {0} Documents

<< 28 | 4.4
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6. E=Fo6G < dim (F)+dim (G) =dim (E) et E=F+G

Démonstration —

<<

1.

Si 28 une base de F, alors c’est une famille libre de F donc une famille libre de E. On peut
la compléter pour obtenir une base de E, donc dim (F) < dim (E).

Il suffit de démontrer que E est inclus dans F.

Soit n=dim E = dim F. Soit { fl, fg, o fn} une base de F, cette famille est donc libre. De plus
les vecteurs f, appartiennent a F donc a E. Cette famille libre de n vecteurs est donc une
base de E. Donc tout vecteur de E s’écrit comme une combinaison linéaire des f;, donc
appartienta F.

La démonstration est faite dans le document attaché.

4. Si F et G sont en somme directe, alors FN G = {0}, donc dim Fn G = 0, donc on obtient le

résultat en utilisant (3).
D’aprés 4,

E=F&G=dim (E) = dim F® G = dim (F) + dim (G) et Fn G = {0}.
Réciproquement, si Fn G = {0}, F et G sont en somme directe et'ona F& G c E.
Mais d’apres 4 dim (F @ G) = dim (F) + dim (G) = dim (E).
Doncd’aprés2,onaE=Fe&G
E=FoeG=dim (E) =dim (Fe G) =dim (F) +dim (G) et E=F+G
Réciproquement,

{E=F+Getdim (E) =dim (F) +dim (G)} > dim FNG=0< FNG = {0}.

On est alors ramené a la réciproque de 5.

29
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Exercices du chapitre 1

Exercices de TD
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chapitre A

A.1 Exercices du chapitre 1

A.1.1  Chl-Exercicel . .. ... ... ... ... ... .....
A.1.2 Chl-Exercice2 . ... .. ... . e,
A.1.3 Chl-Exercice3 . ... ... ... ... ...
A.l.4 Chl-Exercice4 . ... . . . . . ..
A.1.5 Chl-Exercice5 . ... ... ... ... ...,
A.1.6  Chl-Exercice6 . . ... ... ... . ...,
A.1.7 Chl-Exercice7 . ... ... ... ...
A.1.8 Chl-Exercice8 . ... ... ... ... .. ... ........
A1.9 Chl-Exercice9 . ... ... . ... .. . ...
A.1.10 Chl-Exercicel0 . ... ... ... ... ... ... ....
A.1.11 Chl-Exercice 11 . ... ... ... ... ...
A.1.12 Chl-Exercicel2 . ... ... ... ... ...,
A.1.13 Chl-Exercicel3 . .. ... ... ...
A.1.14 Chl-Exerciceld ... .. ... .. . ...
A.1.15 Chl-Exercicel5 . ... ... .. . ...,
A.1.16 Chl-Exercicel6 . ... ... ... ... ...
A.1.17 Chl-Exercice17 . . . . . . . . . . i
A.1.18 Chl-Exercicel8 ... ... ... ... ... .. .. ......
A.1.19 Chl-Exercicel9 . ... ... ... . ... ...
A.1.20 Chl-Exercice20 . ... ... ... .. ...,
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Exercice A.1.1 Chl-Exercice 1
N, Z,Q représentent les ensembles des nombres entiers naturels, entiers relatifs, rationnels, + et

x sont 'addition et la multiplication.
(N, +), (N, %), (Z, %), (Z,-), (@Q, %), (@F, x),(Q*, x) ont-ils des structures de groupe?

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.2 Ch1-Exercice 2

Soit 22, est 'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n. Montrer
que (22, +) est un groupe commutatif. Qu’en est-il pour (22, x) ?

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.3 Ch1-Exercice 3

Dans chacun des cas suivants dire si E est un espace vectoriel sur K (les lois sont I’addition et le
produit par un scalaire) :

1.

K=R, E est 'ensemble des fonctions réelles, continues, positives ou nulles.

. K=R, E est’ensemble des fonctions réelles, continues.

. K=R, E est 'ensemble des fonctions réelles vérifiant xlim fx)=0.
—00

K=R, E est 'ensemble des éléments (x7, x2, x3) de R? solutions du systéme
2X1—Xp+x3 =0
X1 —4x,+7x3 =0
X1 +3x,—6x3 =0
K=R, E est'ensemble des réels solutions de I’équation cos x = 0
K=R, E est'ensemble des fonctions réelles continues vérifiant f (%) =0.

K=R, E est'ensemble des fonctions réelles continues vérifiant f (%) =1.

K=R, E est'ensemble des fonctions réelles impaires.

34
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

< précédent section A suivant »

K=R, E est'ensemble des fonctions réelles paires. Exercice A.1.3

. ) . Ch1-Exercice 3
K=R, E est'’ensemble des fonctions continues sur [a, b], vérifiant

b
f(a)=f Bfdr.

K=R, E est 'ensemble des fonctions continues sur [a, b], vérifiant

b
f(a)=f tf3(t)dt.

K=R, E est!’ensemble des polyndmes réels de degré exactement n.

K=R, E est '’ensemble des polyndmes ne comportant pas de terme de degré sept.
K=R, E est 'ensemble des fonctions réelles dérivables vérifiant f'+ f = 0.

K=R, E est 'ensemble des primitives de la fonction xe* sur R.

K=C, E est'ensemble des nombres complexes d’argument 7 + k7, (k € Z).

Concepts

retour au cours
Exemples

Solution Exercices

<<

Documents
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Exercice A.1.4 Ch1-Exercice 4

Les ensembles E de l'exercice A.1.3 sont-ils des sous-espaces vectoriels? Si oui de quel espace
vectoriel ?

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.5 Ch1-Exercice 5
Montrer que :

— E et {0} sont des sous-espaces vectoriels de E.
— Tous les sous-espaces vectoriels contiennent {6}.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.6 Ch1-Exercice 6

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E dans les cas suivants :
1. F:ensemble des suites convergentes, E : ensemble des suites réelles.
2. F=%1[0,1] ensemble des fonctions continiiment différentiables sur [0, 1], E = €°[0, 1].
3. Festl'ensemble des X € R" de la forme :
X =(x1,X2,...,%,0,0,...,0),p<n, E=R".

Onremarque que F peut étre identifié & R” par la bijection suivante : a tout X € F on associe
le vecteur y € R” par:

X=(x1,%2,...,%p,0,0,...,0), y = (x1, X2, ..., Xp).

4. F={ye€ E/y = 1.X,A € K}, ol X est un vecteur non-nul de E (F est dit droite vectorielle
engendrée par X).
retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Exercice A.1.7 Ch1-Exercice 7
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E. Montrer que I'ensemble H

défini par
H={Xe€E|X=7+7Z,y€FZec G} estun sous-espace vectoriel de E. H est noté F + G.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.8 Ch1-Exercice 8

Montrer que F+ F =F.

Solution

<« précédent section A

retour au cours
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Exercice A.1.9 Ch1-Exercice 9

1. F estla droite vectorielle de R? engendrée par (1,0), G est la droite vectorielle de R? engen-
drée par (0, 1).
— A-t-on une somme directe?
— F et G sont-ils supplémentaires dans R??
2. F estla droite vectorielle de R? engendrée par (1,1), G est la droite vectorielle de R? engen-
drée par (0,1).
— Montrer que F et G sont en somme directe. On note H = F& G.
— Pour chaque élément X = (x1, x2) de H donner sa décomposition unique sur F et G,
c’est-a-dire trouver le couple ye FZe Gtel que X = y + Z.
— F et G sont-ils supplémentaires dans R??

retour au cours

Solution
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.10 Ch1-Exercice 10

1. On se place dans R? et on définit les vecteurs
171 = (1’ 1)) 52 = (0) 1)’ 1-)3 = (2)2)) 54 = (1)0)’ 1-)5 = (2)3)-
Pour chacune des familles suivantes dire si elle est liée ou libre :

{i;l’ ﬁz}’ {l_;]’ 173}» {ﬁl) 175}) {vly i;l}) {l_;l’ i;2’ 33}’ {l_;]’ 172’ 175}~

2. On se place dans R? et on définit les vecteurs
w1 =(1,1,1), w2 =(1,0,0),w3 = (1,1,0), t4 = (0,0,1), w5 = (2,2,0).
Pour chacune des familles suivantes dire si elle est liée ou libre :

{i0n, Ws}, {T2, Ws}, {03, Ws}, {104, Ws}, {10, We, W3}, {0, W3, Wa}, {i0s, W3, W1}, (i1, Wo, W3, Wa}.

3. Dans un espace vectoriel quelconque montrer que deux vecteurs non nuls sont indépen-
dants si et seulement si ils ne sont pas colinéaires. Donner un exemple prouvant que ce
résultat est faux pour trois vecteurs.

retour au cours Concepts

Solution

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.11 Chl-Exercice 11

Montrer les propriétés suivantes :

1. S={%} estliée si et seulement si % = 0.
2. Une famille de 2 vecteurs ou plus est liée si et seulement si un (au moins) des vecteurs de
la famille est combinaison linéaire des autres.
3. Si deux vecteurs d'une famille S = {7y, U3,..., Up} sont égaux (par exemple U1 = 1) alors la
famille S est liée.
4. Sil'un quelconque des vecteurs de S est le vecteur nul, alors S est liée.
5. Si S = {11, U»,..., Up} est liée et si U est un vecteur quelconque de E, alors Su {7} est liée.
Autrement dit, toute sur-famille d'une famille liée est liée.
6. Si S = {Vy, Uo,..., Up} est libre, la famille {Vy,...,Up} est libre. Autrement dit, toute sous-
famille d’'une famille libre est libre.
retour au cours
Solution Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.12 Ch1-Exercice 12

On se place dans R? et on définit les vecteurs
I/-Dl = (lr 1’ 1)) I/-DZ = (I’O’O)r I/-D?) = (1’ 1)0)’ I/-D4 = (0’0) 1)~

1. Trouver la décomposition unique du vecteur X = (x1, X2, x3) sous la forme
X= /111/_[/1 +/12L_l72+/1311/3.

2. Trouver pour ce méme vecteur deux décompositions sous la forme
X= Aﬂfll +Azw2+/13L_D3+/14L_D4.

retour au cours

Solution
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Exercice A.1.13 Ch1-Exercice 13

1. On se place dans R? et on définit les vecteurs
171 = (1’ 1)) 52 = (0) 1)’ 1-)3 = (2)2)) §4 = (1,0), ﬁ5 = (2’3)'
Pour chacune des familles suivantes dire si elle est génératrice :

{i;l’ ﬁz}’ {l_;]’ 173}» {ﬁl) 175}) {vly i;l}) {l_;l’ i;2’ 33}’ {l_;]’ 172’ 175}~

2. On se place dans R? et on définit les vecteurs
w1 =(1,1,1), w2 =(1,0,0),w3 = (1,1,0),4 = (0,0, 1), w5 = (2,2,0).
Pour chacune des familles suivantes dire si elle est génératrice :

{i0n, Ws}, {TD2, Ws}, {03, Ws}, {104, Ws}, {10, We, W3}, {0, W3, Wa}, {i0s, W3, W1}, {1, Wo, W3, Wa}.

3. On se place dans R3 et on définit F = {¥ = (x1, X2, X3) € R3|2x; + X2 + 3x3 = 0}. Montrer que F
est un sous-espace vectoriel de R® et déterminer une famille génératrice de F.

retour au cours
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Solution
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Exercice A.1.14 Ch1-Exercice 14

Montrer la propriété suivante : Si ¢ est une famille génératrice d'un espace vectoriel E et si X est
un vecteur quelconque de E, alors ¢ U {X} est encore une famille génératrice de E.

retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.1.15 Chl-Exercice 15

Montrer que vect < 7y, ..., U, > est un sous-espace vectoriel de E.

retour au cours
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Exercice A.1.16 Ch1-Exercice 16

1. On se place dans R? et on définit les vecteurs
171 = (1’ 1)) 52 = (0) 1)’ 1-)3 = (2)2)) 54 = (1)0)’ I-)5 = (2)3)-
Les familles suivantes sont-elles des bases de R? :

{i;l’ ﬁz}’ {l_;]’ 173}» {ﬁl) 175}) {vly i;l}) {l_;l’ i;2’ 53}’ {l_;]’ 172’ 175}~

2. On se place dans R3 et on définit les vecteurs
w1 =(1,1,1), W =(1,0,0), w3 = (1,1,0), w4 = (0,0,1), w5 = (2,2,0).
Les familles suivantes sont-elles des bases de R3 :

{i0n, Ws}, {TD2, Ws}, {03, Ws}, {104, Ws}, {10, We, W3}, {0, W3, Wa}, {i0s, W3, W}, {01, Wo, W3, Wa}.

3. On se place dans R3 et on définit F = {¥ = (x1, X2, X3) € R3|2x; + X2 + 3x3 = 0}. Déterminer
une base de F.

retour au cours
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Solution
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Documents
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Exercice A.1.17 Ch1-Exercice 17

Soit E un espace vectoriel, & = {€}, é,, &3} une base de E et (x1, x2, x3) les composantes du vecteur
Xsuré.
1. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E?

— F={X€E|lx =1}

— F={X€E|x; +x; =0}

= F={)?€E|X1+X2 =0,x1—xp =1}

— F= {f€E|X1 +x=0,x1—x2=0,x1 +2x2 +3x3 =0}

— F= {f€E|xl +X2+x3=0,x1+2x2+3x3=0,x; —x3 =0}

— FZ{._?EEE|X1 +x2=0,x1 —x2 +x3 =0}

= F={5c’€E|x1 +2xy + x3 = 0}

2. Lorsque F est un sous-espace vectoriel déterminer une base de F.

retour au cours

Solution

Concepts
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Exercice A.1.18 Ch1-Exercice 18

1. Dans R3 on définit les vecteurs
w =@1,1,1), w, =(1,0,0), i3 = (0,1,1), 4 = (0,0,1),
la famille ¢ = {iin, @Dy, i3, 104} est génératrice, la famille £ = {ii,} est libre. Déterminer une
base %8 telleque £ c B 4.

2. Dans R® on définit les vecteurs i, = (1,1,-1), i» = (1,1,1), i3 = (2,2,3). Montrer que la

famille {i0;, iy, W3} est liée et que la famille £ = {ii;, iD»} est libre. Déterminer une base &
de R telle que £ c &.

retour au cours

Solution

Concepts
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Exercice A.1.19 Ch1-Exercice 19

Quelles sont les dimensions des espaces vectoriels sur R : R", 22, ?

retour au cours
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Exercice A.1.20 Ch1-Exercice 20

Reprendre les exercices A.1.10, A.1.13, A.1.15 et essayer de répondre plus rapidement a certaines
questions en utilisant la notion de dimension.

retour au cours
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A.2 Exercices de TD
A.2.1 TDI-Exercicel:
A.2.2 TDI-Exercice2:
A.2.3 TDI-Exercice 3:
A.2.4 TDI-Exercice4:
A.2.5 TDI-Exercice5:
A.2.6 TDI1-Exercice6:
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Exercice A.2.1 TD1-Exercice 1 : permutations

On appelle permutation une application bijective de {1,2,..., n} dans lui-méme. Montrez que 'en-
semble des permutations de {1,2,3} est un groupe non commutatif pour la composition (si u et v
sont des permutations, on note uo v(x) = u(v(x))). Ecrire la table de la loi.

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.2 TD1-Exercice 2 : vérification de la définition d’espace vectoriel

1. On munit R? des lois définies par :
@) (1, x2)+ (1, y2) = (1 +y1,x2+y2) et (i) A.(x1, x2) = (Ax,0) (A €R).

Obtient-on ainsi un espace vectoriel ?

2. Méme question si on remplace (ii) par (ii)’ A.(x1, x2) = (Ax1, x2) (A €R).

Question1  Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice A.2.3 TD1-Exercice 3 : sous-espaces vectoriels de R3

Le sous-ensemble F de R? est-il un sous-espace vectoriel de R3? Répondre a cette question dans

les cas suivants :

1. F = {(xl,xz,xg) eR3

SUNNC I U CORNTD

Question 1
Question 2
Question 3
Question 4
Question 5
Question 6
Question 7

Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1

Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2

{

F = {(xl,xg,xg) ER?’ | xf+x1—x2 20}.

< précédent

X1+x2—x3 =0
2x1+3x2+x3 =0

F3={(x1,%2,x3) ER® | x1 + x2 + x3 =0}.
Fy={(x1,%2,%3) €R® | x1 + X2 + X3 = 0}.
Fs={(x1,%2,x3) €R® || x1 =] x2 | }.
Fo = {(x1,%2,x3) €R3 | x1x2x3 = 0}.

Fr={(x1,%2,x3) €R® | x1 = xp = x3 }.

Aide 3
Aide 3 Aide 4
Aide 3
Aide 3 Aide 4
Aide 3 Aide 4
Aide 3 Aide 4
Aide 3

56

)

section A

suivant »

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent

section A suivant »

Exercice A.2.4 TD1-Exercice 4 : sous-espaces vectoriels fonctionnels

Soit & l'espace vectoriel des fonctions numériques de la variable ¢ définies sur l'intervalle I =
10,2[. Le sous-ensemble /# de & est-il un sous-espace vectoriel de & dans les cas suivants:

1. A estl’ensemble des applications de & s’annulant pour ¢ = 1.

. 46 estl'ensemble des applications de & prenant la valeur 1 pour ¢ = 1.

2
3. A3 estl’ensemble des applications de & admettant une limite (a droite) finie en 0.
4

. J¢, est 'ensemble des applications de & qui tendent vers 'infini quand ¢ tend vers 0 par
valeurs supérieures.

5. 5 estl’ensemble des applications de & continues en ¢ = 1.

6. S estl’ensemble des applications de & croissantes sur ]0, 2[.

7. S estl’'ensemble des applications de & monotones sur ]0, 2[.

Question 1
Question 2
Question 3
Question 4
Question 5
Question 6
Question 7

Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1

Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2

Aide 3
Aide 3 Aide 4
Aide 3
Aide 3
Aide 3
Aide 3
Aide 3 Aide 4

57

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

Exercice A.2.5 TD1-Exercice 5 : union de sous-espaces vectoriels

F et G étant des sous-espaces vectoriels de E, montrer I'équivalence suivante :
F U G est un sous-espace vectoriel si et seulement si F est contenu dans G ou G est contenu dans
F.

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
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Exercice A.2.6 TD1-Exercice 6 : somme de sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel et & 'ensemble de ses sous-espaces vectoriels.
On définit sur & laloi + : A Be&, A¥B={X=d+bldec A DbeB}.

1. Montrez que A+ B est un sous-espace vectoriel de E, et que c’est le plus petit s.e.v. (au sens
de lI'inclusion) contenant A et B.

2. Montrez que laloi + de & est une loi de composition interne.
Etudiez ses propriétés : associativité, commutativité, élément neutre, symétrique (ou op-
posé), élément idempotent (X est idempotent pour la loi “o” si Xo X = X).

3. Montrez que A+(BnNC) c (A+B) N (A+C). Y a-t-il distributivité de + sur n?

Par la suite, + et ¥ seront notées classiquement +. Evitez les confusions!

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
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Exercice A.2.7 TD1-Exercice 7 : espaces vectoriels des fonctions paires et impaires

Soit & l'espace vectoriel des fonctions numériques définies sur l'intervalle I = [-a, al, (a > 0
donné).

1. Montrez que '’ensemble &2 des fonctions paires définies sur I est un sous-espace vectoriel
de &.

Méme question pour 'ensemble .# des fonctions impaires sur 1.
2. Déterminez ¥ NP
3. Montrez que ¥ + & = % (quel est ce “+”?).
4. Montrez que & = ¥ & 2.

Question1  Aide 1 Aide 2
Question2 Aide 1 Aide 2
Question3 Aide 1 Aide 2
Question 4  Aide 1
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Exercice A.2.8 TD1-Exercice 8 : familles libres de deux vecteurs

Soit E un espace vectoriel réel, soit 7; et U, deux vecteurs de E linéairement indépendants. Les
vecteurs i) = 271 + U et il = U1 + 2V, sont-ils linéairement indépendants?
Méme question avec i, =37, — a U, et i, = U; + U» (discuter suivant les valeurs du réel a) ?

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.9 TD1-Exercice 9 : base et supplémentaire dans R?

Soit F et G les deux sous-ensembles de R? définis par :
F= {(xl,JCg) E[Rz |2x1 + X2 =0}, G= {(xl,xz) ERZ | X1 — X2 =0}.

1. Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R? et en donner une base.
2. Montrer que R?> = F& G.

3. Méme question avec :
F={(x1,%2) €R? | x; —2x, =0}, G={(x1,%2) €ER? | 3x; +2x, =0}

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question 3  Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.10 TD1-Exercice 10 : famille libre, génératrice, sous-espace de R3

1. Soitla famille & = {7}, U, U3} < R3 o1
U1 =(1,0,-1), ¥ = (-1,2,1) et U3 = (3,—4,-3).
Z est-elle libre?
Existe-t-il une relation linéaire entre les vecteurs vy, Up, U3?
Z est-elle génératrice de R3?
Soit F le sous-espace engendré par &, donner une base de F.

2. Mémes questions avec & la famille de vecteurs définis par
1_;1 = (1;0:_1)» 172 = (_1)2) 1) et 173 = (0»2;2)

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice A.2.11 TD1-Exercice 11 : bases de sous-espaces de R® (cf. ex. 3)

Reprendre les sous-ensembles de I'exercice A.2.3. Lorsque ce sont des sous-espaces vectoriels, en
déterminer une base.

Aide 1 Aide 2 Aide 3

Concepts

Exemples
Exercices
Documents

64



< précédent section A suivant »

Exercice A.2.12 TD1-Exercice 12 : espace de polyndmes, base de Newton
Soit E I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a 3. On définit les polynomes
VIER, po(1) =1, p1() =t, p2() = t(t— 1), ps(t) = t(t - 1) (£ —2).

1. Montrer qu’ils forment une base de E.

2. Quelles sont, en fonction de a, b, c, d, les coordonnées dans cette base d'un polynéme p de
E défini par p(t) = at> + bt +ct+d.

Question 1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice A.2.13 TD1-Exercice 13 : espaces vectoriels C et C3

1. (a) Soit C considéré comme un C-espace vectoriel, est-ce que la famille de vecteurs {1, i}
est libre ? Est-ce que cette famille est génératrice?

(b) Mémes questions quand C est considéré comme un R-espace vectoriel ?

2. (a) On définit les vecteurs (1,,0), (0,1,),(i,0,1) de C3. On veut que cette famille soit une
base. Faut-il considérer C* comme un C-espace vectoriel ou R-espace vectoriel

(b) Exprimer alors les coordonnées du vecteur (1,1, 1) dans cette base.

Question 1a Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question 1b Aide 1 Aide 2 Aide 3
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
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Exercice A.2.14 TD1-Exercice 14 : intersection, somme de sev dans R3

Soit F et G les sous-espaces vectoriels de R® engendrés respectivement par

(Fi ) € (0,-1,1),1, 1, 1) et (81, 82) < (A,-1,1),(1,—-1,-1)).

Trouvez une base et la dimensionde F, G, FnGet F + G.

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.15 TD1-Exercice 15 : changement de base bidiagonal

Soit {é,, é,,...,€,} une base d'un espace vectoriel E.
Soient fi = é; + &, fo = é) + €3, cerr fi = ér+8ky1, v fn= én.
Montrez que {fi, f2,..., fn} est aussi une base de E.

Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.16 TD1-Exercice 16 : plans vectoriels engendrés par 3 vecteurs

Soit 71, U, U3 trois vecteurs d’un espace vectoriel E.

Montrer que si Vect < 7, U, >= Vect < 7, U'3 >, alors les 3 vecteurs 7y, U, U3 sont liés.

La réciproque est-elle exacte? Justifier la réponse.

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.17 TD1-Exercice 17 : famille de polynomes de degrés ou valuations distincts

1. Montrer qu'une famille de polynémes non nuls, de degrés tous distincts est une famille
libre.

2. Montrer qu'une famille de polynémes non nuls, de valuations toutes distinctes est une
famille libre.

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.18 TD1-Exercice 18 : construction de supplémentaire

1. Soit F le sous-ensemble de R? défini par: F = {(xl, X2,%3) ER3 | x1 = 39 = x3 } Déterminer
un supplémentaire G de F dans R3

2. Plus généralement, soit E un espace vectoriel de dimension 7, soit F un sous-espace vec-
toriel de E dont on connait une base {éi,..., é,}. Comment peut-on construire un supplé-
mentaire de F?

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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Exercice A.2.19 TD1-Exercice 19 : dimension de la somme de 2 sous espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit A et B deux sous-espaces vectoriels de E.
1. On suppose que An B = {0}. Soit {d, ..., dp} une base de A et {by,..., Eq} une base de B.

< précédent section A

(a) Montrez que {dj,...,dp} U {Bl, s l;q} est une base de A® B.
(b) En déduire que dim (A® B) =dim A+ dim B.
2. On ne suppose plus que AN B = {0}.

On appelle H un supplémentaire dans Ade AnB (i.e. A= H& AnB).

(a) Montrez que An B est bien un sous-espace vectoriel de E.
(b) Montrezque HNB = {0}.

(c) Montrezque A+B=H+B.

(d) Déduisezde A=He® AnBetde A+ B=H@® B que

Question 1a
Question 1b
Question 2a
Question 2b
Question 2¢
Question 2d

Aide 1 Aide 2
Aide 1
Aide 1
Aide 1 Aide 2
Aide 1 Aide 2
Aide 1 Aide 2

dim (A+ B) =dim A+ dim B —dim (An B).
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Exemple B.1.1 Groupe des rotations du plan

Lensemble des rotations pg dans le plan (de centre O, d’angle 8 compris entre —7 et 7) est un
groupe commutatif pour la loi (o) de composition des applications :

p91 0‘092 = P92 0991 (: 991+92)-

Vous vérifierez que la composition est associative, que po = Id est I’élément neutre et que p_g est
le symétrique de pg.

retour au cours
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Exemple B.1.2 Espaces vectoriels complexes, fonctions continues

1. C estun espace vectoriel sur R, si on le munit de ’addition comme loi interne et du produit
d’'un nombre réel par un nombre complexe comme loi externe. En effet, si I'on note a +
ib, a,b € R, un nombre complexe, alors C est un groupe commutatif pour I'addition des
nombres complexes avec 0+i0 comme élément neutre et —a—ib1'opposé de a+ib. Il suffit
alors de vérifier les quatre propriétés de la loi externe. Par exemple la premiere donne :

Aw).(a+ib) =Apa+iilub et A.(u.(a+ib))=A.(ua+iub) =Aua+iiub.

2. Cestun espace vectoriel sur C, si on le munit de 'addition comme loi interne et du produit
d’'un nombre complexe par un nombre complexe comme loi externe.

3. L'ensemble des suites a valeur dans C muni de ’addition et du produit par un complexe est
un espace vectoriel sur C.

4. L'ensemble €°[0,1] des fonctions réelles continues sur [0, 1] muni de ’addition et du pro-
duit par un réel est un espace vectoriel sur R.

Concepts
retour au cours
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Exemple B.1.3 Sous-espace de polynomes
275 est un sous-espace vectoriel de &y, puisque 275 est un sous-ensemble de 2y, que &5 est un
espace vectoriel avec les mémes lois que & et que &5 est stable par ces lois “+” et “.”.

De facon plus générale, 'ensemble &2, (m < k) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel
des polyndmes Z#y..

retour au cours
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Exemple B.1.4 Base canonique de K", base des monomes sur &3

1. Sil’on considére K" comme un espace vectoriel sur K, si on définit :
é = (1,0,...,0), é&; =(0,1,0,...,0),...,é,=(0,0,...,0,1),
on pourrait montrer de maniere générale que la famille {é, é,, ..., é,} est une base de K"
(sil’on se souvient que 1 est 'élément unité et 0 I’élément neutre de K).

2. Dans I'espace vectoriel des polynomes 273 de degré < 3, les vecteurs sont des polyndmes

et ne seront donc pas notés avec des fleches. On va utiliser la notation classique (vue en
MT21) des mondmes 1, X, X?,... On rappelle que 1 est le (vecteur) polyndme constant qui
a tout ¢ associe 1, X est le polynome qui a tout ¢ associe ¢, X? est le polynéme qui a tout ¢
associe 12, ...
Alors {1, X, X?, X3} est une base de 2%;. En effet, la famille est libre car soit Ao, ..., A3 tels que
lonalyg+A; X+ X%+13X3 =0, alors cette égalité représente un polyndéme nul, donc tous
ses coefficients sont nuls, soit 1o = A; = A, = 13 = 0. De méme, un polynéme quelconque
de 2 s’écrit naturellement comme une combinaison linéaire de {1, X, X2, X%}, qui estdonc
génératrice. Cette base est appelée base canonique de &75.
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Document C.1.1 Anneaux et corps

Définition C.1.1. On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de composition interne
notées, en général "+ " et "x " telles que

— (i) (A, 4) constitue un groupe commudtatif,

— (ii) la loi x est associative,

— (iii) la loi x est distributive par rapport a U'addition :

Vx,y,z€ Aonaxx (y+z) = (xx ))+(x x z) et (x+y) x 2= (x x 2)+(y x 2).
— (@iv) la loi x admet un élément neutre.

Pour que (4, x) soit un groupe il faudrait que tout élément admette un inverse pour la loi x (ceci
sera (presque) vrai pour un corps). Lensemble (Z, +, x), 'ensemble des polynémes (R(X), +, x)
ont une structure d’anneau. Par ailleurs on dit que ’anneau est commutatif si la deuxieme loi,
c’est-a-dire x, est commutative (on verra par la suite que '’ensemble des matrices carrées consti-
tue un exemple d’anneau non commutatif).

Définition C.1.2. On appelle corps commutatif un ensemble K qui, muni de deux lois de compo-
sition interne, constitue un anneau commutatif (K, I, x) et qui possede la propriété suivante : si on
note e l'élément neutre de la loi +, alors tout élément de K, sauf précisément e, admet un inverse
pour la loi x.

Les exemples classiques de corps sont : (Q, +, x), (R, +, x), (C,+, x) et le corps des fractions ra-
tionnelles a coefficients réels, noté souvent R[X]. Ces exemples correspondent tous a des corps
commutatifs.

81 | 4.4
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Dans ce cours K désigne R ou C. On peut donner une définition plus générale d’espace vectoriel
o1 K est un corps quelconque.

retour au cours

<< 82

Document C.1.1
Anneaux et corps

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< précédent section A suivant »

Document C.1.2 Propriétés caractéristiques des bases

Définition C.1.3. & = {é},éy,...,é,} une famille génératrice de E est dite génératrice minimale si
pour tout k la famille & \ é; (& a laquelle on a enlevé é;.) n'est plus génératrice.

Théoreme C.1.1. Soit& ={é1,éy,...,&,} une famille d’éléments de E. Alors les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) & est une base,

(ii) & est une famille génératrice minimale,

Démonstration du théoreme C.1.1

(i) = (i) - Comme & est une base elle est génératrice. On raisonne par ’absurde : supposons
qu’elle ne soit pas minimale, cela veut dire qu’il existe k tel que la famille & \ é;. est encore géné-
ratrice. Ceci implique que & est combinaison linéaire des autres éléments de & ce qui contredit
le fait que & soit libre.

(ii) = (i) - Si & est une famille génératrice minimale, pour qu’elle soit une base il suffit de montrer
qu’elle est libre. On raisonne encore par I’absurde, si elle n’était pas libre I'un des élements, soit
é; serait combinaison linéaire des autres, on aurait donc

1 Er=) ;&

ik Concepts
Soit alors X un élément quelconque de E, comme & est génératrice, il admet une décomposition
) X=818+88+...+Enép Exemples
soit en utilisant (1) Exercices
Documents
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=) Ei+ailpé,
i#k
ce qui montre que & \ € est encore génératrice donc & n’est pas minimale.

Définition C.1.4. & = {&},&»,...,é,} une famille libre de E est dite libre maximale si pour tout x € E
la famille {é,, é>,...,é,,X} est liée

Théoreme C.1.2. Soit& ={é1,éy,...,&,} une famille d’éléments de E. Alors les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) & est une base,

(ii) & est une famille libre maximale

Démonstration du théoreme C.1.2

(i) = (ii) - Soit X ¢ &, alors, comme & est une base, X est combinaison linéaire des éléments de & et
donc la famille {&;, &>, ..., é,, X} est liée ce qui montre qu’on ne peut pas adjoindre a & un élément
de facon a obtenir encore une famille libre.

Réciproque (ii) = (i). Pour tout X € E, la famille {€}, €5, ..., é,, X} est donc liée et comme & est libre,
il résulte de la proposition 1.2.3 que X est combinaison linéaire des éléments de & ce qui montre
que & est génératrice.

retour au cours
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Document C.1.3 Démonstration du théoreme de la base incompléete

Démonstration du théoréeme 1.2.1
Considérons toutes les familles libres & de E telles que

LcEcY.
I en existe au moins une, par exemple Z, et il y en a un nombre fini puisque ¥ est une famille
finie. Parmi ce nombre fini de familles, il en existe au moins une qui ne soit incluse dans aucune
des autres. Soit 28 cette famille. Cela veut dire que pour tout k tel que gy ¢ 98 alors B U gj est liée.
Cela implique (on utilise encore la proposition 1.2.3) que tout élément de ¢ qui n’appartient pas
a & est combinaison linéaire des éléments de 48. Cela veut dire a fortiori que tout élément de ¢
est combinaison linéaire des éléments de %8, comme ¥ est génératrice cela entraine que 28 est
également génératrice, donc c’est une base.

Démonstration du théoreme 1.2.2

Si E est de type fini il existe une famille génératrice ¢ = {g1, 2,..., §p}. Lun au moins des g; est
non nul puisque E est différent de {0} donc £ = {g;} est une famille libre. On applique alors le
théoreme 1.2.1 et on obtient le résultat.

Démonstration du théoreme 1.2.3

Comme E est de type fini il admet une famille génératrice ¥ et, a fortiori, la famille ¢’ = 4 U £ est
génératrice. On applique alors le théoréme 1.2.1 2 £ et ¥4'.

retour au cours
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Document C.1.4 Démonstration du théoreme de la dimension

Pour démontrer le théoreme 1.2.4 nous allons commencer par un résultat "technique”, qui est
une étape incontournable pour aboutir au résultat principal.

Proposition C.1.1. Soient % = {Xy,X2,...,Xp} p vecteursdeE et% = {j1,yo,...,Jp+1} p+1 vecteurs
obtenus par combinaison linéaire des éléments de & . Alors la famille % est liée.

Démonstration.— On peut tout d’abord remarquer que si un des vecteurs y; est nul la famille %
est liée. On va donc démontrer ce résultat dans le cas ou tous les vecteurs y; sont non nuls. La
démonstration se fait par récurrence sur p = card(%).
- Pour p =1 la proposition est évidente puisqu’'on a

Ni=arx ety =azx
avec a1, a2 non nuls puisque les y; sont non nuls. D’ol1

a2y1—a1y2=0
ce qui montre que {j1, J»} est liée.
- Supposons la propriété vraie pour p —1 vecteurs {X1, Xp,..., X,_1} et montrons la pour p vecteurs.
Pour tout y; € % on peut écrire
3) yj=2j+6¥j55p,j=1,2,...,p+1, Concepts
ou Z; est combinaison linéaire de {X1, X2,..., Xp-1}.

« Si tous les scalaires « ; sont nuls alors, d’apres I'hypothese de récurrence, les y; sont liés car

il t binai linéaires d 1 t Exemples
ils sont combinaisons linéaires de p — 1 vecteurs. Exorcices
« Sinon soit k tel que a # 0, alors on peut écrire Documents
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Vk—2Z2
Xp= i Document C.1.4
(0473 2 9
) tant d 1 ‘ . 3) btient Démonstration
et en reportan ans es autres équations (3) on obtien P
p 9 du théoreme de
4) yj—z]+—(y;C Z),j=12,....k—1,k+1,...,p+1. la dimension
a:
Les relations (4) montrent que ’ensemble des vecteurs {y; — — Vi) i-x constitue un systeme de
I i#
p vecteurs combinaisons de {X1, X»,...,X,_1}, il est donc lié¢ par hypothése de récurrence. 1l en
résulte une relation de dépendance linéaire entre tous les vecteurs de %'.
Démonstration du théoréeme 1.2.4
Comme E est de type fini il admet une base. Soient % et 8’ deux bases dont on note, respec-
tivement, n et n' le nombre d’éléments. Supposons que n + 1 < n’ alors on peut, en particulier,
exprimer n + 1 éléments de 98’ en fonction des n éléments de 28 et donc, d’apres la proposition
précédente, &’ est liée, ce qui est impossible. En échangeant les roles de 9 et %’ dans ce qui
précede, on montre que I’on ne peut pas avoir non plus n’' + 1 < netdonc n=n'.
retour au cours
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Document C.1.5 Dimension d’'une somme de sous-espaces vectoriels

On pose r = dim (FN G), p = dim (F) et g = dim (G). Nous allons montrer que dim (F + G) =
p+q-—r.

Soit {é;, é,,..., é,} une base de I’espace vectoriel F N G, par le théoreme de la base incompléte, on
obtient respectivement deux bases de F et de G (car F N G est a la fois un sous-espace vectoriel de
F et de G) qu'on désigne par {é,&,...,ér,&r41,...,€p} €t {€1,82,...,&r, Ury1,..., Ugh. Il suffit main-
tenant de montrer que la famille S = {&;, é>,...,&;,&11,...,€p, Ur11,..., Ug} estune base de I'espace
vectoriel F + G. En effet, pour tout X € F + G, il existe X € F et X» € G| X = X1 + X2 avec

551 = 61151 P ooo TP apép

552 = bléi +...+b,5r +l’)r+1 l/,:_l P 600 TF bqqu

Par conséquent, X = (a + b1)ey +...+ (ar + by)eér + arr1er1 +...+ apep + bry1 Vi +...+ by Uy
Ce qui montre que la famille S est génératrice de 'espace F + G.

Il reste a montrer que S est une famille libre.

Supposons que

@€ +...+arér +arp1ery1+. +Apep+ Pri1Vii +. + Py =0 (C.1.1)

et montrons que a; =0 et §; =0.

Or,q1e1+...+a,é, € FnG

Ary1€r41+...+apep€F

Et vy +...+BgUg€G

Donc, d'apres C.1.1, B;+1Vr41 +... + B4V, € F et par conséquent c’est un élément de FN G. D’ou
I'existence de scalaires c;| fr11Vr41+...+ BgUg =161 +... + crér

Ce qui implique que (a1 +c¢1)é) +...+ (@, + )€ + arr1er31 +...+apép =0etdonc ay4; =... =
ap,=0
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Del'équation C.1.1, on déduitque a1 =...=a, =0et fr41=...= 45 =0

retour au cours
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Solution de I'exercice A.1.1

(N, +), (N, %), (Z, x) : non car pas de symétrique.
(Z,-) : non car — pas associative.

(@, %), (@", x) : non car 0 n"a pas de symétrique.
Mais (Q*, x) oui.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.2

(2%, +) est un groupe car la loi est de composition interne, associative, le polyndme nul est élément neutre, (—p) est le
polyndéme symétrique de p.
(27, x) n'est pas un groupe car la loi n’est pas de composition interne.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.3

Voir le corrigé avec |'exercice A.1.4.

Retour a I'exercice a
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2 N e o

10.
. non, + n'est pas une loi de composition interne, par exemple (f + g)3 # 3 + g°.
12.
13.
14.
15.
16.

Solution de I'exercice A.1.4

non,sileR™, Af ¢ E.
oui, sous-espace vectoriel de I'ensemble des fonctions réelles.

oui, sous-espace vectoriel de I'’ensemble des fonctions réelles.

10 13

oui, sous-espace vectoriel de R3 et plus précisément de vect < ( =, =, 1)> (voir la notion de sous-espace vectoriel

engendré).

non, par exemple 7 € E, 37” € Emais 27 = 7 + 37” ¢ E.

oui, sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions réelles.
non, + n’est pas une loi de composition interne.

oui, sous-espace vectoriel de I'ensemble des fonctions réelles.
oui, sous-espace vectoriel de I'ensemble des fonctions réelles.

oui, sous-espace vectoriel des fonctions continues.

non, + n’est pas une loi de composition interne, par exemple ¢" + (—t" + 1) ¢ Py,.

oui, sous-espace vectoriel de I’ensemble des polynomes.

oui, sous-espace vectoriel de 'ensemble des fonctions réelles.

non, + n'est pas une loi de composition interne.

non, E={zeC,z=a+ia,acR},sionadeC,A=iparexemple alors \z=ia—a¢E.

Par contre si on considere C comme un espace vectoriel sur R alors E est un sous-espace vectoriel de C, on montre
en effet facilement que si z1,2p € E, 11,12 €R, alors 1127 + 1222 € E.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.5

Evident, il suffit de vérifier les propriétés caractéristiques d'un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.6

On vérifie que F # @ et que F est stable.
Pour 4) dans le cas particulier X = 0, F = {0}, c’est bien stir un sous-espace vectoriel mais ce n’est pas une droite vecto-
rielle.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.7

H est non vide puisque 0 = 0 + 0 appartient a H.
On montre que H est stable, en effetsi X; € H,X; € H,ona X; = 1 +21,X2 = Jo + Zp donc X1 + X2 = (J1 + Vo) + (21 + Z2) € H.
On a utilisé I'associativité et la commutativité de la loi + et la stabilité des sous-espaces vectoriels F et G. On effectue un

raisonnement similaire avec la loi externe.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.8

Si ¥ € F, on peut écrire ¥ = ¥+ 0 donc % € F + F. On a donc démontré que : F c F + F.
Réciproquement si X € F+ F, X = y+ Z donc X € F ce qui démontre que F + F c F.
Onadonc F=F+F.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.9

somme directe car F G = {0}
F et G supplémentaires.

XeFNG—=X=(a,a)=(0,) < a=pf=0<= X=0.Donc F et G sont en somme directe. On notera donc
la somme F & G.

Si ¥ € R?, alors X = (x1, X2) = (X1, X1 + (2 — x1)) = (1, x1) + (0, X2 — X1).

Or (x1,x1) € F, (0, x2 — x1) € G, on vient donc de démontrer que R?> c F & G.

Bien siir on avait que F & G c R?.

On a donc R? = F & G, donc F et G sont supplémentaires.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.10

AU+ A2 = (A1,A1 + A2 = (0,0) < A1 = A, = 0 donc la famille {7;, U} est libre.

A U1+ A303 = (A1 + 213,41 + 213 = (0,0) est possible avec A; = —2, 13 = 1 donc la famille {7;, U3} est li€e.

On montre de méme que {7}, Us}est libre.

{U1, 1} est bien str liée puisque 77 — 7 = 0!

A1 U1+ A U2+ A3 73 = (0,0) avec par exemple: A; = -2, 1, = 0,A3 = 1 donc la famille {7, >, U3} est liée, ce résultat
plus général sera démontré plus loin. Toute sur-famille d’'une famille liée est liée.

{1, U2, Us} est liée (on peut choisir par exemple 1; = —2,1, = —1,A5 =1).

{i01, Ws} est libre, {10, s} est libre, {3, s} estliée,{iby, W5} est libre, {il;, i, i3} est libre.

{101, W3, W4} estliée (prendre par exemple (A; = 1,13 =-1,14 = —1).

{i01, W3, Ws} est liée, {il, W3, Uy, W} estliée : ce sont des sur-familles de familles liées.

. On montre que {Z;,2,} liée< Z;,Z, sont colinéaires. Le résultat est faux avec 3 vecteurs, en effet la famille
{i01, i3, W4} est liée et les vecteurs ne sont pas colinéaires.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.11

. Raisonnons par double implication : soit S = {0}, on sait d’aprés la propriété de la loi externe que 10 = 0, donc il
existe bien un coefficient non nul A = 1 tel que A0 = 0.

Réciproquement : si S = {¥} est liée, alors il existe A # 0 tel que AX = 0 donc d’apreés la proposition 1.1.2 ¥ = 0.

. Raisonnons par double implication : Si la famille S = {7y,..., Uy} est liée, alors il existe des coefficients non tous
nuls A1,1z,...,A, tels que A1 Uy + A2 T2 +... + A, U) = 0, supposons que A # 0, alors AU = —A1 0y — ApTp — ... —
Ak-1Uk-1 = Aks1Vk41 —...— ApUp, il suffit alors de diviser par A qui est non nul pour obtenir le résultat.

Réciproquement, s’il existe un vecteur combinaison linéaire des autres, par exemple U, alors U = a;U; +... +
A1 V-1 + A1 Vgy1 +...+ apUp,donc a1 Uy +...+ gy Vg—1 — Uk + A1 Ug41 +...+ apUp = 0. On a donc trouvé une
combinaison linéaire nulle avec des coefficients non tous nuls ( A = —1), ce qui prouve que la famille est liée.

. U= Up+003+...+07, =0, (1; =1,1, = —1) : la famille est liée.

.Siv;=0onald +002+...+ 00, =0, (1; = 1) : la famille est liée.

. Si{ty, U,..., Up} estliée,

alors il existe A1, 12,...,A, non tous nuls tels que A, U1 + A2 U2 +... + A, U =0

on adonc A; 7; +/12§2+...+/1pﬁp+017=6, la famille {74, v, ..., Up, U} est donc liée.

. Si{Uy,..., Up} était liée alors {7y, U,..., Uy} serait liée car sur-famille, ce n’est pas le cas donc {7,..., Up} est libre :
toute sous-famille d’'une famille libre est libre.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.12

X1 = /11 +12 +/13 /11 = X3
1. Ona X2 = /11 +/13 — /12 = X1—X2
X3 = A A3 = X2—x3

2. On apar exemple X = X301 + (X1 — Xp) W + (X2 — X3) W3 + 0l = 3 1 + (X1 — X2) Wo + (X2 — ) W3 + 3 Wy

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.13

2
&

X = (x1, X2), on peut écrire :

X101 + (x2 — x1) U2 donc {7, U»} est génératrice.

= (3x1 — 2x2) U1 + (x2 — x1) U5 donc {71, Us} est génératrice.
X101 + (X2 — x1) U2 + 003 donc {7y, U, U3} est génératrice.
= X1 U1 + (X2 — x1) U2 + 005 donc {7, U2, U5} est génératrice.
— Bien str {7, U1} n’est pas génératrice.

SR R R

. — {in, Ws}, {0y, Ws}, {3, Ws}, {i4, Ws} ne sont pas génératrices.

— {in, Wy, W3} est génératrice.

— {in, s, 4}, {101, W3, W5} ne sont pas génératrices.

— {in, Wy, U3, 04} est génératrice. On va montrer le résultat plus général suivant : toute sur-famille d'une famille
génératrice est génératrice.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.14

Sionnote Y ={é),...,éy},alorsVye Eonay =118 +...+ A,€p.
Doncy=A1€é; +...+ 1€, +0X

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.15

U1 € F donc F n’est pas vide

F=Vect< 1y,..., Uy, >=
! " { F est stable

F est donc un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.16

1. {v1, U2}, {V7, Us} sont des bases
{01, U3}, {Uh, 1}, {11, U2, Us}, {U1, U, Us} ne sont pas des bases car elles ne sont pas libres.
2. {0y, Ws}, {0, Ws}, {ihs, s}, {4, W5} ne sont pas des bases car pas génératrices.
{101, U, W3} est une base.
{1, W3, Wy}, {07, W3, Ws}, {1, W2, W3, W4} ne sont pas des bases car pas libres.
3. Xe€ F < xp = —2x1 —3x3 < X = (x1,—2x1 — 3x3,x3) = x1(1,—2,0) + x3(0,—3,1). Donc les vecteurs de F, v; =

(1,-2,0), U, = (0,—3,1) forment une famille génératrice de F. D’autre part on montre facilement que {7, >} est
libre : c’est donc une base de E

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.17

€ E, x; = 1} n’est pas un sous-espace vectoriel, O¢F).

€E,x1+ x% = 0} n’est pas un sous-espace vectoriel.

€ E, x; + x = 0,x; — x = 1} n’est pas un sous-espace vectoriel.

€ E,x1+x2=0,x — X2 =0, x1 +2x2 + 3x3 = 0} est un sous-espace vectoriel, ona F = {0}.

(|
B

™ ™™
SRR R

F={5c’€E,x1+x2+x3=0,x1+2x2+3x3 =0,x1 — X3 =0}={5c’€E,x1 = X3,Xp = —2X3} =
{XEE,XZX3(E"1—2§2+§3)= vect < (51—2§2+ég) >

F est un sous-espace vectoriel, c’est la droite vectorielle engendrée par le vecteur é; —2é; + &3

FZ{)_(:'EE,X1+JC2IO,X1—XZ+X3=0}:{5C'€E,X1Z—XZ,X3=2XI2}=
{fEE,f:xZ(—él +§2 +2§3) =vect< (—§1+§2 +2§3) >:

F est un sous-espace vectoriel, c’est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (—&; + €, + 2€3)

F={X€E,x1+2x2+x3=0}={X€E,x; = —2X2 — X3} =
{(XeE,X=xy(-2¢1 + &) +X3(—51 + 53) =vect < (-2¢€;+8&),(—é + 53) >

F est un sous-espace vectoriel, c’est le plan vectoriel engendrée par les vecteurs (—2¢; + &), (—é; + &3)

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.18

. i1, W, W4}, {W, W3, W4} répondent a la question.

—

1
. zwl

- %17/2 + i3 = 0 : donc {iy, i, W3} est liée. On montre facilement que {0y, i} est libre. On peut définir
w

(1,0,0) par exemple alors {11, ii2, 04} est libre et est génératrice donc c’est une base.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.19

R" est de dimension n, &, est de dimension 7 + 1.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.20

Les propriétés de la dimension auraient permis de répondre beaucoup plus rapidement a certaines questions des exer-
cices A.1.10, A.1.13, A.1.15. Par exemple dans ces exercices la famille {1, Ji3, V4, y2} est forcément liée puisque R® a pour
dimension 3, donc il n'existe pas de famille libre ayant strictement plus de 3 éléments. De méme la famille {j,, 5} ne
peut étre génératrice puisque dans un espace vectoriel de dimension 3 toute famille génératrice a au moins 3 éléments.
De méme dans R? qui est de dimension 2, la famille {X;, X», X3} ne peut étre une base puisque toute base d'un espace
vectoriel de dimension 2 posséde exactement 2 éléments.Reprenez ces exercices et voyez s’il était possible de conclure
plus rapidement.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.1

Voir le paragraphe "Groupe". Utiliser la table pour démontrer que la composition est une loi interne. ..

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.1

Montrer que, par définition, la loi est interne et associative et utiliser la table pour vérifier les autres propriétés.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Exercice A.2.1

— associativité :
(wov)ow(x) =uov(wx)) = ulv(wx)) = u(veow(x)) = ue (vow)(x),
— l'élement neutre est 'identité Id (Id(1) =1, Id(2) = 2, Id(3) = 3),
— linverse de la permutation p (p(1) =1, p(2) = 3, p(3) = 2) est elle-méme (le vérifier), |'inverse de la permutation g
(g(1) =2, q(2) =3,q(3) = 1) estla permutation r (r(1) =3, r(2) = 1,r(3) = 2) (le vérifier) etc.
— laloi est non commutative (chercher dans la table deux permutations telles que po g # g o p).

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.2

Voir le paragraphe "Espace vectoriel". Vérifier les propriétés de la définition.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.2

Laloi + est-elle interne? Montrer que (R?, +) est un groupe commutatif. Vérifier, dans I'ordre que vous voulez, les pro-
priétés de la loi externe.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.2

La propriété
L.(x1, x2) = (%1, X2)

est-elle vérifiée?

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.2

Les lois définies ne font pas de R? un espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.2

Voir le paragraphe "Espace vectoriel". Vérifier les propriétés de la définition.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.2

Laloi + est-elle interne? Montrer que (R?, +) est un groupe commutatif. Vérifier, dans I'ordre que vous voulez, les pro-
priétés de la loi externe.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.2

La propriété (A + p).(x1, x2) = A.(x1, X2) + p.(x1, X2) est-elle vérifiée?

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.2

Les lois définies ne font pas de R? un espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.3

Sil’on pense que I'ensemble est un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu'’il est non vide, puis que la proposition 1.1.4
est vérifiée pour tous les X, , A, .

Si 'on pense que 'ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu’il est vide ou il faut trouver X,y €
EA e K telsque AX+puy ¢ F.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.3

F, # @, pourquoi?
X1+x2—x3=0, 2x1+3x2+x3=0
y i) F» ) ) F
(x1, %2, x3) € F1,(y1, )2, y3) € F1 & { Vit Va—y3=0, 2y1+3ya+ya=0
alors

A(x1, X2, x3) + (Y1, Y2, ¥3) = (Ax1 + py1, Axo + py2, Axz + pys) € Fr
car
(Axy + py1) + Axo + py2) — (Axs + py3) = A(xy + x2 — x3) + p(y1 + y2 — y3) =0,

vérifier la deuxieme relation de la méme maniere.

Donc F; est un sous-espace vectoriel, il n'était pas nécessaire de résoudre le systeme pour conclure.

Des ensembles comme Fj, on en retrouvera dans cet exercice et surtout dans les chapitres suivants quand on parlera
des noyaux.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.3

Sil’on pense que I'ensemble est un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu'’il est non vide, puis que la proposition 1.1.4
est vérifiée pour tous les X, , A, .

Si 'on pense que 'ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu’il est vide ou il faut trouver X,y €
EA e K telsque AX+puy ¢ F.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.3

Sil#1lona:
(Ax1)* # Axi.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.3

F, n’est pas un sous-espace vectoriel car (1,2,0) € F» mais 2.(1,2,0) ¢ F, (le vérifier).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.3

Sil’on pense que I'ensemble est un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu'’il est non vide, puis que la proposition 1.1.4
est vérifiée pour tous les X, , A, .

Si 'on pense que 'ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu’il est vide ou il faut trouver X,y €
EA e K telsque AX+puy ¢ F.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.3

On montre que F3 est un sous-espace vectoriel (revoir la démarche adoptée pour Fi).

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.3

Sil’on pense que I'ensemble est un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu'’il est non vide, puis que la proposition 1.1.4
est vérifiée pour tous les X, , A, .

Si 'on pense que 'ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu’il est vide ou il faut trouver X,y €
EA e K telsque AX+puy ¢ F.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 4, Exercice A.2.3

Si un nombre réel a est positif, Aa n’est pas toujours positif.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 4, Exercice A.2.3

¥=,1,1)€Fy,-2.3¢ Fy

Donc F, n’est pas un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 5, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 5, Exercice A.2.3

Sil’on pense que I'ensemble est un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu'’il est non vide, puis que la proposition 1.1.4
est vérifiée pour tous les X, , A, .

Si 'on pense que 'ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu’il est vide ou il faut trouver X,y €
EA e K telsque AX+puy ¢ F.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 5, Exercice A.2.3

Si a et b sont deux nombres réels, on peut avoir

la+ bl #lal+|b|

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 5, Exercice A.2.3

X=(01,-1,00e F5,y=(2,2,0) € F5,X+ y ¢ Fs.

Le vérifier et en déduire que F5 n’est pas un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 6, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 6, Exercice A.2.3

Sil’on pense que I'ensemble est un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu'’il est non vide, puis que la proposition 1.1.4
est vérifiée pour tous les X, , A, .

Si 'on pense que 'ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu’il est vide ou il faut trouver X,y €
EA e K telsque AX+puy ¢ F.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 6, Exercice A.2.3

En généralona:
(x1+ y1) (X2 + y2) # X1 X2 + Y1 Y.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 6, Exercice A.2.3

X=(,0,1)eFs,y=(0,1,1) € F5, X+ ¢ Fg.

Le vérifier et en déduire que Fg n’est pas un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 7, Exercice A.2.3

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 7, Exercice A.2.3

Sil’on pense que I'ensemble est un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu'’il est non vide, puis que la proposition 1.1.4
est vérifiée pour tous les X, , A, .

Si 'on pense que 'ensemble n’est pas un sous-espace vectoriel, il faut montrer qu’il est vide ou il faut trouver X,y €
EA e K telsque AX+puy ¢ F.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 7, Exercice A.2.3

La encore, F; s’étudie comme F;, on pourrait méme le définir de facon tout a fait similaire par
X1—X2=0,x2—x3=0

et bien stir on montre de facon similaire que F; est un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel" et plus particulierement la proposition 1.1.4.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.4

On remarque tout d’abord que si f et g sont définies sur I =]0,2], f + g, A f sont définies sur I =]0,2|[.
On rappelle de plus que :
(f+8)(a) = f(a)+g(a),

Af)(a) = A(f(a)).

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.4

geS, = g1)=0
fesL = fA1)=0 >AHD)=Af1)=0 =>AfeA

Donc ] est un sous-espace vectoriel

{{fejﬁ = f)=0 s 4= 0 - figedt

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel" et plus particulierement la proposition 1.1.4.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.4

On remarque tout d’abord que si f et g sont définies sur I =]0,2], f + g, Af sont définies sur / =]0,2[
On rappelle de plus que :
(f+8)(a) = f(a)+g(a),

Af)(a) = A(f(a)).

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.4

1+1#1.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.4

Si on choisit
f=tg=1

fE%z,gE%z.
Mais
(f+e)=1+1

donc f + g ¢ /£, donc A5, n’est pas un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel" proposition 1.1.4.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.4

Revoir les résultats sur les limites de f+ getde Af.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.4

Si f admet une limite ¢, si g admet une limite ¢’, alors f + g admet une limite ¢ + ¢’ et A f admet une limite 1.
Donc #3 est un sous-espace vectoriel

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel" et plus particulierement la proposition 1.1.4.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.4

Si deux fonctions tendent vers I'infini quand ¢ tend vers 0, est-il possible de conclure quant a la limite de leur somme?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 4, Exercice A.2.4

On définit | ]
N==-,g(t)=—-=-
f@ ” g(1) ”

f,ge Ay mais f+g=0,donc f+ g ¢ A,
Donc ) n’est pas un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 5, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel" et plus particulierement la proposition 1.1.4.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 5, Exercice A.2.4

Revoir les propriétés sur les fonctions continues.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 5, Exercice A.2.4

Si f est continue en £ =1, si g est continue en ¢ = 1,alors f + g est continueen t=1;
si f est continueen t =1,

alors A f est continueen £ =1;

donc A5 est un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 6, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel" et plus particulierement la proposition 1.1.4.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 6, Exercice A.2.4

Si f et g sont croissantes, est ce que f + g est croissante?
Si f est croissante, est-ce que A f est croissante?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 6, Exercice A.2.4

Si f et g sont croissantes, f + g est croissante : le montrer.
Si f est croissante, A f n'est pas croissante lorsque A est négatif : le montrer.
Donc 5% n'est pas un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 7, Exercice A.2.4

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel" et plus particulierement la proposition 1.1.4.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 7, Exercice A.2.4

Si f et g sont monotones, est-ce que f + g est monotone?
Si f est monotone, est ce que A f est monotone?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 7, Exercice A.2.4

Si f et g sont monotones, f + g n'est pas toujours monotone : trouver un contre-exemple.
Si f est monotone, A f est monotone : le montrer.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 7, Exercice A.2.4

On peut choisir les deux fonctions monotones sur ]0, 2[ définies par :
f=1g=-t

Vérifier que f + g n'est pas monotone sur ]0,2[. Donc .#% n’est pas un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.5

Appelons A la proposition " F U G est un sous-espace vectoriel".
Appelons B la proposition "F < Gou Gc F".
Une des implications est évidente.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Exercice A.2.5

Si Fc G,FuG =G, donc FU G = G est un sous-espace vectoriel.
On peut faire un raisonnement similaire dans le cas G c F,
on a donc

B= A.

Pour la réciproque, montrer la contraposée
non B = non A.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Exercice A.2.5

On suppose que non B est vraie, c’est-a-dire F n’est pas contenu dans G et G n’est pas contenu dans F, on veut montrer
que F U G n’est pas un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Exercice A.2.5

Si F n’est pas contenu dans G et G n’est pas contenu dans F, il est possible de trouver
X€eFX¢G,yeG,y¢F

On adonc X, y € F U G, montrer qu’il n’est pas possible que X+ y € FUG.
Pour cela raisonner par I’absurde.

Retour a I'exercice A



Aide 5, Exercice A.2.5

On suppose que X+ y € FUG,

on a par exemple X+ y € F,

on écrit y = X+ ¥y — X, on aurait y € F ce qui n’est pas possible .

Un raisonnement similaire montre qu’il n’est pas possible que X + y € G,
donc il n’est pas possible que X+ y€ FUG

donc F U G n’est pas un sous-espace vectoriel.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.6

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel". La notion de "plus petit sev vérifiant une propriété" signifie que si un autre
sev vérifie la propriété, alors il contient forcément celui-la.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.6

— Utiliser la proposition 1.1.4 pour montrer que A+ B est un sev de E.
— Montrer que Ac A+B et B < A+ B, puis montrer que si C est un sev qui contient A et B, alors il contient A+ B.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.6

— On montre que A+ B est un sous-espace vectoriel.
— 0€ A,0€eB,donc0+0=0€e AFB, 'ensemble n'est donc pas vide.
— Soient X; = lefri?l et Xy = ﬁg%@g avec di,dy € A, El, l;z € B, alors en utilisant la commutativité et ’associativité
delaloi 4 on obtient :
)_51 arF 552 = (&»14—51)@(52452) = (ﬁl-?ﬁz)q-(iﬂ)l-?-z;z)
Or A et B sont des sous-espaces vectoriels, donc (d; +ds) € A, (131 -T-EZ) € B, donc X; + X2 € A+B.
— De méme en utilisant les propriétés de la loi externe :

A% = M@+ b)) = Ad +AD;.

Or A et B sont des sous-espaces vectoriels, donc Ad; € A, le € B, donc AX; € A¥B.
— Ac A¥B, en effet :

XEA>X=X%+0=>X€ A¥B, puisque?cEA,ﬁEB.
De méme B c A¥B.
— Soit C un sous-espace vectoriel contenant A et B, montrons que A+B c C.

Soit ¥ =d+be A¥Borde Cetbe Cdonc %€ C (sev).Donc AFB c C.
— Donc A+B est le plus petit sev qui contienne A et B.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.6

Voir le paragraphe "Groupe".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.6

Puisque si A est un sev de E et B est un sev de E, alors (question précédente) A+B est un sev de E, alors la loi + est une
loi de composition interne de &.

Lassociativité provient de I'associativité de +, mais attention il faut procéder par équivalence puisqu’il s’agit d’égalité
d’ensembles!

Chercher le sev "élément neutre" et chercher si un sev peut posséder un "symétrique".

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.6

L associativité s’ écrit :
X€(AFB)FC <= X=(a+bh)+C=a+(b+¢) < X € AT+ (B+0O),

11 est simple de montrer que la loi est commutative,
L élément neutre est 'ensemble O = {0} (le vérifier).
Etant donné A, on cherche un sous-espace vectoriel B tel que A¥B = O. Si B existait on aurait alors

Ac A¥B=0={0}.
Ceci est impossible si A # {O}.

Tout sev est idempotent (le montrer).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.6

Pour montrer E c F, choisir X € E et montrer que X € F.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.6

Que signifie distributivité?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.6

On montre facilement que :
A¥(BNC)c(A+B)N(A+C)

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 3, Exercice A.2.6

On n’arrive pas a montrer que dans le cas général :
(A¥B)N(AFC) c AF(BNn O),

donc on cherche un exemple pour lequel cette inclusion n’est pas vérifiée.

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 3, Exercice A.2.6

On définit
A={X€R? x, =0}, B={X€R? x1 =0}, C={X€R? x1 = x}.

Montrer que A+B = R2, ATC =R?, BN C = {0}, et conclure que l'inclusion suivante n’est pas vérifiée :
(A¥B)N(A¥C)c A+(BNnO).

Donc il n’y a pas distributivité.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.7

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.7

Que signifie " f est paire"?
On suppose f paire et g paire, que vaut (f + g)(—1), Af(—1)?

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.7

Que signifie " f est paire" ? Que signifie " f est impaire" ?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.7

Montrer que si f est paire et impaire f () = —f(¢)
Conclure que f =0.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.7

Si on note f la fonction définie par f () = e/, f; la fonction définie par f;(#) = sht, f, la fonction définie par f, () = cht,
alors on obtient que

f=fitTp
Dans ce cas on a trouvé une décomposition de f en une somme d’une fonction paire et d'une fonction impaire.

Revoir les définitions et propriétés du sinus et cosinus hyperboliques.
Inspirez vous de ce cas particulier pour construire f; et f, dans le cas d'un f quelconque.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.7

On définit @ -
H+f(-
ot = FOTIED

Vérifier que f}, est paire, construire f; impaire telle que f = f), + f;

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.7

Il suffit d’utiliser les deux questions précédentes.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.8

Voir le paragraphe "Liée, libre".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.8

a1ﬁ1+a2ﬁ2:6 > a1=ay=0?
Utiliser I'indépendance linéaire de 7 et 7.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Exercice A.2.8

1201 + D) + a2 (D) +202) = 2ay + a2) Uy + (@1 + az) U, = 0 et I'indépendance linéaire de 7; et U, implique 2a; + @ =0 et
a1 + as = 0. Finir le calcul. ..
Pour les vecteurs i) et i;, on obtient 3a; + a2 = 0 et —aa; + a2 = 0, ce qui ne donne pas toujours a; = ap = 0 (discuter

en fonction de a).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.9

Voir les paragraphes "Liée, libre", "Génératrice" et "Base".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.9

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels en utilisant la proposition 1.1.4. Pour trouver une base de F on
essaie d’obtenir une famille génératrice de F, puis on montre que cette famille est libre.

Ecrire X = (x1,x2) € F & ¥ =(x1,-2x1) © X¥=x(1,-2).

Méme calcul pour G.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.9

{(1,—2)} est une base de F puisque c’est une famille libre (a(1, -2) = (0,0) = a = 0) et une famille génératrice de F puique
tout élément X de F s’écrit X = x1 (1, —2). Montrer de méme que {(1,1)} est une base de G.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.9

Voir le paragraphe "Supplémentaires".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.9

Montrer que :

F + G c R? (trivial),

REcF+G (beaucoup moins trivial : donner la forme générale des éléments de F + G),
FnG=1{(0,0)} (facile).

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.9

— Tl faut montrer que tout élément ¥ de R? est un élément de F + G.
Il faut donc montrer que :
Vx1, X2, 3, B tel que (x1,x2) = a(1,-2) + B(1,1).

— Il faut montrer que :
XeFNG < X=(0,0).

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.9

Etant donné % = (x1, X2) on trouve :

X1 — X 2x1 +x
(x1,%2) = a(1,~2) + B(1,1) avec @ = 13 2 B= 13 2
2x1+x2=0 .
?cc—:FﬂG@(xl,xg)EFﬂGc»{ 12 X1 =x=0X=0
xl—xZ:O

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.9

Voir les aides des questions précédentes.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.9

Une base de F est {(2,1)}.
Une base de G est {(2,—3)}.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.10

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel engendré".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.10

— Ftudier la relation a; 71 + a2 U2 + a3 U3 = 0 et montrer que cela n'implique pas @; = a2 = a3 = 0.

— Montrer que & n'est pas génératrice : pour cela il suffit de trouver des vecteurs X qui ne peuvent s’écrire X =
aq ﬁl + 052172 + as 173.

— Ecrire F al'aide de la définition 1.2.4 et en déduire une base.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.10

— Ona:
a;—az+3a3=0
2(12—4013=0

—a)+ay—3az =

- a)—az+3a3=0
0 209 —4a3=0

On peut choisir par exemple :

ces constantes non nulles vérifient
—1_51 +2172+ ﬁ3 =0

— Ftant donné ¥ € R3, essayer de trouver @, ay, as tels que X = a1 U1 + a2 V2 + a3 U3, con clure.
— Utiliser la relation entre les vecteurs pour montrer que, par exemple, {7, U2} est une base de F.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.10

— la famille n’est pas libre.

— U3=101—20,

— Apres calculs on voit que si x; # —x3 il n’est pas possible d’écrire X = a; U + @, U2 + a3 Us.
Par exemple (1,0, 1) n’est pas combinaison linéaire de 7}, 7, Us3.
La famille n’est pas génératrice de R.

— tout élément de F est combinaison linéaire de 71, U, U3 par définition de F,
donc tout élément de F est combinaison linéaire de 71, V>, pourquoi?
{v1, U} est libre
c’est donc une base de F

Reprenez cet exercice lorsque vous connaitrez la notion de dimension.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.10

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel engendré".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.10

Etudier la relation
a1171+a2172+a3ﬁ3 =0

Z est-elle génératrice de R3?

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.10

Z est libre.
Z est génératrice de R> car :
VX 3a;, ay, ag vérifiant X = a1 U1 + a Vs + a3 Us.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.10

& est génératrice de F par définition de F.

Z estlibre

donc & est une base de F.

Ici F=R3.

Reprenez cet exercice lorsque vous connaitrez la notion de dimension.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.11

Lorsque 'ensemble est un sous-espace vectoriel, essayer de trouver des vecteurs i, ..., U qui vérifient :
XeFeX=ali+...+p0

ou les vecteurs i, ..., v formant une famille libre sont a déterminer.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.11

Apres calculs, on obtient :
XeF ©X=x34,-3,1).

Faire de méme pour F3 et F;.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Exercice A.2.11

— Fj est une droite vectorielle (c’est normal, c’est I'intersection de 2 plans) une base (possible) de F; est {(4,—-3,1)}.
Vous auriez pu dans ce cas particulier retrouver une base de Fj, c’est-a-dire un vecteur directeur de la droite F;
en déterminant les vecteurs normaux aux 2 plans et en effectuant leur produit vectoriel.

— Fj3 est un plan vectoriel. Une base (possible) de F; est {(—1,1,0), (1,0, 1)}

— F; est une droite vectorielle (c’est normal, c’est I'intersection de 2 plans). Une base (possible) de F; est {(1,1,1)}.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.12

Montrer que la famille est libre et utiliser les dimensions.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.12

aopo+a1p1+azpr+azps=0

(le second membre correspond au polynéme nul!) on a donc

VieR, ap+ajt+axt(t—1)+agt(t—1)(t—-2)=0

soit
VteR, ag+ (a; —az+2a3)t+ (a2—3a3)t2+a3t3 =0.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.12

Un polyndéme de degré inférieur ou égal a 3 non nul admet au plus trois racines réelles, donc ici il s’agit du polynome
nul, donc

ap=0,a; —as+2a3=0,(az —3a3) =0,a3 =0.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.12

On déduit que les coefficients sont nuls, doncla famille {py, p1, p2, ps} estlibre. La dimension de E est 4, donc {po, p1, p2, p3}
est une base de E.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.12

On essaye d’écrire p sous la forme
p@)=ap+art+axt(t—1)+ast(t—1)(t—-2)

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.12

On a donc

VieERf(H)=ag—d+ (a1 —as+2a3—c)t+ (a2 —3as - b)t? + (as—a)t> = 0.

Concluez.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.12

La encore le polynome f(#) est donc nul, donc

ag=d,a; —as+2as=c,(ay—3as3)=b,az = a.

On résout le systeme pour obtenir les «; en fonction de a, b, ¢, d

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.12

Apres calculs on obtient :
p=dpo+(c+a+b)p+(b+3a)p:+aps

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1a, Exercice A.2.13

Quelle est la différence entre C-espace vectoriel et R-espace vectoriel ?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1a, Exercice A.2.13

Si C est considéré comme un C-espace vectoriel, les scalaires sont complexes, par exemple, pour savoir si une famille
{z1, z2} de nombres complexes est libre, on cherche a, § € C vérifiant az; + fz, = 0.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1a, Exercice A.2.13

Si C est considéré comme un C-espace vectoriel :

a+if=0
{ a,feC

peut étre obtenu avec par exemple :
a=-1
p=1

Donc {1, i} n’est pas libre dans C considéré comme un C-espace vectoriel. Ce résultat était prévisible puisque C considéré
comme un C-espace vectoriel est de dimension 1. (Donner une base possible).
La famille {1, i} est bien stir génératrice car tout nombre complexe z s’écritz=a+ib, a,beR, donc a, b € C.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1b, Exercice A.2.13

Quelle est la différence entre C-espace vectoriel et R-espace vectoriel ?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1b, Exercice A.2.13

Si C est considéré comme un R-espace vectoriel, les scalaires sont réels, par exemple pour savoir si une famille {z;, 2}
de nombres complexes est libre, on cherche a, § € R vérifiant az; + Sz, = 0.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1b, Exercice A.2.13

Si C est considéré comme un R-espace vectoriel :

{ a+if=0

o, BER ca=06=0

Donc {1, i} est libre.

La famille {1, i} est bien str génératrice car tout nombre complexe z s’écrit z=a+ib, a,b eR.
La famille {1, i} est donc une base de C considéré comme un R-espace vectoriel.

On retrouve que C considéré comme un R-espace vectoriel est de dimension 2.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.13

Quelle est la dimension de C® considéré comme C-espace vectoriel?
Quelle est la dimension de C® considéré comme R-espace vectoriel ?

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.13

Montrer que la famille est libre pour C3 considéré comme C-espace vectoriel et pour C3 considéré comme R-espace
vectoriel

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.13

En déduire que

la famille est génératrice pour C3 considéré comme C-espace vectoriel

la famille n’est pas génératrice pour C* considéré comme R-espace vectoriel
Utiliser les dimensions.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.13

ap+iag=1
Onrésout{ ia;+ax=1 .
iay+asz=1

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.14

Exercice de synthese du chapitre et paragraphe "Supplémentaires".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.14

Les bases de F et G vous sont données, pourquoi ?
Pour F N G, écrire la caractérisation d'un élément de F N G.
Ecrire la définition de F + G et trouver une base.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Exercice A.2.14

— Montrer que ( fl,fg) est libre et en déduire une base de F .
X=a1(0,-1,1) +as(1,1,1)
— XeFnG e XeFetXeGcequis'écrit et
X=p1(1,-1L, 1)+ Ba(1,-1,-1)
On obtient (apres calculs) X = 2(—1,1,-3).
En déduire que (-1,1,—3) est une base de Fn G.
— XEF+G © X=a1(0,-1,1)+a»(0,1,)+pB;(1,-1,1)+ B2(1,—1,—-1) d’ot1 une famille génératrice de 4 vecteurs dans
R3 (il y en a au moins un de trop pour obtenir une base!). Exhiber alors 3 vecteurs linéairement indépendants et
en déduire que F + G = R3.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.15

Il suffit de vérifier que la famille est libre, pourquoi?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.15

Ecrire :
a1f1+a2f2+...+anfn:0.

Ne pas oublier que {é,, &>, ..., €3} est une famille libre, donc si une combinaison linéaire de ces vecteurs est nulle, tous les
coefficients sont nuls.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.16

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel engendré".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.16

Ecrire, par exemple, que 7, € Vect < 71, U3 >. Pour la réciproque, essayer de la démontrer et si vous n'y arrivez pas, pensez
que la seule hypothése sur les vecteurs est qu’ils sont liés.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Exercice A.2.16

On a U = al; + B3, en déduire que les vecteurs sont liés. Pour la réciproque il suffit de voir que sil’on prend 7; = 7, et
73 linéairement indépendant, on a un contre-exemple (donner un contre-exemple précis dans R?).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.17

Voir paragraphe "Liée, libre".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.17

Sivous ne voyez pas tres bien comment aborder le probleme, traitez un cas particulier, n’oubliez pas que les polynémes
de la base canonique forment une famille libre.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.17

La difficulté est un probleme de notation.
On va supposer que les N polyndmes p; sont de degré d; tels que d; < d <
ce qui est 'hypothese (il suffit de "ranger" les polyndmes de la famille).

N

Ecrire alors Z a;p; =0 et conclure.
i=1

Retour a I'exercice a

...<dN,



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.17

N-1
Seul py a un monome de degré dy, d'ou ay = 0 et il reste Z a;p; =0 et on continue le raisonnement ...
i=1

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.17

On rappelle que la valuation d'un polynéme est le degré du monome de plus bas degré.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.17

La difficulté est un probleme de notation. On va supposer que les N polyndmes p; sont de valuation v; tels que v; < vp <
N

... < vy, ce qui est 'hypothese (il suffit de "ranger" les polynomes de la famille). Ecrire alors Z a;pi =0 et conclure.
i=1

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.17

N
Seul p; a un monome de degré v;, d'ou a; =0 et il reste Z a;p; =0 et on continue le raisonnement...
i=2

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.18

Voir les paragraphes "Supplémentaires" et "base incomplete".

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.18

Donner une base de F, compléter cette base pour obtenir une base de R et montrer que les vecteurs que vous avez
rajoutés engendrent un supplémentaire de F.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Exercice A.2.18

{(1,1, 1)} est une base de F (le démontrer).

Sil’'on rajoute les vecteurs (trés simples) (1,0,0) et (0,1,0) on obtient une base de R® (le démontrer).
Alors G = vect < (1,0,0),(0,1,0) > est un supplémentaire de F.

En effet Fn G = {(0,0,0)} (le démontrer) et si (x1, x2, x3) € R3,

on a

(x1, X2, x3) = (1,1,1) + B(1,0,0) +y(0,1,0) (base de R3)

avec a(1,1,1) € Fet (1,0,0) +y(0,1,0) € G,

d’ ot

(x1, X2, x3) € F + G (finir le raisonnement).

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1a, Exercice A.2.19

On montre facilement que la famille est génératrice.
Pour montrer qu’elle est libre n'oubliez pas que
AnB = {0},

{dy,...,dp} est une famille libre,

{51, s Bq} est une famille libre.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1a, Exercice A.2.19

Pour montrer que la famille est génératrice on utilise :
la définition de A + B et

le fait que {d, ..., dp} est une famille génératrice de A,
le fait que {by, ..., Eq} est une famille génératrice de B.
Pour montrer que la famille est libre on écrit :

alél+...+apﬁp+,61b1+...+ﬁqbq=0©a151+...+apép:—,Blbl—...—ﬁqbq

Le vecteur de gauche appartient a A, le vecteur de droite appartient a B, ces 2 vecteurs sont donc nuls (AN B = {0}). De
plus les familles {dj, ..., dp} et {b,..., by} sont libres donc tous les coefficients a et § sont nuls.
On conclut.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1b, Exercice A.2.19

Il suffit de compter les vecteurs dans la base de A B.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2a, Exercice A.2.19

Voir le paragraphe "Sous-espace vectoriel" et plus particulierement la proposition 1.1.4.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2b, Exercice A.2.19

On choisit
X€eHNB

et on traduit les propriétés de I'intersection et de H pour montrer que ¥ = 0.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 2b, Exercice A.2.19

- XeH=>X€e A N
XEHNB=>4 _ =>X€EANB
X€e€EB

De plus X € H, conclure.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2c, Exercice A.2.19

Montrer la double inclusion. Une inclusion est évidente.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2c, Exercice A.2.19

Hc A= H+BcA+B

Pour montrer I'inclusion inverse,
choisissez un élément X de A+ B,
traduire le faitque A= He An B,

ne pas oublier que AN B est inclus dans B
se souvenir que B est un espace vectoriel,
en déduire que X appartienta H + B

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2d, Exercice A.2.19

Quelle est la dimension d'une somme directe ?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2d, Exercice A.2.19

Exprimer la dimension de A a partir de la dimension de H et de celle de An B.
Exprimer la dimension de A + B a partir de la dimension de H et de celle de B.
Regrouper les 2 relations et conclure.

Retour a I'exercice A
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