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2.1.1 Produit scalaire

Exercices :

Exercice A.1.1
Exercice A.1.2
Exercice A.1.3

Sauf mention contraire on se place dans R3 muni d’'un repére orthonormé (O,7,7, %) Soient 17,
U, et U, des vecteurs de R3,

ay ay a
U=| bh |\U=| b |U=| b
C1 Co c

Le produit scalaire de U, par U, est le réel défini par:
171 o Ug =aax+bi1by +cico.

La norme (euclidienne) de U est définie par :

||l7||:\/ U.U=Va%+b?+c2.

On ala relation qui lie le produit scalaire et les normes :

01Oz = | On || U2 coso,

Concepts

Exemples
Exercices
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ol 0 est'angle des vecteurs U; et Us.

Produit scalaire
Propriétés du produit scalaire
U-Up=0,-Uh , (aUy)-Us=a(U;-0p)
U+ U+ U3)=U1-Up+ Uy U3, (Uy-0)* < (U, - U) (0, Uo)
Proposition 2.1.1. Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.

Concepts
Exemples
Exercices

Documents
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2.1.2 Produit vectoriel

Exercices :

Exercice A.1.4
Exercice A.1.5
Exercice A.1.6
Exercice A.1.7

Soient U; et U, deux vecteurs de R3,

le produit vectoriel de U, par U est le vecteur défini par :

a ap bico—c1by
Uir=| bi [, U= by |\ UiAUy=| craz—aic
C1 2 arb, — bya

On admet les résultats suivants concernant la norme, la direction et I'orientation du produit vec-
toriel :

~ O A G| = | U1 | |02 Isind| o1 0 est 'angle entre les vecteurs U et Us.

— Le vecteur 171 A (72 est orthogonal a 171 et 172.

— Lorientation de U; A Us est telle que le triedre (Uh, Us, Uy A Us) soit direct.

Propriétés du produit vectoriel

l_jl AN (72 = —[72 A\ 171, ((Xﬁl) A (72 = (X(l_jl A 172)

Concepts
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(71/\((72+[73)=[71/\[72+l71/\ﬁ3

Produit vectoriel
U1 A (Uz AUs) = (U, - U3) U, — (U - Un) Us
Proposition 2.1.2. La norme du produit vectoriel de U par V est égale a l'aire du parallélogramme
construit sur U et V.
Il résulte de la propriété sur la norme du produit vectoriel que :

Proposition 2.1.3. Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur produit vectoriel est nul.
Concepts
Exemples
Exercices

Documents
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2.1.3 Produit mixte

Exercices :
Exercice A.1.8
Exercice A.1.9

Soient U , V et W trois vecteurs de R3.
Le produit mixte de U, V, W est le scalaire défini par :
(0,7, W) = @ AT)-W.
Progosjtign 2.1.4. Lavaleur absolue du produit mixte est égale au volume du parallépipede construit
sur,vV,w.
Proposition 2.1.5. Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leur produit mixte est nul.

Al

En effet dans ce cas le parallépipéde est "dégénéré", son volume est nul.

Une autre propriété immeédiate est que : Concepts

Exemples
=(7,0,W)| = (3, W, V)] =| (%, 7,0)| Evercices
Documents

[o<)
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En effet le volume du parallépipede ne dépend pas de I'ordre dans lequel on cite les vecteurs! En
revanche les 6 produits mixtes ne sont pas égaux, en effet le signe de (U, V, W) est positif si le
triedre U, V, W est direct, il est négatif sinon. On obtient donc les égalités suivantes :
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2.1.4 Champs de vecteurs

Définition 2.1.1. On appelle champ de vecteurs une application de R® dans R3 . Une notation
couramment utilisée sera, par exemple , V (M), ce qui signifie qu'a tout point M de R3, on associe
un vecteur V(M) deR3

Bien stir M est un triplet (x, y, z) et V(M) est également un triplet dont les 3 termes dépendent
de x, y, z. Les composantes de V(M) sont notées selon les cas

V(M) = (Vi(M), Va(M), V3(M),

V(M) = (P(M), Q(M), R(M),
V(M) = (X(M), Y (M), Z(M),

dans tous les cas les fonctions Vi, V,, V3, B, Q, R, X, Y, Z sont des fonctions de R3 dans R.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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2.1.5 Coordonnées polaires, cylindriques et sphériques

Exercices :
Exercice A.1.10

Dans le plan muni d'un repéere orthonormé d’origine O, a tout point M donc a tout couple
(x,y), on associe ses coordonnées polaires (r,0). Les relations qui lient x, y, ,6, sont :

{ x=rcosd, _ p+ gei0,21L

y =rsind,
L'application précédente qui a (r, 0) associe le point M est bijective de R} x [0,27[ dans le plan
privé de l'origine.

Dans I'espace muni d'un repere orthonormé d’origine O, a tout point M donc a tout couple
(x,y,2), on associe ses coordonnées cylindriques (7,0, z), les relations qui lient x, y, z, r,0 sont :

x=rcos6
y=rsinf ,reR*,0¢€l0,2n]
z=1z

Voir la figure II.1.

L'application précédente qui a (1,6, z) associe le point M est bijective de R} x [0,27[xR dans
I'espace privé de 'axe Oz.

11 | 4.4
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z z
\ z
M M
z p
A
0
X H 0 H

FIGURE 2.1.1 — coordonnées cylindriques et sphériques

Dans I'espace muni d'un repere orthonormé d’origine O, a tout point M donc a tout couple
(x,y,2), on associe les coordonnées sphériques (p, 8, ¢), les relations qui lient x, y, z, 0,0, ¢, sont :

x = pcos¢cosb
. o T
y=pcos¢psind peR7,pe [_5' E] ,0€10,2n],
z=psing
¢ estl'angle latitude, 0 est I'angle longitude. Voir la figure II.1.

L'application précédente qui a (r,0, ¢) associe le point M est bijective de R} x [0,27[x]0,7/2]
dans I'espace privé de ’axe Oz.

<< 12 | 4.4
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On peut remplacer la latitude ¢ par la co-latitude v, ces 2 angles sont compémentaires : ¥ +
¢ = 7, on adonc les relations :

X = psiny cos0,
y=psinysind, peR",we(0,7],0€[0,2x].
zZ=pcosy,

<< 13
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2.2.1 Définition et propriétés du gradient

Exercices :
Exercice A.1.11
Exercice A.1.12

Définition 2.2.1. Soit f une fonction de R3 dans R différentiable, on appelle vecteur gradient de f
et on notegradf, le champ de vecteurs dont les composantes sont données par :

0
—f (x,¥,2)

gr?)if(M) = a(x, ¥,2) |, on note également@f(M) = vf(M)

af
3z (x,¥,2)

On a défini le vecteur gradient d’une fonction différentiable sur R®, on pourrait bien siir dé-
finir de facon similaire le gradient d'une fonction différentiable sur R? et de facon plus générale

Concepts
sur R".
Proposition 2.2.1. Si a est une constante réelle, si f et g sont deux fonctions différentiables, on a : Exemples
— — — Exercices
grad(f + g) = gradf + gradg Documents
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grad(a f) = agradf
grad(fg) = fgradg + ggradf

Démontrer les propriétés précédentes en exercice.

16
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2.2.2 Ensembles iso-valeurs

Exercices :
Exercice A.1.13

On verra dans le chapitre "Courbes et surfaces" que si f est une fonction définie sur R?, si
¢ est une constante, alors le sous-ensemble de R? dont I’équation est f(x,y) = ¢ est une courbe
appelée courbe iso-valeurs. Par exemple si f(x,y) = x> + y?, si ¢ est positive, la courbe est un
cercle centré en O. Dans la pratique selon ce que représente la fonction f, la courbe iso-valeur est
une isotherme, une équipotentielle, une courbe de niveau,etc.... On démontrera dans le chapitre
"Courbes et surfaces " la proposition importante suivante :

Proposition 2.2.2. Si f est une fonction de 2 variables différentiable, si € est la courbe iso-valeurs
dont l'équation est : f(x,y) = c, si My est un point de € alors grad f(My) (s'il n'est pas nul) est
orthogonal a la courbe € en M.

Un vecteur est orthogonal a une courbe en un point si ce vecteur est orthogonal au vecteur
tangent a la courbe en ce point.
La proposition précédente peut étre généralisée au cas des fonctions de n variables, en particulier
dans le cas n = 3, 'ensemble d’équation f(x, y,z) = ¢ est une surface de R3, on a la proposition :

Proposition 2.2.3. Si f est une fonction de 3 variables différentiable, si ¥ est la surface iso-valeurs
dont l'équation est : f(x,y,z) = ¢, si My est un point de # alors grad f(My) (s'il n'est pas nul) est
orthogonal a la surface &# en M,.

17 | 4.4
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Un vecteur est orthogonal a une surface en un point si ce vecteur est orthogonal au plan tan-
gent a la surface en ce point.

On peut compléter les propositions 11.2.2, I11.2.3 par un résultat tres important en optimisa-
tion :

Proposition 2.2.4. Le vecteur grad f, s'il n'est pas nul, est "dirigé suivant les valeurs croissantes”
def.

Démonstration.— Avant de démontrer cette proposition, on peut l'illustrer avec I'exercice A.1.11,
les surfaces iso-valeurs sont des spheres, la constante c est alors le carré du rayon, le vecteur gra-
dient en M est dirigé vers les sphéres de rayon plus grand.

Posons V = grad f (M) et examinons alors la fonction :

f(Mo+tV)

¢(1)

0 0 0
flxo+ f—f(xo,J/o,Zo),J/O o t—f(xo,yo,zo),zo + t—f(xo,yo,z())).
0x o0y 0z

Les reégles de dérivation d'une fonction composée donnent :
0 0 0 0
¢'0) = %(xg, Yo, Zo)%(xo, Yo, 20) + %(xo, Yo, Zo)%(xo, Y0, Z0)
0 0
+—f(x0, Yo, Zo)—f(xo,yo, 20).
0z 0z

Donc ¢’ (0) > 0. Donc pour ¢ positif assez petit ¢(t) > ¢(0), donc f (Mg + V) > f(Mp).

<< 18 | 4.4
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La proposition précédente est trés importante en optimisation. De nombreux problemes pra-
tiques se rameénent a une minimisation d’'une fonction dite fonction cofit, cette fonction dépend
en général de plusieurs variables (le nombre peut étre trés grand).Dans le cas de problemes com-
plexes faisant intervenir un grand nombre de variables, il n’est pas possible de calculer une solu-
tion exacte. On a alors recours a des méthodes numériques, parmi celles-ci certaines sont appe-

lées méthodes du gradient. Elles utilisent en particulier la propriété énoncée dans la proposition
11.2.4.

Ensembles
iso-valeurs

gradf(M)

| feypa=c
] faya=»b a<b<c
Bl /xro=a

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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2.2.3 Gradient en coordonnées polaires et cylindriques

Exercices :

Exercice A.1.14
Exercice A.1.15
Exercice A.1.16
Exercice A.1.17

Si f est une fonction de R? dans R différentiable, si le plan est muni d’un repére orthonormé

(0,7,7), le vecteur gradient en M est défini par :

. _of . of .
gradf(x,y) = x (x, )T+ = (x,0]

Proposition 2.2.5. Si r et 0 sont les coordonnées polaires d'un point M de R?, différent de O, on

définit une nouvelle base orthonormée du plan (ii, V) :

i =cosfi+sinfj, U= —sinf7+cosHj.

Si fest une fonction de R? dans R, différentiable en M, on définit la fonction g par
g(r,0) = f(rcos8,rsin®). On a alors U'expression du gradient suivante :

p— .o 0g o ldg
gradf(rcos@,rsinf) = ar(r,G)u+ rae(r,B)l/

De facon similaire on obtient I'’expression du gradient en coordonnées cylindriques :

20
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Exercices
Documents
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Proposition 2.2.6. Sir, 0 et z sont les coordonnées cylindriques d’'un point M de R® n'appartenant
pas a Oz, on définit les vecteurs

i =cosfOi+sinfj, v=—-sinfi+cosOj

Si fest une fonction deR3 dans R, différentiable en M, on définit la fonction g par

g(r,0,z) = f(rcos6,rsinf, z). On a alors U'expression du gradient suivante :

— ) _0g . log . Og =
gradf(rcos@,rsinf, z) = ar(r,B,z)u+ rae(r,(?,z)v+ aZ(r,H,z)k

Démontrer les propositions précédentes en exercice.

On utilise les expressions précédentes lorsque la fonction g est plus simple que la fonction f.

<< 21
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2.3 Vecteur rotationnel

2.3.1 Définition et propriétés du vecteur rotationnel . . ... ........ 23
232 Exemple et interprétation du rotationnel . . . . ... ... ... .... 25
2.3.3 Champ dérivant d'un potentiel . . . . . ... ... ... ......... 27

Concepts

Exemples
Exercices
Documents

22



section A suivant »

2.3.1 Définition et propriétés du vecteur rotationnel

Exercices :
Exercice A.1.18
Exercice A.1.19

Définition 2.3.1. Soit V un champ de vecteurs dont les composantes P,Q, R sont des fonctions dif-
férentiable sur R®, on dit que V est différentiable.

On appelle rotationnel de V et on note rotV, le champ de vecteurs dont les composantes sont

données par :

O—R(x z)—a—Q(x )
Oy ,)/; aZ »y’

S opP OR
rotV(M) = —(x,5,2)——(x,,2)
z 5%

Q( ) p( )
g V2 ayx,y,z

Proposition 2.3.1. Si f est une fonction différentiable, si a est une constante, si V, Vi, V, sont des
champs de vecteurs différentiables, on a les relations :

rot(V; + Vo) = rot(¥;) + rot(),
r?t(af/) = a?ot(f/),

1ot(fV) = frot(V) + gradf A V

23 | 4.4
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Démontrer ces propriétés en exercice.

Sommaire
Concepts
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2.3.2 Exemple et interprétation du rotationnel

Exercices :
Exercice A.1.20

On remarque bien stir immédiatement le terme rotation dans le mot rotationnel. Quel est le
lien?
Soit M(%) un point d'un solide en rotation autour de 'axe Oz a la vitesse angulaire w. Cela signifie
que sil'on note r,0, z les coordonnées cylindriques de M(t), r, z sont constants et ’angle 6 varie
en fonction du temps ¢, on a 6'(f) = w. La position du point M(t) est donc donnée par :

rcosf(t) =x
OM(t)=| rsinf(t)=y |,
z

le champ de vecteurs vitesse, au point M(t) est donné par :

— row(—sinf(t -
) dOM(p) : @) y
V(M)= ———=| rwcos0(r) =| wx .
dt Concepts
0 0
Si on note Q le vecteur rotation instantanée, c’est a dire Exemples
xercices
= = Documents
Q=uwk.
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z
Exemple et
Q . e e
7 interprétation
C du rotationnel
M
J/ 0 y
On retrouve le résultat connu liant le vecteur vitesse et le vecteur vitesse instantanée :
V(M) =QAOM.
En introduisant le rotationnel, on trouve la relation supplémentaire :
rotV = 2Q.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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2.3.3 Champ dérivant d’'un potentiel

Exercices : Exemples : Documents :
Exercice A.1.21 Exemple B.1 Document C.1
Exercice A.1.22

Exercice A.1.23

Théoreéme 2.3.1. Soit f une fonction de R dans R dont les dérivées partielles secondes sont conti-
_— -
nues, alorsrot(gradf) =0
Démontrer ce théoreme en exercice.
On va maintenant énoncer la réciproque du théoreme précédent.

Théoréme 2.3.2. Soit V un champ de vecteurs défini sur R® dont les composantes P,Q, R admettent
des dérivées partielles premiéres continues, supposons que le rotationnel de V soit nul, alors il existe
une fonction f, définie a une constante additive pres, qui vérifiegradf = V

Vous pouvez lire en document la démonstration de 'existence d'une fonction f qui vérifie

gradf = V. Concepts
Supposons que f et g sont 2 fonctions différentiables qui vérifient
. — N Exemples
gradf =gradg="V, Exercices
Documents

on montre en exercice que f — g = ¢ ol ¢ est une constante.
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Définition 2.3.2. On dit que le champ de vecteurs V dérive du potentiel f, s'il existe une fonction f
telle que V = grad f

Une condition nécessaire et suffisante pour que V dérive d’un potentiel est donc rotV =0.

Pour le calcul du potentiel, aller consulter I’exemple proposé.

<< 28

Champ dérivant
d’'un potentiel

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



< section précédente chapitre A section suivante »

2.4 Divergence d’'un champ de vecteurs

24.1 Divergence d'un champdevecteurs . . . . ... ............. 30
24.2 Champ dérivant d'un potentiel vecteur . . . . ... ... ........ 31
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2.4.1 Divergence d’'un champ de vecteurs

Exercices :
Exercice A.1.24
Exercice A.1.25

Définition 2.4.1. Soit V un champ de vecteurs dont les composantes P,Q, R sont différentiables, on
définit la fonction divergence par :

divV (M) = a—P(x )+6—Q(x )+0—R(X )
_ax ,J/,Z ay ,J/yZ az ,yyZ

Attention la divergence d'un champ de vecteurs est un scalaire.

Proposition 2.4.1. Si f est une fonction différentiable, si a est une constante, si 171, 172 sont des
champs de vecteurs différentiables, on a les relations :

div(V; + V) = div(}) + div(Vs),

div(aV) = adiv(V),

Concepts
div(fV) = fdiv(V) + gradf -V
diV(Vl A ‘72) = ‘72 . ﬁ‘?l = ‘71 . ﬁ?z Exemples
Exercices
Démontrer les propriétés précédentes en exercice. Documents

30



< précédent section A

2.4.2 Champ dérivant d’'un potentiel vecteur

Exercices : Cours:
Exercice A.1.26 Potentiel scalaire

Théoréme 2.4.1. Soit A un champ de vecteurs deux fois continiiment différentiable, alors divrotA =
0

Démontrer ce théoreme en exercice.

On va maintenant énoncer la réciproque du théoreme précédent.

Théoréme 2.4.2. Soit V un champ de vecteurs défini sur R® dont les composantes P,Q, R admettent
des dérivées partielles premieres continues, supposons que divV soit nul, alors il existe un champ
de vecteurs A qui vérifierotA=V

On admettra ce théoreme.

Définition 2.4.2. On dit que le champ de vecteurs V dérive d’un potentiel vecteur, s'il existe un
champ de vecteurs A deux fois continiiment différentiable qui vérifie

31 | 4.4
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Une condition nécessaire et suffisante pour que V dérive d’'un potentiel vecteur est donc
divV =0.

ATTENTION : ne confondez pas le potentiel (scalaire) que 'on a défini précédemment et le
potentiel vecteur que 'on définit maintenant.
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2.5 Laplacien d’'une fonction

2.5.1 Définition et propriétés du laplacien. . . . . ... ... ... ...... 34
2.5.2 Expression du laplacien en coordonnées polaires et cylindriques . . . 36
2.5.3 Expression du laplacien en coordonnées sphériques . . ... ... .. 37
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2.5.1 Définition et propriétés du laplacien

Exercices :
Exercice A.1.27
Exercice A.1.28

Définition 2.5.1. Soit f une fonction définie sur R® qui admet des dérivées partielles secondes, on
définit la fonction laplacien par :

_02f 0’ f 0’ f
Af(M) = E(M)'F W(MH_ ﬁ(M)

Proposition 2.5.1. Si a est une constante réelle, si f et g sont deux fonctions qui admettent des
dérivées partielles secondes, on a :

A(f+g8)=Af+Ag
Alaf) = aAf
divgrad(f) = Af
div(f gradg - g gradf) = fAg - gAf

Définition 2.5.2. Soit V un champ de vecteurs dont les composantes P,Q, R admettent des dérivées
partielles secondes, on définit le laplacien vectoriel du champ V par :

AP(M)
AVIM) =| AQM)
AR(M)
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Proposition 2.5.2.

rotrotV = grad(divV) - AV.

Démontrer la proposition précédente en exercice.

<< 35
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2.5.2 Expression du laplacien en coordonnées polaires et cylindriques

Exercices :
Exercice A.1.29
Exercice A.1.30

Proposition 2.5.3. Si r,0 sont les coordonnées polaires d’un point M de R?> (M # O), si f est une
fonction de 2 variables qui admet des dérivées partielles secondes, si on définit la fonction g par
g(r,0) = f(rcos,rsinb), on a alors l'expression du laplacien :
0° 1 0°g
Af(rcos@,rsin@)zﬁ(r,@ﬂ— ( 0)+_26_92(r ,0)

Proposition 2.5.4. Si r,0, z sont les coordonnées cylindriques d'un point M de R® (M ¢ Oz), si f
est une fonction de 3 variables qui admet des dérivées partielles secondes, si on définit la fonction g
par

g(r,0,z) = f(rcos6,rsinb, z), on a alors U'expression du laplacien :

Concepts
0? 10g 1 2 0°
Af(rcosf,rsind,z) = 6§(r’ z)+—a—(r,6 )+—20—9‘§(r,9,z)+a§(r, »2)
Exemples
Exercices
Documents
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2.5.3 Expression du laplacien en coordonnées sphériques

Exercices :
Exercice A.1.31
Exercice A.1.32

Des calculs similaires a ceux effectués en coordonnées polaires, mais beaucoup plus longs,
permettent d’obtenir le laplacien en coordonnées sphériques :

Proposition 2.5.5. Si p,0, sont les coordonnées sphériques d’'un point M deR® (M ¢ Oz), si f est

une fonction de 3 variables qui admet des dérivées partielles secondes, si on définit la fonction g
par

g(p,0,¢) = f(pcosOBcosd, psinb cosd, psing), on a alors l'expression du laplacien :

2
Af(pcosBcosp, psinfcosp, psing) = 6 (p,@ (,b)+——(p 0,¢)

1 d%g tang dg 1 0°g
+—————=—5(p,0, 0,0,9)+—
(p,0,¢) - —Z & ¢( ®) 2 3972
Proposition 2.5.6. Si p,0,w (y : co-latitude) sont les coordonnées sphériques d'un point M de R3

(M ¢ Oz), si f est une fonction de 3 variables qui admet des dérivées partielles secondes, si on définit
la fonction h par

(p9¢)
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h(p,0,y) = f(pcosOsiny, psinfsiny, p cosy), Expression du
on a alors l'expression du laplacien : laplacien en
62 h coordonnées
Af(pcosBsiny, psinfsiny, pcosy) = (p,9 W) + ——(p,@ Y) sphériques
1 %h cotu/ oh 1 0°h
T . 9 Aano ) 0) = Uy + = » 9
i p?sin®y 062 0.6, 9) + u/( 2 02 oy? (0,69
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.1 Ch2-Exercicel
Démontrer les propriétés du produit scalaire :
01-0>= 050
(@) - Uz = a(U, - Up)

Ul'(U2+Ug)=Ul'Ug+Ul'Ug

(T - Un)? < (Uy - Uy) (T - Un)

Solution
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Exercice A.1.2 Ch2-Exercice2

Déterminer une équation du plan IT passant par le point M, de coordonnées (xy, ¥, Z0) €t
perpendiculaire au vecteur N de composantes (a, b, ¢).On dit que le vecteur N est normal au plan
I1.

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.3 Ch2-Exercice3

On dgfﬁnit le plan IT passant par le point M, de coordonnées (xy, yo, 2o) et perpendiculaire au
vecteur N . Soit M; un point de coordonnées (x1, y1, z1), montrer que la distance de M; a IT vaut
|MoM; - N|
IN|
Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.4 Ch2-Exercice4
Démontrer les propriétés du produit vectoriel :
Ul 74\ Uz = —l_jzAUl,

(aUy) AU = a(Uy A Us)
Ul/\((_j2+l73)=l71/\l72+[71/\l73

Solution
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Exercice A.1.5 Ch2-Exerciceb

1. Montrer que UL A (Ug A (73) = al_jg + ,6173
2. Effectuer le produit scalaire avec U; et en déduire que a = AU, - Us, B = —AU; - Uy

3. Calculer la premiére composante de (71 A (Ug A (73) et en déduire A.

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.6 Ch2-Exercice6

Montrer que || UA \7” est égal a I'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs U et V ,
on pourra s’aider d'une figure.

Solution

Concepts
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Documents
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Exercice A.1.7 Ch2-Exercice7

Soit D la droite qui passe par le point M et qui a pour vecteur directeur non nul V, montrer
| Mo My A V|

que la distance d'un point M) a D est égale a 7

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents

48



< précédent section A suivant »

Exercice A.1.8 Ch2-Exercice8
Montrer que la valeur absolue du produit mixte est égale au volume du parallépipede construit
sur U, V, W.

Solution
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Exercice A.1.9 Ch2-Exercice9

1. Soient M;, M>, M3 3 points non alignés de coordonnées respectives
(x1,y1,21), (X2, ¥2, 22), (X3, ¥3, 23), déterminer une équation du plan passant par ces 3 points.

2. Application: (x1, y1,21) = (0,2,1), (X2, y2, 22) = (1,0,1), (x3, ¥3,23) = (0,0,-1)

Solution
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Exemples
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Documents
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Exercice A.1.10 Ch2-Exercicel0

Soit M € R3, on appelle (r,0, z) les coordonnées cylindriques et (p,8, ) les coordonnées spé-
riques. Rappeler les relations permettant d’obtenir (x, y, z) en fonction de ces coordonnées. Ex-
primer r et p al’aide de x, y, z

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.11 Ch2-Exercicell

On définit f(x,y,z) = (x — X0)? + (y— yo)2 + (z— 20)?, calculer g—rzif(M).
Tracer la sphére de centre (xo, yo, zp) qui passe par M et le vecteur grad f (M).

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.12 Ch2-Exercicel2

Si a est une constante réelle, si f et g sont deux fonctions différentiables, montrer les proprié-
tés: _ .
grad(f + g) =gradf + gradg
grad(a f) = agradf

grad(f g) = fgradg + ggrad f

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.13 Ch2-Exercicel3

1. Reprendre I'exercice A.1.11 et vérifier le résultat des propositions I1.2.3 et I1.2.4.

2. Donner I'équation d'un plan sous la forme f(x, y, z) = ¢, calculer grad f. Comparer avec ce
qui a été montré dans l'exercice. A.1.2

Solution

Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.1.14 Ch2-Exercicel4

Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0,7, 7), soit M # O le point du plan dont les coor-
données polaires sont r,0, on définit i = cos07+sinf7, U= —sinf7+ cos7.
Représenter sur une figure le point M et les vecteurs ii, U.

Solution

Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.1.15 Ch2-Exercicel5

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7, J).
Si r et 0 sont les coordonnées polaires d’'un point M de R?, différent de O, on définit les vec-
teurs
i =cosf7+sinfj, U= —sinf7+cosHj.
Si f est une fonction de R? dans R, différentiable en M, on définit la fonction g par
g(r,0) = f(rcos@,rsinf). Montrer que le gradient s’écrit :

p— : 0g . log -
d 0, 0)=—=(r0)ii+-—(r0
gradf(rcos@,rsinf) Gr(r u r69(r )U
Pour ce faire on pourra utiliser les regles de dérivation des fonctions composées pour calculer

les dérivées partielles de g en fonction des dérivées partielles de f, puis en déduire les dérivées
partielles de f en fonction de celles de g et enfin remplacer dans I’expression du gradient.

Solution
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Exercice A.1.16 Ch2-Exercicel6

On définit f(x, ) = (x2 + y?)3/2. Montrer que le vecteur gradient en M est colinéaire avec OM.

Solution
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Documents
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Exercice A.1.17 Ch2-Exercicel?

Lespace est muni d'un repeére (0,7, 7, 75)
Sir, 6 et z sont les coordonnées cylindriques d'un point M de R® n’appartenant pas 2 Oz, on
définit les vecteurs
i =cos07+sinfj, U =—-sinf7+cosO
Si f est une fonction de R® dans R, différentiable en M, on définit la fonction g par
g(r,0,z) = f(rcos@,rsinf, z).
Représenter sur une figure le point M et les vecteurs 7, 7, 76, u,nv.
Montrer I'expression du gradient suivante :

— . _0g . log . Og =
gradf(rcos@,rsinf, z) = ar(r,@,z)u+ rae(r,H,z)v+ az(r,B,z)k

Solution
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58



< précédent

Exercice A.1.18 Ch2-Exercicel8

Soit V = (x2yz, x3z, x2 + y?), calculer rotV/

Solution
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Exercice A.1.19 Ch2-Exercicel9

Si f est une fonction différentiable, si a est une constante, si 17, \71, \72 sont des champs de
vecteurs différentiables,démontrer les relations suivantes :

rot(V; + V) = rot(V;) + rot(),

rot(aV) = arot(V),

Tot(f ) = f rot(V) + grad f A V

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents

60



< précédent

Exercice A.1.20 Ch2-Exercice20

Soit V=| wx | Montrer que otV = 2wk
0

Solution
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Exercice A.1.21 Ch2-Exercice21

Soit f une fonction de R® dans R dont les dérivées partielles secondes sont continues, mon-
trer que rF:[(grad )= 0

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.22 Ch2-Exercice22

Montrer que si f et g sont 2 fonctions différentiables qui vérifient grad f = gradg, alors f —g =
¢ ol ¢ est une constante.

Solution

Concepts
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Documents
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Exercice A.1.23 Ch2-Exercice23

Montrer que le champ de vecteur V = (y, x+2z, y+2z) dérive d’'un potentiel, calculer ce
potentiel.(réponse : f(x,¥,2) = Xy +zy + 2> +c)

Solution

Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.1.24 Ch2-Exercice24

On définit le champ de vecteurs de composantes V = (ax,ay,az) ot @ est une constante.
Calculer divV, représenter le champ de vecteurs pour a > 0, puis pour @ < 0. Pouvez-vous en
déduire une interprétation géométrique de la divergence.

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.25 Ch2-Exercice25

Si f est une fonction différentiable, si @ est une constante, si \71, \72 sont des champs de vec-
teurs différentiables, montrer les relations suivantes :

div(V; + V») = div(Vy) + div(Va),

div(aV) = adiv(V),
div(fV) = fdiv(V) + gradf - V

diV(Vl AN ‘72) = ‘72 I'—(;EVI - ‘71 I‘—(RVZ

Solution
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Exercice A.1.26 Ch2-Exercice26

Montrer que sile champ de vecteurs V dérive d'un potentiel vecteur A, alors divV = 0.

Solution
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Exercice A.1.27 Ch2-Exercice27

Si @ est une constante réelle, si f et g sont deux fonctions qui admettent des dérivées partielles
secondes, démontrer les propriétés suivantes :

A(f+8)=Af+Ag
Alaf)=aAf
divgrad(f) = Af

div(fgradg - ggradf) = fAg - gAf

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.28 Ch2-Exercice28

Montrer que :

- =

rotrotV = grad(divV) - AV.

Solution
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Exercice A.1.29 Ch2-Exercice29

Si r,0 sont les coordonnées polaires d'un point M de R% (M # 0), si f est une fonction de 2
variables qui admet des dérivées secondes continues, on définit la fonction g par
g(r,0) = f(rcos8,rsin).

1. Exprimer les dérivées partielles premiéres de g a I'aide des dérivées partielles de f.

2. En déduire que :

of . B 0g sinf 0g :
a(rcos@,rsm@)—cosﬂa(r,ﬂ) T%(rﬁ)—gﬂrﬁ)»
0 0 00
%(rcos@, rsind) = sinea—f(r,e) 4 28 a—g(r,e) - 2(1,6)
3. Calculer les dérivées partielles de g1, g2 par rapport a r et 8 a 'aide des dérivées partielles

de g.
2 2
4. En déduire —= (rcos@, rsinf) et —= (r cos, rsin0).
0x? 0y?

5. En déduire I'expression du laplacien en coordonnées polaires.

Solution Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.30 Ch2-Exercice30

Sir,0, z sont les coordonnées cylindriques d'un point M de R3 (M ¢ Oz), si [ estune fonction
de 3 variables qui admet des dérivées partielles secondes continues, si on définit la fonction g par
g(r,0,z) = f(rcos(8), rsin(f), z), montrer alors que I'on a I'expression du laplacien :
g 10 1 d’g g

ﬁ(r,g,Z)'F;a_f(r,e,Z)"F—_(r,H,Z)'i'_(r,e,Z)

Af(rcosf,rsinf, z) = 2 562 022

Solution
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Exercice A.1.31 Ch2-Exercice31

1. Dans le plan on définit la fonction suivante pour (x, y) # (0,0) :

1
(X,)) = ———=
fley Fa

(a) Calculer le laplacien de f en utilisant les coordonnées cartésiennes .

(b) Calculer le laplacien de f en utilisant les coordonnées polaires

2. Dans l'espace on définit la fonction suivante pour (x, y, z) # (0,0,0) :

1
X, 9,2) = ——/———=
e VX2 +y?+ 22

(a) Calculer le laplacien de f en utilisant les coordonnées cartésiennes.

(b) Calculer le laplacien de f en utilisant les coordonnées sphériques

Solution
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Exemples
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Exercice A.1.32 Ch2-Exercice32

Utiliser la proposition I1.5.5, pour démontrer la proposition IL.5.6.
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Exercice A.2.1 petit formulaire

On suppose les fonctions (f, g : R3 — R) et les champs de vecteurs (A4,B,C: R3 — R?) suffi-
samment réguliers. Démontrer les formules suivantes.

0)
1)
)
3)
4
5)
(6)
)
8)
)

AANBAC)=B(A-C)-C(A-B)

grad(fg) = fgradg + ggrad f

div(fA) = fdivA+ A-gradf

div(gradf) =Af

div(fgradg — ggradf) = fAg—gAf

rot(fA) = frotA+gradf A A

div(AAB) = B-rotA— A-rotB

div(rotA) =0

rot(rotA) = grad(divA) — A A

rot(A A B) = Adiv(B) — Bdiv(A) + (B -grad)A— (A-grad)B

(10) grad(A-B) = AArotB+ BArotA+ (B-grad)A+ (A-grad)B
Sauf mention contraire, ces formules seront désormais utilisées sans justification.
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Exercice A.2.2 gradient dans R?

Dans cet exercice O désigne I'origine de R et (7, j) sa base canonique. On pose OM=xi+ v

etr= ‘W| = /X% + y2.

1. Calculer les composantes de grad f dans chacun des cas suivants.
(@ f(x,y)=r", ol nestunentier,n=>1
(b) f(x,y)=Inr
© fy=1

2. Montrer que si f est une fonction ne dépendant que de r (on dit que f est radiale, et on
notera f(x,y) = f(r)), alors

of OM
radf(r) = ———

gradf(r) or r

Retrouver les résultats obtenus ci-dessus.
3. Résoudre grady (r) = 3r5ﬁ/[

4. Trouver ® = ®(r) solution de .
oM
gradd = =

D(2) = 1

5. On considere (dans R?) un dipole électrique de charge g, de taille a, centré en 0 et d’axe Ox
(il s’agit donc d'une charge —¢q placée en (—a/2,0,0) et d'une charge g placée en (a/2,0,0)).
On observe une magnifique symétrie d’axe Ox, il suffit donc d’observer ce qui se passe dans

76 | 4.4
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un plan contenant cet axe, on choisit le plan z = 0 comme d’hab. Un point M dans ce plan Exercice A.2.2
sera repéré par deux coordonnées uniquement M = (x, y). Le potentiel a grande distance gradient dans R?
peut s’écrire (c’est une bonne approximation lorsque r = |OM| est trés grand devant a)
gacos6
M) =—
f Ameyr?
(a) Déterminerles composantes E; et Ey dans le repére polaire du champ électrique E(M) =
—grad f (M) créé par ce dipole.
(b) En déduire I'’expression de E dans la base canonique (?, f).
(c) Retrouver ce résultat directement a partir de I'expression de f en coordonnées carté-
siennes.
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.3 opérateur aux dérivées partielles intervenant en physique

1. Soient deux fonctions

f:R* — R

X 1
— o)) = ——

(J/) ftoy VX2 +y?

g:R® — R
* 1
y — g(x,y,2) =

2 Vx2+y?+ 22
(a) Calculer Af et Ag en utilisant les coordonnées cartésiennes.

(b) Calculer Af en utilisant les coordonnées polaires, et Ag en utilisant les coordonnées
cylindriques.

(c) Calculer Ag en utilisant les coordonnées sphériques.
On fera une figure illustrant les différents systémes de coordonnées.

2. On dit qu'un champ de vecteurs est solénoidal si sa divergence est nulle. Trouver toutes les
fonctions g : R® — R différentiables et telles que

|gradg(r)| =5 au point (-1,1,0)
g(r)O—M solénoidal
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3. Exprimer I'équation de la chaleur
1 ou

“Tar
en coordonnées sphériques (#(M, ) est une fonction de 4 variables représentant la tempé-
rature au point M € R a I'instant ¢ € R). Considérer le cas oll # ne dépend ni de r ni de ¢
(cas 1), puis le cas ou u ne dépend ni de 0, ni de ¢ (cas 2).

4. Exprimer |’équation de Maxwell

{E 0B
rotE = ——
ot

en coordonnées sphériques (E(M, t) et B(M, t) sont deux champs de vecteurs dépendant
du temps t, ou autrement dit, deux fonctions de 4 variables a valeurs dans R?, représentant
respectivement le champ électrique et I'impulsion magnétique au point M € R? a I'instant
t € R). Que se passe-t-il si H est constant et E ne dépend que de r ?

5. On dit qu'une fonction u: R? — R de classe €2 est harmonique si son laplacien est nul.

(a) Déterminer toutes les fonctions harmoniques a variables séparées, c’est-a-dire du type
u(x, y) = f(x)gy).

(b) Montrer que la recherche des fonctions harmoniques a variables séparées en coor-
données polaires u(r,0) = f(r)g(6) conduit a 'équation de Bessel (ou1 n € IN).

rzf"+l‘f’—l’l2f=0
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Exercice A.2.4 champs et potentiels

Soit ¢ € R3. On considere le champ scalaire

uw:R?® — R
1
M — ulM)= c-grad;

our=|M|=x*+y*+ 2%

1. Vérifier que

c-OM —
oM

1
radu=—-—c+3
8 3 5

2. Monter que le champ gradu est a divergence nulle.

3. En déduire que gradu dérive d'un potentiel vecteur W qu’on cherchera sous la forme W =

fen OT\ZD (et il faut donc déterminer f(r)).

80
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Exercice A.2.5 champs et potentiels

On considere le champ de vecteur

V:R® — R3
x
1+72
M — VM= y +By’z
1+Zr2
22 B3
1+r2 P

otl e, Be R etottonaposé r = /x%+y2 + 22,
1. Montrer que
VBeR, otV =0 < a =a

ou ag est une constante a déterminer.

2. On prend a = ap. En déduire que V dérive d’'un potentiel et déterminer f : R® — R pour

que V =gradf.
3. On pose =0. Calculer Af.
4. Retrouver le résultat précédent a I'aide de 'expression de A f en coordonnées sphériques. Concepts
Solution
Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.6 champs et potentiels

1. Montrer que le champ de vecteurs

V:R® — R3
—Xz
3
M — VM=| —3
-
1 Z?
ror
dérive d'un potentiel qu'on déterminera.
2. On considere le champ de vecteurs
U:R* — R’
2xz
M — UM=| -2yz
_(xz _ y2)

Déterminer ¢ : R — R pour que le champ de vecteur V(M) = ¢p(z) U (M) dérive d'un poten-
tiel qu’on déterminera. Concepts

3. Montrer que le champ de vecteurs W = Or—gM dérive d'un potentiel qu’on déterminera.

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.7 champs et potentiel vecteur

On considere le champ de vecteurs

V:R}® — R?
2y+z
M — VM)=| 2x+z
x+y

1. Montrer qu’il existe un champ de vecteur A:R® — R3 tel que V =rotA.

2. On cherche un tel champ A sous la forme

AR — R
x(2z-y)
M — AM)=| yd(x,2)
zy(x,y)

Déterminer la forme générale des fonctions ¢ et 1 pour que V = rotA.

3. On impose de plus divA = 0 (une telle condition supplémentaire s’appelle condition de

jauge). Déterminer ¢ et y. Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.8
On définit dans le plan (xoy) I'ensemble
r= {(x,y) €[-1,11 x[-v2,v2] | 28 +9x1%+ y* +3y2 - 10 = 0}

1. Pour tout point (xg, yo) € I', donner une équation de la droite tangente en ce point.
2. En quels points de T', la droite tangente est-elle parallele a I'axe (Ox) ?

3. Donner la direction de la droite tangente aux points (—1,0) et (1,0).

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Annexe B
Exemples

B.1 Calcul pratique d'un potentiel . .. ... ... ... ... ... ........ 86

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exemple B.1 Calcul pratique d'un potentiel

2x yz +cosy
Soit le champ de vecteurs définipar: V = x?z° - xsm y+é?
3x? yz + ye*
On vérifie que rotV =0, donc le champ de vecteurs V dérive d’un potentiel f que nous allons
calculer maintenant.

0
6—f(x,y,z) =2xyz° +cosy = f(x,,2) = x°yz° + xcos y + fi(y, 2)
X

On procéde comme pour le calcul de primitives de fonctions d'une variable, ici y, z jouent le role
de parametres et bien sir la "constante" additive est une fonction de y, z. On tient compte de ce
premier résultat dans la suite des calculs.

of 2.3

0fi
—(x V2)= x2z3 —xsmy+e =Xz —x31ny+a—f(y,z):>f1(y,z) yez+f2(z)
y

0
a—f(x, ¥,2) = ?)x?‘yz2 +ye* = 3x2y22 +yet+ fz’(z) = frlz)=c
z

On a donc obtenu :
Concepts

f(x,y,2) = x*yz° + xcosy + ye* + ¢

Exemples
Exercices
Documents
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chapitre A

Document C.1 documentl

On va démontrer le théoreme suivant :

Soit V un champ de vecteurs défini sur R® dont les composantes P, Q, R admettent des dé-
rivées partielles premieres continues, supposons que rotV = 0, alors il existe une fonction f qui
vérifie ai f=v

OR 0Q

0y 0z

) . . — o o 0P OR
Démonstration.— PuisquerotV =0,ona:{ — = a5
8% %

ox 0y

Soient x1, y1, 21 des constantes, on définit la fonction f de la facon suivante :

X ¥y %

f(x,y,Z)Zf P(é-ryyz)d6+ Q(xlrnyz)dn+f R(xlyylyc)dc
X1 n 21

La fonction f est bien définie en effet puique P, Q, R ont des dérivées partielles premieres conti-

nues, elles sont différentiables donc continues donc leurs applications partielles sont continues,

chacune des intégrales est donc définie. On peut remarquer que le premier terme de f dépend de

X,¥, 2, le deuxieme terme de f dépend de y, z, le troisieme terme de f dépend de z.On obtient les Concepts

Exemples
Exercices
Documents

88 | 4.4



chapitre A

dérivées partielles de f : Document C.1

of documentl
a(x, »z) = P2
af
—(x,32) = f —(6 1,2)dé+Q(x1,y,2)
ay Xl
= f —(5 ¥,2)d¢ +Q(x1,y,2)
X1
= Qx,52)—-Q(x1,y,2) +Q(x1,y,2) = Qx,y,2),
0 XopP Yo
é(x,y,Z) = 5 a — (¢, y,z)d¢“+[ylg(xl,n,Z)dn+R(x1,y1,Z)
: d YOR dn+R
- “ a (fyyrz) €+f};1@(x1)nyz) T’+ (xl,}/bz)
= R(x,y,2)—R(x1,y,2) + R(x1,y,2) — R(x1,1,2) + R(x1, 1,2) = R(X, y, 2).
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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Index des concepts

Le gras indique un grain ou le concept est dé- G
fini; I'italique indique un renvoi a un exercice ouun Gradient en coordonnées polaires et cylindriques

exemple, le gras italique a un document, et le ro- 20

main a un grain oi1 le concept est mentionné. Gradient-définition et propriétés............ 15

Champsdevecteurs...........cooveneennenn.. 10 I

Coordonnées polaires, cylindriques et sphériques Iso-valeurs ........cooviiiiiniiiininnnnennn. 17

11

D Laplacien-définition et propriétés........... 34

DiVergence . .......ooueeueeunenneineeneennnnn. 30 Laplacien-expression en coordonnées polaires
et cylindriques...................... 36

E

Expression du laplacien en coordonnées sphé- P
FIQUES -+ eee e g7 Potentielscalaire......................... 27,31

Potentiel vecteur..............cooviiiiin.n. 31
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Produit miXte.........oovuiniirininrininnnnnns. 8
Produitscalaire................ccoooiiiiiii.... 4
Produit vectoriel............ccooiiiiiiiniin.n. 6

R

Rotationnel-exemple et interprétation ...... 25

V

Vecteur rotationnel-définition et propriétés .23

<<
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Solution de I'exercice A.1.1

Pour les 3 premiéres propriétés, il suffit d'utiliser la définition du produit scalaire avec les composantes, pour la qua-
trieme, utiliser le fait que |cos6| < 1.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.2

Faites une figure.
MeTl < MyM-N =0,

donc I'équation du plan est :
a(x—xo) +b(y - yo) +c(z—20) =0

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.3

Faites une figure.
Ecrire I'expression du produit scalaire utilisant le cosinus de I'angle a entre les vecteurs MyM; et N.

—_ |MoM, - N|
6 = MoMlllcosa| = ————
NI

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.4

Utiliser la définition du produit vectoriel avec les composantes des vecteurs.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.5

1. 171 A (U A Us) est perpendiculaire a Us A Us, donc appartient au plan Us, Us.
2. (U] 74\ ((72 AN Ug)) ° ﬁl =0.donc

= = = a
aU2~U1+,6U3-U1=0© == =—_,'B_, =A
Us- U U, -U;

3. On a montré dans la question précédente que
Ui AUz AU3) = AU, - Us) Uz — (U, - Uz) Us)

Il suffit donc de calculer la premiere composante de I'un et 'autre des vecteurs pour en déduire A.

On obtient :
Ui A(UxANU3) = (Ur - U3)Us — (U - Ub) Us.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.6

U

A=h||Ul, h=|V||sinal

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.7

_—

Faites une figure, si 6 est 'angle entre MyM, et V :

6 = [MoM;|l|sind|

D’ot1 le résultat.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.8

UAV
h
o \2 v

—

U

Le volume est égal a I'aire d'une base multipliée par la hauteur correspondante: v=a x h
On utilise les propriétés du produit vectoriel, I'aire a de la base construite sur U et V, vauta= |U A V||.

La hauteur & vaut HW” x |cosa|, ou a est 'angle entre W et un vecteur normal a la base, on peut choisir comme
vecteur normal UA V.

On a donc obtenu : v = ||(7/\ ‘7” % ||I7V|| x |cosa| = [(UAV)-W|.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.9

M eIl & My M, M) My, M) M3 sont coplanaires

donc

(MM, My M,, MiM3) =0

Si (a, b, ¢) sont les composantes de

_— —

My M, A My M3,

I'équation du plan est
a(x—=x1)+b(y—y)+c(z=2)=0

. On vérifie bien que les 3 points ne sont pas alignés puisque M; M, n’est pas proportionnel a M; M3

_—

MMy AN My Ms = (4,2,-2)

D’otl1 une équation du plan est
2x+(y-2)—-(z-1)=02x+y—-2z-1=0

Pour détecter vos erreurs de calcul éventuelles vérifiez bien que les coordonnées de M;, M, M3 sont solutions de
I’équation trouvée.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.10

X =rcos6
r=v/x2+y%<{ y=rsinf ,reR’, 6€[0,2n], ze R
z=2z

Xx = pcos¢cosd

p=\/x2+y2+zz,{ y=pcospsind peR", pe [_E E], 0 €[0,27[

z=psing 22

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.11

gradf(M) = 2(x — Xo, ¥ — Yo, 2 — 20) = 2QM.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.12

Il suffit d’utiliser les résultats sur les dérivées partielles d'une somme ou d'un produit de fonctions

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.13

1. Le "rayon" QM est orthogonal a la spheére en M. Il "pointe" vers les spheres de rayon plus grand.

2.
ax+pPy+yz=c,

gradf = (a,B,y) =N

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.14

v

<

~.|

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.15

0 0 0
—g(r,G) = cos@—f(rcos9, rsin ) +sin9—f(rcos9, rsin @)
or 0x oy

0 0 0
—g(r, 0) = —rsinH—f(rCOSH, rsin@) + rcos@—f(rcose, rsin@)
00 0x oy

On en déduit que :

g(rcos@, rsinf) = cosea—g(rﬁ) - 1sinBa—g(r,H)
0x or r 6
6—f(r0030 rsinf) = smBag(r,B) +— 1 cosB (r 0)
oy or r

On remplace dans I'expression du gradient :

gradf— ﬁ %*

ay]'

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.16

g(r,0) = f(rcosb,rsinf) = r

La dérivée partielle de g par rapport a 6 est donc nulle, donc le gradient de f est proportionnel a # qui est lui-méme
proportionnel a OM

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.17

————— o>
ey

%
M<
u

O =5 - - - =

On s’inspire de 'exercice A.1.15 pour calculer de fagon similaire af O_f O_f en fonction des dérivées partielles de g.

Remplacer dans I'expression du gradient :

0
grad = —f af ajzf k.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.18

ﬁ?z(Zy—xS, xzy—2x, 2x2z)

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.19

Utiliser les regles de dérivation d'une somme ou d'un produit de fonctions, par exemple, calculons la premiere compo-
sante de V' =rot(fV):

P = i(f(x )R(x ))—i(f(x )Q(x, y,2))
- ay »J/;Z yyyz az )y)Z )y)Z
_ of oR _of _ 9Q
= ay(x,y,Z)R(x,y,ZHf (x,3,2) 3y (x,¥,2) e (x,5,2Q(x,y,2) — f(x,¥,2) P (x,¥,2)
OR 0Q
0

_ oR _9Q of _9f
= f(x, 2 y(x,y,Z) aZ(x,y,Z))+ay(x,y,Z)R(x,y,Z) az(x,y,Z))Q(x,y,Z)

On reconnait la premiére composante de f rot(V) + gradf AV

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.20

Appliquer la définition du rotationnel.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.21

Appliquer le théoreme de Schwarz
*f . 0’ f
0xdy 0ydx

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.22

On écrit successivement I'égalité des composantes de grad f et gradg

of _%8 -8 _
ax(xyyrz)_ 6x(x;yyz)@ ax -

0

Donc f — g ne dépend pas de x.
On continue avec les variables y, z.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.23

On calcule rotV, on en déduit I'existence d’un potentiel f .

0
a—i(x,y,Z) =y=fxy2=yx+ fi(y,2)

Préciser I'expression précédente en traduisant que

of

a(x,y,z) =x+2z.

Continuer avec
of
0z
Inspirez vous de I'exemple traité dans le cours. La solution est :

f(x,y,2)=xy+zy+z°+c

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.24

divV = 3a

N

//¢\\

\

Retour a I'exercice A

Si a > 0 le champ "diverge".



Solution de I'exercice A.1.25

Utiliser les regles de dérivation de la somme, du produit, attention a est une constante alors que f dépend de x, y, z

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.26

div(rotA) = 0
il suffit d’appliquer le théoreme de Schwarz

0°f  0°f

0x0y 0yox

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.27

Utiliser les regles de dérivation de la somme, du produit , attention @ est une constante alors que f et g dépendent de
Xz
Pour la derniere égalité, calculer div(fgradg).

Utiliser les résultats démontrés sur div(f V), div(ggaag).
On obtient : . .
div(fgradg) = fAg +gradf -gradg

En déduire le résultat.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.28

Il suffit d’appliquer les différentes définitions et de comparer le vecteur de droite et le vecteur de gauche.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.29

1. Revoir I'exercice A.1.15 pour le calcul des dérivés partielles de g en fonction des dérivées partielles de f

2. 1l suffit de résoudre le systeme linéaire précédent.

3.
2 : . 2
%(ne) - cosH(;T‘g(r,H) + Slrizgg—g(r,e) - g;r—;’;(r,e)
2 . 2
%(rﬁ) = —sinBZ—f(r,B) +C08066r689 (r,0) — CO:H g—g(r,@) — g%(rﬁ)
2 2
%(n@) = sinHZT‘g(r,H) _ C‘;ig g—‘g(rﬁ) + Corse aaréz (r,0)
2 : 2
%(r,@) = coseg—f(r,@) + sin@aaragg (r,0) - gg—g(h@) + cors9 ZT’g(r,H)
4. Vous savez calculer
of
ox
al'aide de
dg 0g
or’ 06
Donc vous savez calculer
0 of
9% ox’
al’aide de
0g1 081
or’ 00
Ona , )
—=(rcosf,rsinf) = cosH%U,Q) - ﬁ%(r,e)

0x2 or r 00



11 suffit maintenant de remplacer par les expressions précedemment calculées. On obtient :

62f cos? Hazg 2sinfcosf 0g  2sinf cosb 0°g . sin’0 ag N sin’0 8°g
0x2 or? P a0 r orof r or r  00?
Faire un calcul similaire pour obtenir
0’ f
ay?

*f 0*f

5. Il suffit d’ajouter — et —

0x?  0y?

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.30

Exprimer
dg dg 0g
or’ 00’ dz
al’aide de
of of of
0x’ 0y’ 0z
Résoudre le systéme linéaire pour obtenir
of of of
dx’ 0y’ 0z
al’aide de
dg 0g 0g
or’ 00’ dz
Si vous savez calculer
of
ox’
vous savez calculer
0% f
0x2

C’est la méme chose que dans 'exercice A.1.30.

Retour a I'exercice a



2.

Solution de I'exercice A.1.31

(@

0
é(x,y) —E(x +y) 3/22x——x(x +y) 3/2
0 1 _ _
a_j;(x'y)=_§(x2+y2) 3/22y=—y(x2+y2) 3/2
& ) 2 )
f 2, 2232, 3X 2 o 52 —X“ -y +3x 2x°—y
5 &Y =-(x"+y7) +—(x“+y9)7°2x) = =
y y 2 Y (x2 + y2)5/2 (x2 + y2)5/2
Calculer
62f
0y?
en déduire y
1
Af= x“+y _
(x2 + y2)5/2 (x2 + y2)3/2
(b) )
1 dg 1 o°g 2 1
6 =) = === — = = —= A = —
g(no) = r’ or r2’ orz2 3 ! r3

C’est beaucoup plus rapide!
(@

1
a(x,y,z) —E(x +y +25)73202x = —x(x® +y R

of

1
@(x,y,z) —z(x +y +z) 3/22y— y(x +y +z) 3/2

of

1
a—(x, ¥,2) = _E(XZ + 2 +2873222 = —z2(1® + 2 + 22 73/2
z



2
@(x, ¥ 2)

- 3x _
—(x2+y2+zz) 3/2+7(x2+y2+z2) 5/2(_gy)
—x? - y? - z% +3x?

2

2x2—y? -z

On calcule

On en déduit :

(b) )
1 og 1 o0°g 2
,9:_,_:——,—:—,A :0
g(r.9) r or r2’ or2 3 f

C’est beaucoup plus rapide!

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.32

g(0,0,0) = h(p,e,g—@

en utilisant les résultats sur les dérivées des fonctions composées, on obtient :

oh b4 oh

0917
2(0)62<”—)—62—h(6)
g2 P ¢ wp,, ¢—aw2puw

par ailleurs les dérivées partielles de & et g par rapport a p et 6 sont les mémes.
Les angles ¢ et ¢ sont complémentaires, les sinus et cosinus "s'échangent", d’otu le résultat.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.2.5

0Z 0Y 2yz

[ — 1-—

dy 0z (1+x2+y2+z2)2( @
w=| &2 22 (g-1)
otV = 0z 0x  (1+x2+y2+22)?2

oy _oX _

ox dy

donc rotV =0 ssi a = 1 pour tout f.

2. On choisit @ = 1. Comme rotV =0, il existe f: R3 — R telle que V = gradf.

of X M
0x  1+x2+y2+2z2

of Y 2

3y T Tadegpez PV @
af Z B 3
e S— 3
0z 1+x2+ y% + 22 5 &l

En intégrant (1) par rapport a x (ay et z fixés)
1
fx,3,2) = Eln(l +x% +y2 +2%) + Ay, 2)

En reportant dans (2) :
oA

A
3y By“z
qui s’integre (par rapport ay, a z fixé) en

Ay, 2) = §y3 +v(2)



Dot f(x,y,2) = 3In(1+x* + y* + 2%) + §y3 +v(z) qu'on reporte dans (3) pour obtenir : v/(z) = 0 et donc v(z) = ¢
(fonction constante).
On peut donc choisir comme potentiel, toute fonction du type :

1
flx,y,2) = zln(1+x2+y2+z2)+§y3+c

ol c € R est une constante arbitraire.
. On pose =0. On choisit c =0, on a donc f(x,y,z) = %ln(l +x%+y?2+ 2.

of X

PP (sans calcul, car c’est la premiere composante de V)
x X*+y*+z

*f  1+y*+z%-x°
0x2  (1+x%+y2+22)2

De méme (role symétrique joué pary et z)

o’ f B 1+x2-y*+2?
6_3/2 T (1+x2+y2+22)2
o’ f _ 1+x2+y? - 22
022 A+ x2+ y2+2z2)?

3+x2+ 2+ 22
Af= W+ +z
(1+x%2+y?+2%)2

. f(x,7,2) = 3In(1 +r?) en posant r? = x*> + y? + z% (coord. sphérique)
2

En coordonnées sphériques (cf cours) :



62 2 6g 1 2N s 2 s e
Af = F ———-oug(r,0,¢)=3In(l+r") (indépendant de 6 et ¢ ici)
=

8 (T) - 1+r2’ g”(r) m D'ou:

| = . 2r _ 3+r?
A+72)2 (1412 (1+12)2

Af =

Ce qui est bien le résultat obtenu au 3.

Retour a I'exercice a
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