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Il s’agit ici de généraliser les résultats du chapitre précédent, et notamment de donner un sens
alanotation:

Concepts
fff fx,y,2)dxdydz
D
ol1 f: D cR® — Ravec D une partie bornée de R5.
On ne possede pas de représentation vraiment concrete des intégrales triples alors qu’on pouvait Exercices

interpréter une intégrale double comme un volume et une intégrale simple comme une aire.
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5.1.1 Volume d’un ensemble de R®

On se pose ici le probleme de savoir sur quel genre d’ensemble D on va pouvoir calculer une
intégrale triple.

Définition 5.1.1. Un ensemble D c R® est borné s'il existe un parallélépipéde P = [a; b) x [c, d] x
[y,0] tel que D c P.

Comme au chapitre précédent, si on se fixe le parallélépipede P pour un ensemble D donné,
on peut le découper en plus petits parallélépipedes, suivant des plans paralleles a (xOy), (xOz),
(yOz). Pour n € N*, on pose :

-a
x;=a+i

n
yi=c+j]j——
zr=y+k—

pour i, j,k=0,1,2,..., n, ce qui définit les parallélépipedes P; j i :
Pi k= [xi, Xir1] X [y}, Yj+1] ¥ (2, Zk+1]

Définition 5.1.2. Pour n donné, on note D;; I'ensemble obtenu en prenant tous les P; j . de ce
maillage ayant au moins un point commun avec D, D c Dj,.

On note D,, l'ensemble obtenu en prenant tous les P; j . du maillage entierement contenus dans D,
D, cD.

Concepts

Exercices
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On définit les volumes 7,; et ¥,' respectifs de D;, et D}, comme étant la somme des volumes
des P; j i les formant.
(b-a)d-0c)(6-7)

ns

V@i, j, k) ¥ (Pijk) =
Définition 5.1.3. On dira qu'une partie bornée D de R® est cubable si :
lim 7, = lim 7,
p—00 p—00

et on définira le volume de D, noté V (D) comme étant la limite commune des deux suites.
Dans le méme esprit qu’au chapitre précédent, la plupart du temps, on considérera des en-
sembles D limités par des surfaces régulieres (définies par des équations cartésiennes ou para-

meétriques faisant intervenir des fonctions différentiables...), ce qui assurera que ces ensembles
sont cubables.

<< 5
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Concepts
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5.1.2 Définition de I'intégrale triple

On considére une partie cubable D de IR® et on réutilise ici les notations du paragraphe V.1.
Soit f: D — Rune fonction définie et bornée sur D, on prolonge, comme au chapitre précédent,
f au parallélépipede P en posant :

f(x,y,2) =0pour (x,y,z) € P\ D

on pose également :
M= sup f(x,y,2) m= inf f(x,y2)
(x,y,2)eP (x,y,2)€P

On pose enfin, pour0<i<n-10<j<n-let0<k<n-1:

M; jk=  sup f(x,9,2) Mmi k= inf  f(x,y,2)

x,1,2)€P; (x,5,2)EP; j

Définition 5.1.4. Pour n € N*, on définit les sommes de Riemann associées a f et au découpage

d’ordre n de D en posant :
n-1n-1n-1

sn(P)= 2 2 2 mi iV (Pijk)

i=0 j=0 k=0

Concepts
et
n-ln-1n-1
Sn(f) =2 2 > MijiV (Pijk)
i=0 j=0 k=0
= Exercices

_ b—a)d-9)6-y)
=

avecV (P; j i) v(i,j, k).
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On est alors en mesure de définir I'intégrale de f sur D : Définition de

Définition 5.1.5. f: D — R est intégrable sur D si : Fintégrale triple
Jim s ()= i S

Cette limite est l'intégrale triple de f sur I'ensemble cubable D, on note ce nombre :

fff fx,y,2)dxdydz
D

Concepts

Exercices

<< 7
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5.2 Propriétés de I'intégrale triple

5.2.1 Retour auvolume d'unensemble .. ................... 9
5.2.2 Propriétés élémentaires . . . . ... ... ... ... e 10
5.2.3 Quelquesinégalités . . . . . . . .. . ... ... 11

Concepts

Exercices
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5.2.1 Retour au volume d’un ensemble

Exercices :
Exercice A.1.1

Si on considere la fonction f définie par f(x,y,z) =1 pour (x,y,2) € D = [a, b] x [c,d] x [y,0],
il est facile de voir, avec la définition de

fff fx,y,2dxdydz
la,b]x[c,d]x[y,0]

que cette intégrale triple vaut 7 (D) = (b—a)(d — ¢)(y — ).
De maniere générale, onala:

Proposition 5.2.1. Pour un ensemble cubable D c R3,

fff dxdydz =V (D)
D

Concepts

Exercices
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5.2.2 Propriétés élémentaires

Elles sont, pour I'essentiel, analogues a celles obtenues pour I'intégrale double :

Proposition 5.2.2 (linéarité de 'intégrale).

fff(f(x,y,z)+g(x,y,z))dxdydz=f/f f(x,y,z)dxdydz+fff gx,y,2)dxdydz
D D D
fff Af(x,y,z)dxdydz:/lfff fx,y,2dxdydz
D D

ot f, g sont des fonctions intégrables sur D et A € R.

Proposition 5.2.3. Soient D et D, deux ensembles cubables disjoints, alors D1 U D, est cubable et :

fff f(x,y,z)dxdydz:ff f(x,y,z)dxdydz+fff f(x,y,2)dxdydz
D1UD2 D] D2

Concepts

Exercices

10
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5.2.3 Quelques inégalités

Proposition 5.2.4. 1. Sif(x,y,2) =0 surD, alors

fff f(x,y,2)dxdydz=0
D

2. Sif(x,y,2) <gx,y,2) sur D, alors

fff f(x,y,z)dxdydzsfff g(x,y,2)dxdydz
D D

Proposition 5.2.5. Si f est une fonction intégrable sur D, alors | f| est intégrable sur D et

fff fx,y,2)dxdydz Sfff | f(x,y,2)ldxdydz<7V (D) sup |f(x,y,2)
D D

(x,y,2)€D
ouV D)= [ [ [pdxdydz.
Proposition 5.2.6. Si f(x, y,z) =0 sur D et D; < D, alors

fff f(x,y,z)dxdydzsfff f(x,y,2)dxdydz.
D1 DZ

Proposition 5.2.7 (inégalité de Schwarz).

2
(//[ f(x,y,z)g(x,y,z)dxdydz) Concepts
D

s(fffD[f(x,y,z)]zdxdydz)(fffD[g(x,y,z)]zdxdydz

ot f, g sont des fonctions intégrables sur D.

Exercices

11
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Exercices
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5.3.1 Intégrale sur un parallélépipede, cas des variables séparables

C’est I'analogue du résultat obtenu pour 'intégrale double

Proposition 5.3.1. Soit D le parallélépipede [a; b] x [c;d] x [y;0] ota<b,c<d,y<0.Si
Y(x, 3,2 €D f(x,¥,2) =gx)h(y)I(2)

ot g, h et | sont des fonctions continues sur [a; b], [c; d] et [y; 8] respectivement, alors

[fj;)f(x,y,z)dxdydz= (ng(x)dx)~(fcd h(y)dy)~(f:l(z)dz)

Concepts

Exercices

13
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5.3.2 Calcul avec la méthode des batonnets

On suppose que I'’ensemble d’intégration D considéré peut étre défini par :
D={(x,y2 €eR’/(x,y) € A, ¢1(x,y) <2< p2(x, )}

ol1 A est une partie de R? et ¢»1, ¢, des fonctions de A dans R, on pourrait dire que A est 'ombre
de D sur le plan (xOy) si on éclaire D suivant (Oz) (cf. figure V.3.1). D est alors un cylindre formé
sur la courbe limitant A que ’on a fermé avec les surfaces

Zitz=di(x,y) et Ly z=a(x,y)

Théoréme 5.3.1. Sous ces hypotheses faites sur D, si f : D — R est intégrable, on a:

¢’2(va’)
fff f(x,y,z)dxdydz:ff (f fx,y,2)dz|dxdy
D A\JPi(x,y)

Le calculde F(x,y) = [ (/ﬁ 2((;;;) f(x,y,2)dz correspond a un découpage de D suivant des baton-
nets paralleles a (Oz) (cf. figure V.3.2), dont la section infinitésimale correspond au quadrillage de
I'ensemble A.

On rassemble tous ces batonnets lorsque I'on calcule

ff F(x,y)dxdy
A

14 | 4.4

Concepts

Exercices
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2, =Q(xy)

=0, (X)

X

FIGURE 5.3.1 — Ensemble pour lequel on peut appliquer la méthode des batonnets

Calcul avecla
méthode des
batonnets

Concepts

Exercices
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Calcul avecla
méthode des
Z batonnets
D
N
(@]
y
A
Concepts
FIGURE 5.3.2 — Un batonnet
Exercices

16 | 4.4
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Remarque 5.3.1. Pour obtenir le volume de D, on peut dans ce cas écrire :

Calcul avec la
V(D) = f f (¢2(x, ) - 1 (x, ) dxdy méthode des
A batonnets
Exemple 5.3.1. Soit I'ensemble D ={(x,y,2) eR3/(x,y) € A, x>+ y* <z<2} ol
A={(x,y) eR®/x*+y* <1}.
Calculons
I= fff zdxdydz
D
On se trouve sous les hypotheses du théoreme :
2
I = ff (f zdz)dxdy
A \Jx2+y?
2, 122
A 2
On est donc ramené a des techniques de calcul évoquées au chapitre précédent. Si on passe en coor-
données polaires, on a :
4
I = ff (2——)rdrd9
(0;1]x[0;27] 2 Concepts
2 FoRit
[Pl
0 12 =0
I = 11_” Exercices
6

<< 17 | 4.4
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5.3.3 Calcul par la méthode des tranches

On suppose, ce qui n'exclut pas forcément le cas précédent, que I’ensemble cubable D peut
étre défini par :
D ={(x,y,2) eR¥/y<z<$6, (x,y) € D}

ol D, est une partie quarrable de R? qui dépend de la cote z et qui correspond 2 la coupe de
I'ensemble D suivant un plan parallele a (xOy) (cf. figure V.3.3) : D, = DN 2% ou 2% est le plan
d’équation z = zy.

Théoréme 5.3.2. Sous ces hypotheses faites sur D, si f : D — R est intégrable, on a:

]
fff f(x,y,z)dxdydz=f (ff fx,y,2)dxdy|dz
D Y D,

Cela correspond cette fois a un découpage de I'ensemble D en tranches D, paralléles a (xOy),
on calcule, a z fixé :

F(z)=ff fx,y,2)dxdy
D,

grace aux méthodes du chapitre précédent, puis on empile ces tranches pour le calcul de :

)
f F(z)dz:fff fx,y,2)dxdydz
Y D

19 | 4.4

Concepts

Exercices
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a<z<bl- -

FIGURE 5.3.3 — Méthode des tranches

20

| 4.4

Calcul par la
méthode des
tranches

Concepts

Exercices
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Remarque 5.3.2. — On peut, bien siir, selon la commodité des calculs, découper en tranches

Calcul par la
parallelement a (xOz) ou (yOz), ce qui conduira a des égalités de la forme :

méthode des

d tranches
fff f(x,y,z)dxdydz=[ (ff f(x,y,z)dxdz)dy
D c D,
b
fff f(x,y,z)dxdydz=f (/[ f(x,y,z)dydz)dx
D a D,

— Si on veut calculer le volume d’'un ensemble cubable D, I'application du théoréme, lorsque
U'ensemble D s’y préte, conduit a :

ou

1]
V(D) = f o (Dy)dz
Y

ot (D) est l'aire de D, formule qui ne vous est pas inconnue.

szff x*y*zdxdydz
D

D={(x,52€R/0<x<1,0sy<x0<z<xy} Concepts

Exemple 5.3.2. Calculons

oit 'ensemble D est défini par :

Pour pouvoir appliquer le théoreme, on est amené a redéfinir autrement l'ensemble D :

Soit zg € R et 2, le plan d'équation z = z;.
L  tep q L Exercices

DN, ={(x,y)€]R2/OSxS 1L0<y<x,xy=z}

<< 21 | 4.4
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Si on note D, = DNy, on peut écrire : Calcul par la
méthode des
D={(x,y,2eR*/0<z=<1,(x,y) €D
{(x,,2) z (x,¥) € Dz} tranches
carona D, =@ pourz>1.
On peut alors tenter une représentation des ensembles D, et de 'ensemble D (cf. figure V.3.4).
Lapplication du théoreme conduit a :
1
I:f ([[ x3yzzdxdy) dz
0 D,
On est, la-encore, ramené aux méthodes de calcul du chapitre précédent : pour0 < z < 1, posons :
F(z) = ff xsyzzdxdy
D,
1 X 5 2
= Z x’ydy|dx
[\ <
(On voit ici l'importance d’'un schéma pour déterminer les bornes d'intégration)
Concepts
Exercices

<< 22 | 4.4
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F(2)

Il
—
% —

HQJ

Z
Fliz) = ———-—+

On obtient alors :

<< 23 | 4.4

Calcul par la
méthode des
tranches

Concepts

Exercices



< précédent section A suivant »

Calcul par la
méthode des
tranches
z
y
y=X
11
Y S R A
T
3 b y=zh
1 L
- o 0 = % 1 2
777777777777777777777777 1
y
FIGURE 5.3.4 — Représentation de ’ensemble d’intégration
Concepts
Exercices

<< 24
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5.3.4 Changement de variables, généralités

Exercices :
Exercice A.1.2

La encore, on généralise ce qui a été vu au chapitre précédent.
Soient D et A des ensembles cubables de R3, on notera :

- (x,),2) les points de D;

— (u, v, w) les points de A.

Définition 5.3.1. On désignera par changement de variables de A sur D toute application :

d: A— D
a(u, v, w) x(u, v, w)
(w,v,w)— O(u,v,w)=| pu,v,w) |=| yuvw)
Y(u, v, w) z(u, v, w)

telle que :
— © est bijective de A sur D ;
— a, B ety sont des fonctions € surA;
— Si on écrit u, v et w en fonction de (x,y,z) € D a laide de @1 (bijection réciproque), on
obtient encore des fonctions €' sur D.

25 | 4.4

Concepts

Exercices
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Définition 5.3.2. On appelle jacobien d’'un changement de variables ® I'expression, donnée par le

. . 0P 0D 0o .
produit mixte des vecteurs i o €aw
da  Ja da
aq) aq) aq) 6u 6U aw
ot =(52. 50,58 | & % o
u ov ow g 9 Iy
ou Ov Ow

Théoréme 5.3.3. Soient A, D deux ensembles bornés et cubables de R, ® : A — D est un change-
ment de variables de A sur D. On suppose que la fonction

(u, v, w) — Jo(u, v, w)

reste bornée sur A. Supposons que f : D — R une application continue sur D = ®(A), alors la fonc-
tion
(u, v, w) — fo®(u,v,w)

estintégrable sur A etona:
fff f(x,y,Z)dxddefoff(a(u,v,W),,B(u,v,W))IJ@(u,v,W)Idudvdw
D A

11 s’agit 1a-encore de s’adapter a la géométrie de '’ensemble sur lequel on calcule I'intégrale
triple considérée (lorsque cela entraine des calculs plus faciles...) : il y a une déformation des
éléments de volume servant a découper ’ensemble D (cf. figures V.3.5, pour les coordonnées cy-
lindriques), on utilise en quelque sorte des parallélépipedes curvilignes.

<< 26
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5.3.5 Passage aux coordonnées cylindriques

Les formules de changement de variables sont dans ce cas :

@:(p,@,z)-—»(y(p,@,z) = psinf
z(p,0,z) z

x(p,0,2) = pcose)

Le triplet (p,8, z) constitue un systeme de coordonnées cylindriques. En choisissant p > 0 et 0 €
[0,27[ on définit une bijection de ]0, +oco[x[0,27[xR sur R3\ (Oz) (éventuellement une bijection
d’un sous-ensemble A sur un autre sous-ensemble D).

Y(p,0,z) €]0,+00[x[0,27[xR

0x Ox Ox .

dp 90 0z cos@ -—psinf 0
Jop.6,2=| & % X |=|sing pcoshd 0 |=
o092 =\ 5 G 3z |T p =p

0z 0z 0z 0 0 1

op 06 oz

Pour passer en coordonnées cylindriques dans une intégrale triple, on remplace

— D parle domaine des (6, p, z) correspondant (®~!(D) = A);

- f(x,y,2) par f(pcos8,psind, z) ;

— dxdydzpar pdBdpdz.
Exemple 5.3.3. Calcul du volume d’un ellipsoide de révolution par rapport a l'axe (Oz) :
Soit l'ensemble D définit par

2
D:{(x,y,z)€R3/x2+y2+Z—2 < 1}
C

27 | 4.4

Concepts

Exercices
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Passage aux
coordonnées
cylindriques

parallélépipede
<<curviligne>>
FIGURE 5.3.5 — Elément de volume en coordonnées cylindriques
ol ¢ est strictement positif; on a en fait
D= {(x,y,z) (—:]R?’/xz-ky2 <1, -c\/1-(x2+y?)<z=<cy/1- (x2+y2)}
ce qui correspond, en coordonnées cylindriques, a l'ensemble
A= {(p,@,z)/0<ps 1,0<0<2m,—c\/1-p2<z< c\/l—pz}
Lapplication du théoreme conduit dans cecas a : Concepts
V(D) = fff dxdydz = fff |J4(0,0,2)|dpdOdz
D A Exercices

= f f fA pdpdfdz

<< 28 | 4.4
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On peut alors, par exemple, appliquer la méthode des bdtonnets pour calculer cette intégrale : Passage aux
/12 coo.rdm.lnees
V(D) = f f o f dz|dpdo cylindriques

0:11x[0,271 {J=cy/1-p2

2m 1 cy/1-p?
f (f p(f dz) dp) ao
0 0 —c\/1-p2

2w 1
f (f 2¢cp l—pzdp)dﬂ

0 0

22 3]P=1
cf [——(l—pz)Z] do

0 3 p:O
4m

—cC
3

V(D)

On retrouve au passage que, lorsque c = 1, V(D) = %”, ce qui est bien le volume d’'une sphere de
rayon 1.

Concepts

Exercices

<< 29
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5.3.6 Passage aux coordonnées sphériques

Les formules de changement de variables :

x(p,0,9) = pcosOcosy
D:(p,0,0)— | y(,0,90) = psinBcose
z(p,0,9) = psing

Le triplet (p,0,¢) constitue un systeme de coordonnées sphériques. En choisissant p > 0, 6 €
[0,27] et ¢ € [-%, %] on définit une bijection de ]0,+oo[x[0,27[x[-F, 5] sur R*\ {(0;0;0)} (éven-
tuellement une bijection d'un sous-ensemble A sur un autre sous-ensemble D).

Y(p,0,9) €]0,+c0[x[0,27[x[-%, %

2032
0x 0x Ox . .
dp 90 9o cosfcosgp —psinfcosp —pcosOsing
Jop,6,0)=| & % X I_| singcos cosf cos —psinfsing | = p?cos
olp,0,p) = 9gp 00 dp |~ Y p ¢ o Y |=p @
0z 0z 0z sing 0 pCcos @
0p 00 O¢

Pour passer en coordonnées sphériques dans une intégrale triple, on remplace
— D parle domaine A des (6, ¢, p) correspondant @ YD)=A);
- f(x,y,2) par f(pcosfcosg, psinfcose, psing);

— dxdydzpar p2| cospldBdedp (Sig e [—%, %], alors cos@ = 0 et | cos@| = cos ). Concepts

Exemple 5.3.4. On veut calculer l'intégrale suivante

f[f dxdydz Exercices
D\/g

(x2 + y2 +22)2

30 | 4.4
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oit 'ensemble D est la boule creuse définie par : Passage aux
1 coordonnées
= {(x, ¥,2) € ]Rg/Z <x*+y*+2°< 4} sphériques

ce qui correspond en coordonnées sphériques a l'ensemble

_% 0 Vl< <20<9<2n—z< <Z}
- o, ,(,b 2—p—» = ) 2_¢_2

Lapplication de la formule de changement de variables conduit a :

I = ff [ Cos‘p'd pdBde

fZﬂ 2 p2
ae. f cos<pd¢.f dp
: L Vo g

_2@_ %%2
v/ § 1Y %

- 5l

Concepts

Exercices

<< 31
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5.4 Des applications

5.4.1 Détermination du centre de gravité d'un solide
5.4.2 Moments d’inertie
54.3 Théoreme de Guldin

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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5.4.1 Détermination du centre de gravité d’un solide

Exercices :
Exercice A.1.3

On considére un objet qu’on assimile 4 un ensemble cubable D de R.

Définition 5.4.1. On appelle masse volumique (ou densité) au point M € D leréel u(M) = u(x, y, z)
qui représente la masse par unité de volume de cet objet et qui peut dépendre de la position de M
(et aussi du matériau avec lequel est fait I'objet).

Définition 5.4.2. On appelle masse totale du solide D deR® de masse volumique p le nombre réel
positif m défini par Uintégrale triple :

m:f[f u(M)dxdydz
D

Définition 5.4.3. On appelle centre d’inertie (ou centre de gravité) du solide D de R® de masse
volumique . le point G dont les coordonnées sont données par les intégrales triples :

xG:lfff u(M)xdxdydz
m D

1
yGZ—fff wM)ydxdydz
m D
33

ot M décrit D.
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L[ [ [ wonsaaya
= — zax Z
m DH y

oG = xG7+y(;7+zG7c)

_ (fff u(M)xdxdydz z+—(fff w(M)ydxdydz| T
+—( f f f .U(M)zdxdydz)

0G = —fff w(M)OMdxdydz
m D

ce qui vectoriellement s'écrit :

<< 34

Détermination
du centre de
gravité d'un
solide

Concepts

Exercices



< précédent section A suivant »

5.4.2 Moments d’inertie

Exercices :
Exercice A.1.4

Avec les mémes notations que précédemment :

Définition 5.4.4. Le moment d’inertie du solide D par rapport a la droite A est défini par :
In = fff [d(M,N)?u(x, y, 2)dxdydz
D

ot d(M, A) représente la distance du point M(x, y, z) a la droite Ai.e. d(M,A) = IIM—)HII ol H est le
projeté orthogonal du point M sur la droite A.

Exemple 5.4.1. Calcul du moment d’inertie d’'un cylindre de révolution homogéne, par rapport a
son axe de révolution.
Soit le cylindre occupant I'ensemble D = {(x, ¥ z2)/ x* + y2 <a% 0<z< h} aveca>0,h>0.

f0z=fff[d(M,(Oz)]Zudxdydz
D

,ufff(xz+y2)dxdydz
D
= ,ufffpsdpdedz

A

35

avec 1 constante.
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en passant en coordonnées cylindriques avec A = {(p,0,2)/0<p<a, 00 <21, 0<z<h} Moments

5 o d’inertie
fo, = ,u.Zn.h.f p’dp
0
1
= Zumha*
Shmha
L 5

PLoz = Ema

oit m = pumwha® est la masse du cylindre.

Définition 5.4.5. Le moment d’inertie du solide D par rapport au point A est défini par :

ﬂA:fff[d(M,A)]Zp(x,y,z)dxdydz
D

yAszfD((x—xA)2+(y—J/A)2+(z—zA)z)u(x,y,z)dxdydz

Définition 5.4.6. Le moment d’inertie du solide D par rapport au plan &P est défini par :
Ip = fff [d(M, P u(x,y,2)dxdydz
D

ot d(M, 2P) représente la distance du point M(x, y, z) au plan 2,i.e. d(M,2?) = IIM—)HII oit H est le
projeté orthogonal du point M sur le plan 2. Concepts

On rappelle que les distances évoquées ci-dessus peuvent étre calculées simplement en éta-
blissant que :
—_— Exercices
| MoM A u|
d(M,A) =

—

el
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ol1 My est un point de A et % est un vecteur directeur de A ;

IMoM. 4 |

ad(M,2) = =
lul

ol1 M est un point de 2 et U un vecteur normal a 2.
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5.4.3 Théoreme de Guldin

Exercices :
Exercice A.1.5

On considere un solide de révolution par rapport a I'axe (Oz) : on peut voir ce solide . comme
ce qu’'on obtient en faisant tourner une plaque D autour de (Oz) (cf. figure V.4.6).

.

D

FIGURE 5.4.6 —

Si D est un disque, on obtient un tore.

38
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On voudrait calculer 7 (%) :

V(y)szf dxdydz=fffpdpd9dz
% A

en passant en coordonnées cylindriques, avec :

={(p,0,2)/a<z<b,0<6<2m,p1(2) < p < p2(2)}

2 b p2(2)
V(y):f (f (f pdp) dz)d@zZnI
0 a 01(2)
b rp2(2)
()
a p1(2)

Si on regarde, dans le plan (xOz) par exemple, la plaque D comme un objet homogene de

masse surfacique p = 1, I’abscisse x; de son centre de gravité est donnée par (m = pef (D) = &/ (D)
est alors la masse de la plaque) :

02(2) p2(2)
6= aﬂD)f (f de) af(D)f (fp( pdp )dz

ce qui permet d’écrire :

en posant:

I=mxg = xg« (D)

d’on1

V() =2nl = 2nx4 (D)

En résumé, le volume engendré par la rotation de D autour de I'axe (Oz) est le produit du
trajet parcouru par le centre de gravité de D (cercle de rayon x¢) par l'aire de D.
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chapitre A section suivante »

A.1 Exercices de cours

Al.1l Chap5-Exercicel . . ... ... .. ittt 42
Al1.2 Chap5-Exercice2 . . . .. .. .. .. . e 43
Al3 Chap5-Exercice3 . . . . . . . . . i 44
Al.4 Chap5b-Exerciced . . . .. . . . . . e 45
Al5 Chap5-Exercice5 . . . .. . . .. it i 46
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Exercice A.1.1 Chap5-Exercicel

Démontrer la proposition V.2.1 dans le cas d'un parallélépipéde D = [a, b] x [c,d] x [y, 6].

Solution

Sommaire
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Exercice A.1.2 Chap5-Exercice2

En s'inspirant de la géométrie de & c R3, ensemble limité par I'ellipsoide d’équation

x?_ y2 ZZ_ b
ﬁ+ﬁ+§_l (a>0,b>0,c>0)

trouver un changement de variables qui permette un calcul facile du volume 7 (&).

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.3 Chap5-Exercice3
Soit B une demi-boule homogene (de masse volumique constante égale u) définie par
B={(x,y,2 eR3/x*+ y* + 22 SRZ,ZZO}

Calculer les coordonnées de son centre de gravité G.

Solution

Concepts

Exercices

44



< précédent section A

Exercice A.1.4 Chap5-Exercice4

Reprendre la demi-boule de I'exercice A.1.3 et calculer :
1. son moment d’inertie par rapport a I'axe (Oz) ;

2. son moment d’inertie par rapport a O.

Solution
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Exercice A.1.5 Chap5-Exercice5

Calculer le volume d'un solide . engendré par la rotation d'une plaque de forme circulaire
de rayon R autour de 'axe (Oz).

Solution

Concepts

Exercices
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A.2 Exercices de TD

A2.1 Fubini. . . . .. . ... . e 48

A2.2 Fubini, coordonnées cylindriques . . ... ... ............. 49

A23 coordonnées sphériques . . . . ... ... ... L o L. 50

A2.4 Fubini, des batonsetdestranches . . . ... ... ... ... ...... 51

A.2.5 Fubini, des batonsetdestranches . . ... ... ... .......... 52

A.2.6 Fubini. . . ... ... . . . e 53

A2.7 intersection sphere-cylindre . .. ... .................. 54

A2.8 intersection sphére-céne . ... ... ... ... . ... .. ... ... 55

A.2.9 variables sphériques . . . .. ... ... ... ... . .. 56

A2.10 ellipsoide/8 . . . . . .. e 57
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Exercice A.2.1 Fubini
On considére le domaine de IR® défini par

7/={(x,y,z)€IR3; x=0,2=0, x-2y+2z<0, y<1}

1. Faire une figure et exprimer de plusieurs facons f f f f(x,y,2)dxdydz a 'aide d’inté-
14
grales simples.

2. Calculer les coordonnées du centre de gravité de 7 qu’on supposera homogene pour I'oc-
casion.

Concepts
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Exercice A.2.2 Fubini, coordonnées cylindriques
On considére le domaine de IR® défini par

7/={(x,y,z)€R3; Oszsl—xz—yz}

1. Faire une figure et exprimer de plusieurs facons f f f f(x,y,2)dxdydz a 'aide d’inté-
/4
grales simples.
2. Calculer le volume de 7 en utilisant 'une des expressions obtenues.

3. Calculer le volume de 7 en utilisant un changement de variables en coordonnées cylin-
driques.

Concepts

Exercices
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Exercice A.2.3 coordonnées sphériques

On considére le domaine de IR® défini par

V={(x, 3,2 eR% (x-1*+(y-3)°+(z-2)*=<4}

1. Faire une figure et exprimer f f f f(x,y,2)dxdydz al’aide des coordonnées sphériques.
4

2. Calculer le volume de 7.

Concepts

Exercices
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Exercice A.2.4 Fubini, des batons et des tranches
On considére le domaine de IR® défini par

7/={(x,y,z)€1R3; z+x°+y* <4, z+2y> 1}

[

. Faire une figure.

2

(@) Quelle est la projectionde 7 surle plan z=07?
(b) Quelle est la projection de ¥ surle plan x =07

(c) Quelle estI'intersection de 7 avecle plan y = b?
3. En déduire trois facons de calculer f f f fx,y,2)dxdydz.
4

4. Calculer le volume de 7.

Solution
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Exercice A.2.5 Fubini, des batons et des tranches
On considére le domaine de IR® défini par

7/={(x,y,z)€IR3; x2+y25251—2y}

[

. Faire une figure.

2

(@) Quelle est la projectionde 7 surle plan z=07?
(b) Quelle est la projection de ¥ surle plan x =07
(¢) Quelle estl'intersection de 7" avec le plan y = b?

(d) Quelle est I'intersection de 7" avec le plan z = c?
3. En déduire quatre facons de calculer f f [ fx,y,2)dxdydz.
14

4. Calculer le volume de 7.
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Exercice A.2.6 Fubini
On considére le domaine de IR® défini par

V={xy2€eR% x20,y20,2z20, x+y=2,2y+x<6, y*+z° <4}
1. Faire une figure et exprimer f f f f(x,y,2)dxdydz al'aide d’intégrales simples.
4

2. Calculer//[ f(x,y,2)dxdydzlorsque f(x,y,z) = z.
4

Concepts
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Exercice A.2.7 intersection sphere-cylindre

On considére le domaine de IR® défini par

V= {(x,y,z)eIRs; x2+y2+z25R2, x2+(y—

Faire une figure et calculer le volume de 7.

54
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Exercice A.2.8 intersection sphere-cone

Calculer le volume de I'intersection de la sphére d’équation x>+ y?+z? < R? et du cone d’équa-

tion x? + y? < 22

Sommaire
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Exercices
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Exercice A.2.9 variables sphériques
On considére le domaine de IR® défini par

V={xy2eR% a*<x*+y*+z*<b?}

1
Calculer I'intégrale triple f f f —— dxdydz.
® P V X2+ Y2+ z22 Y

56
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Exercice A.2.10 ellipsoide/8
On considére le domaine de IR® défini par

xZ 2 Z2
7/={(x,y,Z)€IR3; ;+%+§51}

En supposant que la masse volumique vaut 1, calculer la masse et le moment d’inertie de 7 par
rapport a l'origine.

Concepts

Exercices
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Solution de I'exercice A.1.1

Dans ce cas 13, on a, pour tout n entier non nul :

n-1n-1n-1

sn(PN = 2 2 1V (Piji)

i=0 j=0 k=0
et
n—-ln-1n-1
Sn(H=). ) Y 17 (P
i=0 j=0 k=0
avec ¥ (P j ) = (b_a)(dn+c)(5_y) Y(i, j, k) d'ou

b—a)(d-c)d—
$u(f) = Sn(f) = 3 2= nf)( Y (b-a)d-c)6-7)

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.2

On peut s’inspirer des coordonnées sphériques, puisque, pour a = b = ¢, l'ellipsoide considéré est une sphere
Utiliser le changement de variables :

x ap cosOcosp
y bpsinGcosd (p,0,d) € RY x [0;27[x
z = cpsing

H.JI]
2’2

Le jacobien de ce changement est abcp? cos ¢ et on obtient

4
V(&) = gnabc

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.3

Pour des raisons de symétrie, on doit trouver xg = y; = 0 et utiliser, bien sfir, les coordonnées sphériques pour calculer

2G.
La masse de la demi-boule est m = %nRSM et

3R
s ﬂfff psingp? cospdpdfdp = —
m [0;R]x[0;27] % [- 3; 7] 3

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.4

En reprenant les notations de I’exercice A.1.3, on obtient %mR2 pour le moment par rapport a I’axe Oz et %mR2 pour le
moment par rapport au point O.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.5

V(&) = 2m%dR? ot d est la distance du centre de la plaque al'axe Oz (en supposant d > R).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.2.4

1. 7 estle domaine de R3 contenu dans le paraboloide d’équation z + x> + y? < 4 et au-dessus du plan z+2y = 1.
Faire un dessin.

2. (a) Soit £2, la projection de ¥ sur z = 0. Par définition, on a :
(x,,0e2, <—3zeR, (x, 3,2V

Et on obtient successivement :

zZ < 4-x“-y
z = 1

— 1-2y<4-x*-y
= xX*+(y-1)2%<4

dzeR, (x,3,290€eV << 3JzelR, {

22, est donc le disque de centre (0,1,0),de rayon 2, situé dans le plan z=0.
(b) On procéde comme au (a). Soit &, la projection de ¥ sur le plan x=0.

0,,2) €2, <— 3TxeR, (x,)2¢eV

z = 4—ch—y2

— 3dxelR, {z > 1-2y

4—y2—z

el X% =
— 3xeR, : = 1-2y

— 0<4-y*’-z et z=1-2y
2, estle domaine du plan x=0, limité par la parabole

z:4—y2
x = 0



et la droite
{z = -2y+1

Faire une figure.

(c) Lintersection ¢ (b) de ¥ avec le plan y = b est'ensemble des points (x, y, z) qui vérifient :

y = b y =1b
z+x°+y> <= 4 ={ z+x> = 4-b°
z+2y = 1 z = 1-2b

Faire une figure.

3. Une projection du domaine va permettre d’appliquer la méthode des batonnets (orientés dans la direction de la
projection), tandis que les intersections du domaine avec une famille de plans parralleles favorisent I'utilisation

de la méthode des tranches.
4—x2—y?
f/ (f f(x,y,z)dz)dxdy
1-2y

ff/ f(x,y,2)dxdydz
v
( 4-y2—z
f(x,y,z)dx)dydz
ffx —\/A-y*-z

f (f f(x,y,z)dxdz) dy
-1 E26%)

4. Le volume vaut par définition 7 = f f f dxdydz. On utilise les trois méthodes ci-dessus avec f(x,y,z) = 1. Com-
4

parez la longueur respective des calculs!

e Premiere méthode



<
I

4—x%—y?
L asasay
z 1_2y

ff@ 4-x*—y*—1+2y)dxdy

= ff 4-x*—(y-1)%dxdy
Z;

On procede a un changement de variable adapté a la géométrie de Z2,.

X = rcosf
¥y = l+rsinf

avec (r,0) € [0,2] x [0, 27].

2w 2
VvV = f f(4—r2)rdrd0
o Jo

2
At

2 4,

27

= 8rm

e Deuxieme méthode

Vv = ff ( \/:}%dx)dydz

= ff 2\/4—-y%—zdydz



qui s'integre par Fubini :

=
Il

3 4-y?
f( 2\/4-y?*—2)dydz

1-2y
dy

f [__(4 -2y
1-2y

f§(4 2 -1+2y)%2%dy
1 — ——
4—(y-1)?

2

Changement de variable : y = 1+2sinf ou 6 € [5F, 7

4
vV = f 5(4cos29)3/2200s9d9

[SIE}

NI

et encore cos = 0 pour 6 € [F, Z], (cos? )2 = cos.

7 64
V=f_2%cos49d6

2

i 4 p—i0 4
2

149 +46129 +6+4ei29 +e—i9

16
cos40 cos20 3
+ +—

8 2

1l faut linéariser cos*6.

cos*6




Ainsi :

¢ Troisieme méthode

<

64

sin46 sin20 3 ] 3
+ + -0
32 4 8

=N

= 8m

f flx,y, z)dxdz) dy
F)

V4-(y-1)2 \/4—y2—x2d 2la
‘[_\/4—(}/—1)2 (f—\/l—z)/ Z) x) Y

VAa-(y-1)?

-y —x*—1+2y)dx|dy
VA (12 Y Y )
P V4a-(y-1)?
(4—(y—1)2)x——] dy
3 |_yaome

3
f QE-(y-1H¥? - 2(4 —(y-15¥%dy
-1

[

13

On retrouve I'intégrale de la méthode précédente.

Retour a I'exercice A
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