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6.1.1 Abscisse curviligne-définition

Exercices :
Exercice A.1.1

La notion d’abscisse sur une droite orientée vous est connue, on peut généraliser cette notion
de la facon suivante . Lespace est muni d'un repére orthonormé (0O, 7, 7, k), soit C une courbe sans
point double.

Notations et hypothéses 6.1.1.

C est une courbe orientée.

Elle est paramétrée par (x(t), y(1), z(t)), on note M(t) = (x(1), y(t), z(1)).
On choisit une origine Q sur C, Q = M(tp).

On suppose que les fonctions x, y, z sont dérivables.

On peut alors définir I'abscisse curviligne de la facon suivante :

Définition 6.1.1. On appelle abscisse curviligne du point M de la courbe C le nombre algébrique
s dont la valeur absolue est égale a la longueur de Uarc curviligne QM et dont le signe est celui du
sens de parcours de QM

Voir figure VI.1.1

On démontre, vous pouvez lire la démonstration dans le paragraphe suivant, que

Concepts

Exercices
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s>0 .
Abscisse
curviligne-
Mo définition
s<0 Q
FIGURE 6.1.1 — abscisse curviligne
s(fp) =0, s'(n= 6\/x’2(t) +y2(0) + 2'%(1)
ol € =1 si la courbe est orientée dans le sens des ¢ croissants, € = —1 sinon.
Donc s est la primitive de la fonction 6\/x’2(t) + y"2(t) + 2'?(t) qui s’annule en &), on peut donc
écrire s sous la forme :
Théoréme 6.1.1. Avec les notations VI.1.1, Uabscisse curviligne s sur C est définie par :
t
s(t) = ef \/x’z(u) +y2(u) + 2% (w)du
Io
otte =1 si la courbe est orientée dans le sens des t croissants, € = —1 sinon. Concepts
Exercices
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6.1.2 Abscisse curviligne-démonstration

Exercices :
Exercice A.1.2

On a défini’abscisse curviligne dans le paragraphe précédent . On sait déja par définition que
s(fp) = 0 puisque ( est choisi comme origine.
On va montrer maintenant que

s'(t) = e\/x’z(t) +y2(8) + 2% (¢).

Pour ce faire on se rameéne aux longueurs que I'on sait calculer, c’est a dire les longueurs de seg-
ments de droites. On fait I’hypothése naturelle suivante, si M(¢) et M (¢ + h) sont 2 points de la
courbe, si on note dj la distance de M(t) a M(t+ h) et ¢ la longueur du segment curviligne

M(t)M(t + h) alors ces deux infiniment petits sont équivalents , c’est a dire que }lln}) d_h = 1. Voir
—0dp
figure VI.1.2
On suppose que la courbe est orientée dans le sens des ¢ croissants et que & est strictement

positif. On a alors :
Oy =s(t+h)—s(t)

dp = \/(X(t+ h) = x(0)? + (y(t + h) — y(£)2 + (z(t + h) - 2(1))?,

Concepts

Exercices
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M(t+ h)
dp,

ly
M(t)

FIGURE 6.1.2 —

s(t+ h) —s(1)

V(X (t+h) = x(£)2 + (y(t + h) = y(0)% + (z(t + h) — z(1)?
s(t+ h) —s(1)

h
Vx(t+h) —x(0))2+...+ (z(t+ h) — z(1)?
h
s(t+ h) — s(1)

h

(x(t+h) — x(1))* (z(z+ h) - 2(1))*
2 SO 2
s(t+h) - s(1)
h

(x(t+h) = x(1))? (2 +h) - 2(1)*
B

| 4.4

Abscisse
curviligne-
démonstration

Concepts

Exercices
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Montrer en exercice que 'on obtient la méme expression quand / est négatif. On choisit donc

Abscisse
maintenant /s de signe quelconque et on fait tendre h vers zéro , on obtient donc en utilisant les curviligne-
résultats sur les limites : e T

. S(t+h)—s(1)
lim ————
. h—0 h
lim 7 =
B (Xt +h) - x(1))? (2t +h) - 2(1)))?
lim ———| +...+|lm ——
h—0 h h—0 h
.y s'(1)
lim— =
h—0 dp VX2 + y2(0) + 2'2(0)
En appliquant ’hypotheése naturelle énoncée précédemment, cette limite vaut 1, donc on ob-
tient :
s'(0) = /x2(1) + y'2 (1) + 22(1).
Si la courbe avait été orientée dans le sens des ¢ décroissants, 'abscisse curviligne est alors
I'opposée de celle que I'on vient de définir, on aurait donc
s'(5) = —/X2(0) + y2(0) + 22(2).
D’une facon générale Concepts
§'(0) = e\/x2(0) + y2(0) + 22(0),
ol € est un parametre qui vaut 1 lorsque la courbe est orientée dans le sens des ¢ croissants, ce
parametre vaut —1 sinon. Exercices

<< 8
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6.1.3 Longueur d’'un arc de courbe

Exercices :

Exercice A.1.3
Exercice A.1.4
Exercice A.1.5
Exercice A.1.6

A partir de I’'abscisse curviligne on peut définir la longueur d'un arc de courbe M; M>, en effet :

Théoréme 6.1.2. Soit C une courbe paramétrée par (x(t), y(t), z(t)), on suppose que x,y,z sont
dérivables, alors :

[2)
f \/x’z(u) +y?(w) + 2% (w)du|.

h

longueur de l'arc My My = |s(t2) — s(11)] =

La longueur ne dépend ni de |'origine, ni de I'orientation choisie sur la courbe.
Si la courbe est dans le plan xOy, z’ est nulle et on peut appliquer la formule précédente. En
particulier dans le cas ol une courbe est définie par son équation polaire, on obtient le résultat
suivant :

Théoréme 6.1.3. Soit C une courbe du plan xOy dont l'équation polaire est p(t), on suppose que
p est dérivable, alors

Concepts

Exercices



< précédent

longueur de l'arc My M, =

section A

i
fzy/pz(u)+p’2(u)du
5]

suivant »
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6.1.4 Calcul de la masse d’un fil

Exercices :
Exercice A.1.7

Les objets comme les fils peuvent étre modélisés par des courbes, si la masse linéique u
(masse par unité de longueur) est constante, alors la masse du fil de longueur ¢ est égale a m = p¢.
La masse linéique n’'est pas toujours constante (c’est le cas d'un fil dont la section ne serait pas
constante). Supposons que |'on a défini une abscisse curviligne s sur la courbe C, appelons p(s) la
fonction qui définit la masse linéique en fonction de I'abscisse curviligne. On cherche a calculer
la masse m de la partie de C comprise entre les points A et B d’abscisses curvilignes respectives
s et sp, on suppose sg > sS4 (sinon on échange A et B).

(83
On discrétise le segment curviligne AB, soit N un entier, on pose

_ SB—SA
N
On note M; le point d’abscisse curviligne s;, on a bien stir My = A, My = B. Voir figure VI.1.3.

As , i = Sa+iAs, par hypotheése As > 0.

On note m; la masse du segment curviligne M; M; ., on peut écrire

N-1
m = Z m;.
i=0

Si As est faible on peut supposer que la masse linéique varie peu sur le segment curviligne M; M1,

11 | 4.4
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Calcul de la
masse d’un fil

FIGURE 6.1.3 — discrétisation de la courbe

donc la masse du segment curviligne M; M, est peu différente de p(s;)As . Pour étre plus précis,
ona:

= hm Z,u(s,)AS—f wu(s)ds.

On retrouve en effet la définition de I'intégrale simple de Riemann.

On remarque que la masse m est positive puisque la fonction u est positive et que s4 < sp.
SB

Concepts

Plus généralement si s4 et sg sont quelconques, ona: m = u(s)ds|.

SA
Dans la pratique, on ne connait pas toujours I'abscisse curviligne s, mais plutot une paramétrisa-

tion de C (x(t), y(t), z(t)) et la masse linéique est connue en fonction de ¢, on la note fi(¢).
Si s(?) est la fonction qui définit I'abscisse curviligne en fonction de ¢, on a la relation u(s(f)) = Exercices
f1(1). En effectuant un changement de variables dans le calcul de m, on obtient donc la masse du

<< 12 | 4.4
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fil d’extltrémités AetB:
B
m= U ,u(s(t))s’(t)dt‘

17}

Calcul de la
masse d’un fil

Théoréme 6.1.4. Soit C une courbe d'extrémités A et B paramétrée par (x(t), y(t), z(t)), on suppose
que x, y, z sont dérivables. On note [i(t) la masse linéique, alors la masse m de C vaut :

nm =

1533
f ﬂ(t)\/x’z(t) +y2(0) + 2?0 dt
A

Concepts

Exercices

<< 13
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6.1.5 Vecteur tangent unitaire

Sila courbe C est paramétrée par x(¢), y(), z(¢), on a vu que lorsque les fonctions sont déri-

dx (1)
t
vables et non toutes simultanément nulles, alors le vecteur T = 4y () | estun vecteur tangent
4
T (1)
ala courbe en M(1).
Sil’on a défini une abscisse curviligne s sur C on peut paramétrer C a’aide de s et noter x* (s), y* (s), 2™ ()
les coordonnées en fonction de I'abscisse curviligne. On a donc :
x*(s() = x(2), y* (s(1)) = y(1), 2" (s(1)) = 2(1).
dx*

(s)

Un autre vecteur tangent est donné par 7* =

En utilisant les résultats sur les fonctions composées, on obtient :
dx*

ds
et des relations similaires pour y et z. On a donc la relation :

Concepts

ﬂ(t)— (s)@(t)
dr dr "’

Exercices
7=B 7
Cdt ’

14 | 4.4



< précédent section A

Vecteur tangent
T| = ﬁ(t) ™, unitaire
dat
or:
171= [ &00) +(Zo) +(Eeo) = |20
~V\de dt dt Clde |
On en déduit donc que
|17 =1.
On peut montrer plus précisément :
Proposition 6.1.1. Soit C une courbe munie d’'une abscisse curviligne s (donc d’une orientation),
on note x*(s), y*(s), z* (s) les coordonnées des points de C en fonction de s, alors :
dx*
—(s
ds. (s)
T* = dy (s) | estle vecteur tangent a C en M(s), unitaire et dirigé dans le sens de C.
s
dz* )
ds
Concepts
Exercices

<< 15



< section précédente chapitre A section suivante »

6.2 Circulation d’'un champ de vecteurs

6.2.1 Travail d'un champdeforces . ... .................... 17
6.2.2 Circulation d'un champdevecteurs . . . ... ... ........... 20
6.2.3 Champ de vecteurs dérivant d'un potentiel . . . . ... ... ...... 22

Concepts

Exercices

16
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6.2.1 Travail d’'un champ de forces

Soit F une force constante et AB un déplacement rectiligne. Alors le travail fourni par la force

F pour aller de A a B est égal a FTA—B»(ﬁ) = F-E.
On suppose maintenant que la force n’est plus constante et que le déplacement n’est plus recti-
ligne.

P(x,y,2)
F estun champ de vecteurs : F(M) = | Q(x,y,2)

R(x,y,2)
Le déplacement de A a B se fait le long de la courbe C, on suppose que s est une abscisse curvi-
ligne sur C.

8%
Comme pour le calcul de masse on va discrétiser le segment curviligne AB, soit N un entier, on

pose
_ SB—SA
N

As est positif sila courbe est orientée de A vers B, As est négatif sinon.

As

, Si = Sa+ iAs,As aun signe quelconque .

On note M; le point d’abscisse curviligne s;, on a bien stir My = A, My = B.
On note J; le travail du champ de forces pour aller de M; a M
N-1
On peut écrire I (F) = i;) T;.
Si As est faible on peut supposer que le champ de force varie peu sur le segment curviligne
M;M;,,, d’autre part on peut approcher le déplacement curviligne de M; a M;.; par le dépla-
cement rectiligne : As?f ol ?f est le vecteur tangent unitaire en M; (dirigé dans le sens des s

croissants). En effet

17 | 4.4

Concepts

Exercices



section A suivant »

- Le déplacemeli rectiligne AsT; améme longueur |As| que le déplacement curviligne M; M1 Travail d’un
car le vecteur T/ est unitaire. champ de forces

— Ladirection de AsT;" est tangente a la courbe C en M;.
— Lesensde AsTl.* estle méme que celui de M; M;. 1, on peutle voir sur la figure VI.2.4, en effet

le sens de T;" change avec I'orientation de la courbe mais le signe de As change également.

As>0

As< 0

Concepts

FIGURE 6.2.4 — approximation du déplacement curviligne

Exercices

18 | 4.4
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Sil’on note 131- le champ de forces en M;, on a: Travail d’un

R — L = champ de forces
Ti=(F)-(AsT)=AsF;- T = As g(s),

sion a défini :

gls) = E-T
= P9,y (9,2 ) (9 + Q" (9, (9, 2 (9 ()
ds ds
FRG (50, (50, 2 () P ()
ds

Pour étre plus précis, on a:

N-1
A, 2 80 s

P
JAnB(F)

SB
= f g(s)ds (en utilisant la définition de I'intégrale de Riemann)
SA

| K (P(x* (9,17 (9,2" (D E (94 QU (9,77 (9, 2* () 29
= ’ )& » y Z
SA y ds y dS
* * e o A2 Concepts
+R(x™(8),y"(5),2" () ——(s) | ds. P
ds
Bien str le travail pour aller de A a B est’opposé du travail pour aller de B a A. Exercices

<< 19
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6.2.2 Circulation d’'un champ de vecteurs

Exercices :
Exercice A.1.8
Exercice A.1.9

= (8%
On définit la circulation d’'un champ de vecteurs V le long d'un segment curviligne AB

Définition 6.2.1. SiC est une courbe d’extrémités A et B, si s est une abscisse curviligne, si x*(s), y*(s), 2" (s)

sont les coordonnées des points de C en fonction de s et si P,Q, R sont les composantes du champ de
vecteurs V, alors par définition la circulation I I (V) du champ de vecteurs V le long du segment

curviligne AB estégalea :

i, =

*

d
+ R(x™(s),¥"(s5), 2 (S))

(s) ds

On peut démontrer que la circulation définie précédemment ne dépend pas du choix de I’abs-
cisse curviligne .

Par contre 9 I (V) -T - (17).
BA

20 | 4.4
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Souvent dans la pratique on ne connait pas s mais seulement une paramétrisation de C,
(x(1), (1), z(1)), montrer en exercice que I'on peut calculer la circulation a I'aide de I'expression,
(qui utilise ), suivante :

Proposition 6.2.1. Si C est une courbe d’extrémités A et B,paramétrée par

(x(1), y(1), z(1)), si B, Q, R sont les composantes du champ de vecteurs \7, alors la circulation du

— (8%
champ de vecteurs V le long du segment curviligne AB est égale a :

153
f (P(x(8), (), z()X' (1) + Qx(8),y(8),z(1)y (1)

17}

+  Rx(1),y(0),2(0)Z' () dt.

On peut garder pour la circulation la notation que I'on avait introduit pour le travail dans le
paragraphe précédent, d’autres notations sont couramment utilisées.

Notations
T~ (V):f“ de+Qdy+Rdz:fm V-cﬁ
AB AB AB

Toutes ces expressions représentent la circulation du champ de vecteurs V le long du segment
curviligne AB et se calculent par I'intégrale simple donnée dans la proposition VI.2.1.

<< 21
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6.2.3 Champ de vecteurs dérivant d'un potentiel

Exercices :
Exercice A.1.10
Exercice A.1.11

= 0 0 0
On suppose que V =grad f,onadonc P = a—];,Q = %,R = é

La circulation du champ de vecteurs vaut donc :

ftB (g(x(t) y(@0),z(e)x' (1) + g(x(t) y(1),z(1)y' (1)
tA ax M ) ay ) )
0
+ —f(x(t),y(t),z(t))z’(t) dt.
0z
Sil'onnote f(£) = f(x(1), y(1), z(t)), alors
d—f(t) = ﬁ(x(t) (1) (t))x’(t)+ﬂ(x(t) (), z2(1)y' (1)
dr 0 T px i hyinhe oy O ViEDY
af '
+—=——(x(2), y(),z(1))z (¢).
0z

22 | 4.4
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L (mdf ’ ;
T~ (V)= —(Bdt=f(tg)— f(ta) = f(B)— f(A).
AB() ftA dt() ftg)— f(ta) = f(B) - f(A)
Donc on peut énoncer le résultat suivant :
Théoréme 6.2.1. Si le champ de vecteurs V dérive d’'un potentiel f alors la circulation de ce champ
(8%
de vecteurs le long du segment curviligne AB est égale a f(B) — f(A).
Une conséquence immédiate est :

Proposition 6.2.2.
1. Sile champ de vecteurs V dérive d’'un potentiel, la circulation de ce champ de vecteurs le long
Y
du segment curviligne AB ne dépend pas du chemin suivi pour aller de A a B.

2. La circulation d’'un champ de vecteurs dérivant d’'un potentiel, le long d’'une courbe fermée
est nulle.

<< 23
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6.3 Théoreme de Green-Riemann

6.3.1 Théoreme de Green-Riemann . . . ... ... ... .. ......... 25
6.3.2 Calculd’aires . . . . . . . . . . . . . e 29
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6.3.1 Théoreme de Green-Riemann

Exercices :

Exercice A.1.12
Exercice A.1.13
Exercice A.1.14

Théoréme 6.3.1. Soit D une partie de R? limitée par une courbe fermée, sans point double, par-
courue dans le sens direct, notée I'. Soient deux fonctions P et Q qui admettent des dérivées par-
tielles premieres continues sur D, alorson a :

3 0Q 0P
frde+Qdy—ffD[ax (x,9) ay(x,y) dxdy (6.3.1)

Démonstration.—

Sous les hypotheses précédentes, on peut écrire que :
D={(x,y) eR*/a<x<b,¢s(x) <y <1(x)}

On note A(a, ¢1(a)) et B(b,¢1(b)). On a ¢ (a) = P2 (a),d1(b) = ¢»(b) . Voir figure.

25 | 4.4
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y sensdirect
k\ Théoréme de
Green-Riemann
B
A /
N /
S /
\\ D e
\ _ 7
N - - e _ -~ rz
Q a b X
FIGURE 6.3.5 — allure de D
Les points de la “frontiere” I' de D vérifient I'une ou l'autre des équations y = ¢;(x) ou
¥ = ¢2(x) et la courbe I" peut donc étre paramétrée en deux “morceaux” qui se rejoignent en
AetB: Concepts
X = t
I'i: { t:b—a
y= ¢
et 3 Exercices
X = t
I's { t:a—Db
y= (1)

<< 26 | 4.4
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Le parcours de I" dans le sens direct correspond alors bien au parcours de I'; puis de I's avec les
paramétrages indiqués ci-dessus.

Calculons, par la formule de Fubini :

aP br r¢ gp
ff —(x,y)dxdy:f [fl —(x,y)dy|dx
p 0y a g 0y

b
= f (P(x,¢1(x)) = P(x,¢p2(x))) dx

b b
=f P(x,</>1(x))dx—f P(x,¢2(x))dx
a

a

Calculons f P(x,y)dx, on écrit cette circulation comme la somme de la circulation sur I'y et

sur I'p, on utilise la paramétrisation de ces 2 courbes pour calculer ces circulations.

fP(x,y)dxzf P(x,y)dx+f P(x,y)dx
r I,

I

a b
=fb P(t,</>1(t))dt+f P(t,¢2())dt
a

b b
=f P(t,(l)g(t))dt—f P(t, 1 (0)dt

On en déduit donc :

<< 27 | 4.4
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oP Théoréme de
ff —(x,y)dxdy = —f P(x,y)dx (6.3.2) Green-Riemann
D 0y T
De maniere analogue, en écrivant la définition de D sous la forme :
D={(x,y)eR®/c<y<d,yi(y) <x<y2(y)}
on montrerait que :
0Q
ff —(x,y)dxdy = +f Qx,ydy (6.3.3)
D 0x r
Des relations VI.3.2 et VI.3.3 on tire la conclusion.
Attention aux hypotheses du théoreme, sur les fonctions P et Q. Traitez 'exercice A.1.13 pour
vous en convaincre.
Traiter 'exercice A.1.14 pour se rassurer.
Concepts
Exercices
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6.3.2 Calcul d’aires

Exercices :

Exercice A.1.15
Exercice A.1.16
Exercice A.1.17
Exercice A.1.18

Le théoreme de Green-Riemann, peut servir au calcul d’aires. On a vu dans le chapitre sur les
intégrales doubles que le calcul de 'aire d'un domaine plan D se ramene au calcul de l'intégrale

double : f f dxdy. Si on suppose connues les équations explicites du bord de D sous la forme

par exemple : y = ¢1(x), y = ¢p2(x), on obtient alors

b
aire D =f (p2(x) — Py (x))dx.

Quand le bord I' de D est connu non pas par ses équations explicites, y en fonction de x ou x en
fonction de y, mais par des équations paramétriques, on ne sait pas calculer I'intégrale double!
Le théoreme de Green-Riemann est alors utile puisqu’il permet de ramener une intégrale double
sur D en une intégrale curviligne le long de T', ce qui se calcule facilement quand on connait une
paramétrisation de I'.

29 | 4.4
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Proposition 6.3.1. Soit D une partie de R* limitée par une courbe fermée, sans point double, par- Calcul d’aires
courue dans le sens direct, notéeT’, alorson a :

1
aire (D) = Ef xdy - ydx. (6.3.4)
T
On avu qu'un cas particulier de courbes paramétrées dans le plan sont les courbes en polaires.

On peut encore utiliser le résultat précédent et on obtient :

Proposition 6.3.2. Soit D une partie de R? limitée par une courbe fermée, sans point double, par-
courue dans le sens direct, notéeI' dont I'équation polaire est: p(0),0 € [01,0-], alorson a:

1 [0
aire (D) = - f p*(0)do. (6.3.5)
0,

Démontrer les propositions précédentes en exercice.

Concepts

Exercices
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6.4 Intégrale curviligne d’'une forme différentielle

6.4.1 Forme différentielle . . . . ... ... ... ... ... ... .. ..... 32
6.4.2 Formes différentielles-notations . . ... ... .............. 34
6.4.3 Différentielleexacte . . .. ... . . . . ... ... 36
6.4.4 Intégrale curviligne d’'une forme différentielle . . . . .. ... ... .. 37

Concepts

Exercices
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6.4.1 Forme différentielle

Exercices :
Exercice A.1.19

Définition 6.4.1. Une application f deR dans R est dite linéaire si :
Yup,up€ R,VA€R,
flu +up) = fun) + f(u2), f(Aun) = A f (1)

La plupart des applications que vous connaissez cos i, e%, u? ...ne sont pas linéaires. On peut
démontrer que les seules applications linéaires de R dans R sont définie par: f(u) = au ou a est
une constante réelle.

On note Z (R, R) 'ensemble des applications linéaires de R dans R.

Définition 6.4.2. On appelle forme différentielle sur R une application de R dans £ (R, R)

Donc si w est une forme différentielle sur R, w(x) est une application linéaire, donc en parti-
culier on peut écrire w(x) (1) = a(x)u, en effet'application linéaire varie avec x donc le coefficient
a dépend de x.

Un exemple de forme différentielle sur R est le suivant : Si f est une fonction réelle dérivable,
on peut définir w(x)(u) = f'(x)u, la forme différentielle ainsi définie est appelée la différentielle
de f,onnote w=df
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Ce que 'on vient de définir dans R peut-étre généralisé dans R”. Détaillons encore ce qui se
passe dans R?

Définition 6.4.3. Une application f de R? dans R est dite linéaire si :
V(u, v1), (U, v2) €R? VAER,
f(uy, v1) + (U, v2)) = f(uy, v1) + f(ug, v2), f(A(u1, v1)) = Af (U1, v1)

On peut démontrer que les seules applications linéaires de R?> dans R sont définie par :
f(u,v) =au+ Bv ol a et B sont des constantes réelles.
On note £ (R?, R) 'ensemble des applications linéaires de R? dans R.

Définition 6.4.4. On appelle forme différentielle sur R?> une application de R? dans £ (R?,R)

Donc si w est une forme différentielle sur R?, w(x, y) est une application linéaire sur R?, donc
en particulier on peut écrire

wx, y)(u,v) =alx, y)u+ px yv.

Un exemple de forme différentielle sur R? est le suivant : Si f est une fonction de 2 variables
différentiable , on peut définir
of

0
w(x,y)(u,v) = a—f (x,u+ 3 (x, y)v, la forme différentielle ainsi définie est appelée la diffé-
2 y

rentielle de f (voir chapitrel), on note w=d f.

<< 33
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6.4.2 Formes différentielles-notations

Sil'on définit fi(x, y) = x, alors d fi (x, y)(u, v) = u.
On note d fi(x,y) = dx. On adonc dx(u, v) = u.
De facon similaire on définit f,(x,y) = y, alors d f>(x, y) (i, v) = v.
Onnote df>(x,y) =dy.Onadonc dy(u,v) =v.
On obtient donc pour une forme différentielle sur R? :

wx,y)u,v) = alxyu+pxyv
a(x, y)dx(u,v)+ B, y)dy(u,v)
(a(x, p)dx+ B(x, y)dy) (u,v)

Puisque I'égalité précédente est valable pour tout couple (u, v), on peut écrire que les 2 applica-
tions linéaires w(x, y) et (a(x, y)dx + B(x, y)dy) sont égales, d’ou1 la notation :

w=adx+pdy.

Dans le cas de la différentielle d’'une fonction, on retrouve la notation bien connue :

0 0
af = —fdx+ —fdy
0x oy

Tout ce que I'on vient de définir sur R? se généraliserait 2 R” et plus particulierement a R3.
Lensemble des applications linéaires de R dans R est noté Z(R3,R).
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Définition 6.4.5. On appelle forme différentielle w surR® une application w deR® dans £ (R3,R).

Formes
On note w = adx+ Bdy+ydz, oua, B,y sont 3 fonctions de R® dans R qui admettent des dérivées différentielles-
partielles continues. notations
La définition précédente signifie que w(x, y, z) est une application linéaire de R® dans R qui
s’écrit :
w(x,y,2)(u, v,w) =alx,y,2)u+px,y,2v+y(xy 2w
Concepts
Exercices
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6.4.3 Différentielle exacte

Exercices :
Exercice A.1.20

Le probleme que I'on va se poser est un probléeme général concernant les formes différen-
tielles sur R", on va I’énoncer dans le cas particulier de R3.
Un cas particulier de forme différentielle sur R® est la différentielle d'une fonction f de R3 diffé-
rentiable. Elle s’écrit :
of of of

dx+—dy+ 6—dz

df = —
! 0x oy z

Réciproquement si w = adx + fdy + ydz est une forme différentielle, existe-t-il une fonction
f telle que w = d f ? Ce probleme est similaire a celui que I'on a traité pour savoir si un champ de
vecteurs dérivait d'un potentiel, et, comme dans ce cas, la réponse n’est pas toujours affirmative.

Proposition 6.4.1. Sia, B,y sont des fonctions dont les dérivées partielles sont continues, si on a

P _ow by O 4y Lf Concept
0x 0y dy 0z 0z dx oneep's

alors il existe f telle que w = d f, on dit que w est une différentielle exacte.

Exercices
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6.4.4 Intégrale curviligne d’'une forme différentielle

Définition 6.4.6. Soit C une courbe orientée, d'extrémités A et B, paramétrée par (x(t), y(t), z(t), t
ta — tp), soit w = adx + Bdy +ydz une forme différentielle sur R3, on appelle intégrale curviligne
de la forme différentielle w le long de C et on note

/w=fadx+ﬁdy+ydz,
© C

Uexpression calculée par l'intégrale simple suivante :

Ip
f (ax(0),y@),z)x' (1) + Px(0),y(1),z(1)y' (1)

17}

+  y(x(0,y(0),2(0)2 (1) dt

Ip
f (a(x(D), y(®), 2(0)x' (1) + Bx(8), y(2), (D) Y (1) + Y (x(2), y(1), 2(1)) 2’ (1)) d t

17}

On remarque que l'intégrale curviligne le long de C de la forme différentielle est égale a la
circulation le long de C du champ de vecteurs de composantes (a, §,7). Si la différentielle est
exacte alors le champ de vecteurs dérive d'un potentiel. On obtient des résultats analogues :

Proposition 6.4.2. Soit C une courbe orientée, d’extrémités A et B. Si w est une différentielle exacte
et sécritw = df, alors

fLU=f(B)—f(A)
c
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Proposition 6.4.3. Soit C une courbe fermée. Si w est une différentielle exacte alors

fw:O
c
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Exercice A.1.1 Ch6-Exercicel

C est la chalnette d’équation y = chx, on oriente la courbe dans le sens des x croissants, on
choisit pour origine sur la courbe le point Q = (0, 1). Déterminer I’expression de I’abscisse curvi-
ligne en fonction de x.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.2 Ch6-Exercice2
On reprend les notations du paragraphe "Abscisse curviligne-démonstration", ¢j, est la lon-
gueur du segment curviligne M(t), M(t+ h), dj, estla distance entre M(t) et M(t+ h), montrer que

I'expression du rapport Z—Z qui a été établie dans le cas h positif est encore valable lorsque h est
négatif.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.3 Ch6-Exercice3

Calculer la longueur de I'arc de chainette d’équation y = chx qui est limité par les points
d’abscisse x; et x,.

Solution

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.4 Ch6-Exercice4

La cycloide est la courbe parcourue par un point M fixé sur un cercle de rayon R qui roule
sans glisser le long d'un axe. On suppose que I'axe est Ox, que le point M au départ est a I’origine.

1. Montrer que quand le cercle a roulé d'un angle ¢, I'abscisse et I'ordonnée de M sont
x(8) =R(t—sint),y(t) = R(1—cost).

2. Tracer la courbe décrite par le point M lorsque ¢ varie de 0 a 27.

3. Calculer la longueur d’'une arche de cycloide.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.5 Ch6-Exercice5

Démontrer le théoréme VI.1.3.

Solution

< précédent
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suivant »
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Exercice A.1.6 Ch6-Exercice6

La cardioide est la courbe parcourue par un point M fixé sur un cercle mobile de rayon R qui
roule sans glisser a I'extérieur d'un cercle fixe de rayon R. On suppose que le cercle fixe est centré
en (R,0), que M(0) = (4R,0). On peut montrer que I’équation polaire de cette courbe est :

p(t) =2R(1 +cost)

t est’angle dont a roulé le cercle. Lorsque ¢ a varié de 27 on a décrit toute la courbe, on est revenu
au point de départ. La courbe a pour allure :

¥

Concepts
Calculer la longueur de la cardioide.

La cardioide fait partie de la famille des épicycloides, ici le cercle mobile a le méme rayon que
le cercle fixe, on peut construire toute une série de courbes avec un cercle mobile ayant un rayon
2 fois plus petit, 3 fois plus petit, etc. ... La courbe obtenue quand le rayon est 2 fois plus petit est Exercices
une néphroide. Tracez rapidement la courbe et expliquez la terminologie!
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On peut construire également les hypocycloides, cette fois le cercle mobile roule sans glisser a Exercice A.1.6
l'intérieur du cercle fixe, 1a encore on obtient toute une famille de courbes selon le rapport des Ch6-Exercice6
rayons des cercles, une des courbes les plus connues de la famille est 1’astroide, le rayon du cercle

mobile est alors 4 fois plus petit que celui du cercle fixe.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.7 Ch6-Exercice7

Calculer la masse d’un fil en forme d’hélice.
Les équations paramétriques sont (x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, z(t) = at, 0 < t < 2mn).
La masse linéique est u(f) = t.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.8 Ch6-Exercice8

Montrer que la définition VI.2.1 et la proposition VI.2.1 permettent de calculer la circulation
sont équivalentes.

Solution

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.9 Ch6-Exercice9

1. Soitle champ de vecteurs V de composantes (x+z, yz, x), calculer la circulation de ce champ

(8%
de vecteurs le long de I'arc AB d’hélice dont les équations paramétriques sont
x() = Rcost, y(t) = Rsint, z(t) = at, A= (R,0,0),B = (R,0,27a), (réponse : 2w aR).

ﬁ), calculer la circulation de ce

. Soit le champ de vecteurs V de composantes (1, x + 3,
v
champ de vecteurs le long de I'arc AB dont les équations paramétriques sont

_ _ 2 — 3 a_ _ 4 .23_3
x(O=ty)=1t%2z() =1, A=(0,0,0), B=(1,1,1), (réponse : 5* — 3F).

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.10 Ch6-Exercicel0

1. Montrer que le champ de vecteurs V de composantes (y+z, x+2z, x+y) dérive d"un potentiel.

2. Calculer ce potentiel.

3. En déduire la circulation de ce champ de vecteurs le long de I'arc AB d’hélice dontles équa-
tions paramétriques sont x(t) = acost, y(t) = bsint, z(t) = ct, A= (a,0,0), B = (0,b, c%).

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.11 Ch6-Exercicell
1. A quelle condition sur a le champ de vecteurs de composantes (xy, z + ax?, y) dérive-t-il
d’un potentiel ?

2. Calculer alors de 2 facons différentes la circulation de ce champ de vecteurs le long du seg-
ment OA ol A est le point de coordonnées (1,1,1), (réponse : %).

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.12 Ch6-Exercicel2
D estle disque de centre O et de rayon R limité par le cercle C.

On définit P(x,y) = x+y,Q(x,y) =2x+y.
Vérifier le théoreme de Green-Riemann, a savoir :

0Q 0P 3
ffl)(a(x,y)—E(x,y))dxdy—chdx+Qdy.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.13 Ch6-Exercicel3

A 4
On définit P(x,y) = 5——,Q(x, y) = 5—.
n définit P(x, y) i Qx,y) P
On définit le cercle C de centre O et de rayon 1, on note D le disque de centre O et de rayon 1.
Calculer f Pdx+Qdy.
C

0P 0
Calculer —, —Q
0y 0x
Commentaires ?

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.14 Ch6-Exercicel4

1. On définit P(x,y) =2y,Q(x,y) =x.
On définit D = {(x, y) € R3,0<x<1,x2< y<Vx},
on note C le bord de D orienté dans le sens trigonométrique direct.

(a) Faire une figure représentant D.

(b) Calculer[ Pdx+Qdy.
C

(c) Calculer f[D [Z_S (x,y)— Z—I; (x,y)|dxdy.
2. On définit P(x,y) = —yx%,Q(x,y) = x> .
On définit D = {(x, y) € R?, x% + y2 -2y <0},
on note C le bord de D orienté dans le sens trigonométrique direct.

(a) Faire une figure représentant D.

(b) Calculer f Pdx+Qdy.
c

0Q oP
Calcul —(x,y)——=—(x,y)|dxdy.
(©) acuerffD[ax(x ¥) Oy(x y)|dxdy
3. On définit P(x, y) = ax+ by, Q(x, y) = cx? ol1 a, b, ¢ sont 3 constantes.
On définit D = {(x,y) € ]Rz,y < x,0 < y < -2x+6}, on note C le bord de D orienté dans le
sens trigonométrique direct.

(a) Faire une figure.
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(b) Calculer f Pdx+Qdy.
c

0Q oP
(c) Calculer f fD [a(x, y)—a(x,y)

Solution

dxdy.

section A

suivant »
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Exercice A.1.15 Ch6-Exercicel5

Démontrer la proposition suivante :
Soit D une partie de R? limitée par une courbe fermée, sans point double, parcourue dans le
sens direct, notée I', alorson a:

1
aire (D)zifxdy—ydx (A.1.1)
r

Solution

Concepts

Exercices

57



< précédent section A suivant »

Exercice A.1.16 Ch6-Exercicel6

On définit C l'ellipse d’équation x(t) = acost, y(t) = bsint. On appelle D l'intérieur de C.
Calculer I'aire de D en utilisant le théoreme de Green-Riemann.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.17 Ch6-Exercicel?

Démontrer la proposition suivante :
Soit D une partie de R? limitée par une courbe fermée, sans point double, parcourue dans le
sens direct, notée I' dont I'équation polaire est: p(8),0 € [0,,0:], alorson a:

0
aire (D) = % f p%(6)do. A.1.2)
0

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.18 Ch6-Exercicel8

Dans chacun des cas suivants, faire une figure et calculer I'aire des domaines D dont le bord
C a pour équation polaire :

1. p(@) = R. (Quelle estla courbe C?)

2. p(@) =1+ cosf (cardioide), (réponse : 37”)

3. p(@) =cosB. (Quelle est la courbe C? Le résultat obtenu est-il correct ?)

Dans chacun des cas précédents vous devez déterminer 0, et 6, pour que toute la courbe soit
parcourue une seule fois dans le sens direct.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.19 Ch6-Exercicel9

En vous inspirant de ce qui a été fait dans R?, donner la définition d'une application linéaire
de R3 dans R.
Donner un exemple d’application linéaire de R® dans RR.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.20 Ch6-Exercice20

On définit w(x, y,z) = —ydx + xdy + zdz montrer qu’il n'existe pas de fonction f telle que
i of of of
df = w, cestadire telleque —(x,y,2) = -y, —(x,1,2) = x, =— (X, ,2) =z
0x oy 0z

On définit w(x,y,z) = xdx + ydy + zdz montrer qu’il existe une fonction f telle que df = w,
calculer f.

Solution

Concepts

Exercices
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A.2 Exercices de TD

A2.1 longueur de courbes planes y = f(x) . . . . ... ... ...

A22 longueur de courbes planes paramétrées . . . . . ... ...
A23 longueur de courbes planes en polaire . . ... ... ....
A24 intersection sphére-plan. . . . ... ... ...........
A2.5 circulation . . . ... .. ... Lo L oL
A.2.6 circulationetpotentiel . . . . . ... ... ... ... ... ..
A2.7 circulation . . . ... .. ... L L L
A.2.8 circulation, Green-Riemann . . . . ... ... ... ......

A29 calcul d’aires limitées par descourbes . . . . . ... ... ..
A.2.10 calcul d’aire, Green-Riemann . . . .. .. ... ... .....
A.2.11 Green-Riemann, gare aux hypotheses . . . . ... ... ...
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Exercice A.2.1 longueur de courbes planes y = f(x)

1. (a) Calculer la longueur du morceau de la chainette d’équation y = cosh x, limité par les
points A et B d’abscisse respectives x4 et xp.

(b) On choisit comme origine le point M;(0,1) et on oriente la courbe dans le sens des
x croissants. Déterminer 1’abscisse curviligne s et retrouver ainsi la longueur précé-
dente.

(c) On suppose que la masse linéique est u(s) = |s|. Calculer la masse du morceau de
chainette précédent.

2. On considere la parabole &2 d’équation y = _sz. Les points A(0,0) et B(2, —1) sont situés sur
22. On oriente &2 de A vers B, on choisit A comme origine, et on note s 'abscisse curviligne
définie par ces choix.

(a) Calculer I'abscisse curviligne d'un point M(x, y) € 2. En déduire la longueur du seg-
ment de courbe AB.

(b) On suppose que & a une masse linéique u(s) = |s|. Calculer la masse de I'arc de para-
bole compris entre les points A et B.

64
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Exercice A.2.2 longueur de courbes planes paramétrées

Représenter graphiquement (allure) et calculer la longueur des courbes suivantes.

1. Lastroide d’équation (donner l'intervalle de variation du parametre u)

3

x(w) acos®u
y(uw) = asin’u

2. Larche de cycloide d’équation (ol le parameétre u vérifie 0 < u < 27)

a(u—sin u)
a(l—cosu)

{ x(uw)
y(u)

65

Concepts

Exercices



< précédent section A suivant »
Exercice A.2.3 longueur de courbes planes en polaire
Représenter graphiquement (allure) et calculer la longueur des courbes suivantes.

1. La cardioide d’équation (donner l'intervalle de variation du parametre 6) p(6) = a(1+cos8)

2. La courbe d’équation (donner l'intervalle de variation du parametre 8) p(8) = cos@

Concepts

Exercices
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Exercice A.2.4 intersection sphere-plan

On appelle € la courbe définie par (ou R > 0)

x>+ y*+22=R?
z=2(R-y)

Paramétrer € et en déduire sa longueur. Faire un dessin et retrouver directement le résultat.

Concepts

Exercices
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< précédent section A suivant »

Exercice A.2.5 circulation

1. On définit les points A(1,0) et B(0,1) et on considére les courbes suivantes.

(I'y) triangle OAB (') bord du quart de disque OAB
(I's) cercledecentre Aetderayon2 (I'y) arcdelssituédansx<1, —-1<y<1

Calculer la circulation le long de ces courbes des champs de vecteurs suivants (préciser
l'orientation choisie sur chacune des courbes).

(@) V(y—-x+1)
(b) Uy, x)

2. Calculer la circulation du champ W(yz, x5 1e long du bord du domaine
9:{(x,y)€IR2; P+y2<l, x+y>1}

orienté dans le sens trigonométrique.

Concepts

Exercices
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< précédent section A suivant »
Exercice A.2.6 circulation et potentiel
On considere le champ de vecteur V( yz, x2).

1. V dérive-t-il d'un potentiel 2

2. Déterminer les cercles du plan le long desquels la circulation de V est nulle.

Concepts

Exercices

69



< précédent section A suivant »

Exercice A.2.7 circulation

Pour chacun des cas suivants, calculer la circulation du champ de vecteur V le long de la
courbe 6. Faire une figure sur laquelle on indiquera I'orientation choisie.

1.
2.

V(xy,O, x) et € est le triangle ABC ol A(3,0,0), B(0,3,0) et C(0,0,6).
V(1,x,1) et € a pour équation
{ z=x*+y°
X+ %yz =1

V(-y,—2z,—X) et € estle bord de la surface

S ={x,5,2eR> x*+y*=R? hy<z<hy, y=0}

. V(x?y,y?z,z*x) et € a pour équation

z=1
y=1+f
O0<sx<1

V(y+2z Xx+2z x+y) et € estle segment de droite AB ot1 A(1,2,3) et B(1,-1,2). Concepts

Exercices
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< précédent section A suivant »

Exercice A.2.8 circulation, Green-Riemann
1. On considére le domaine de R2
2={(x,y)eR?% 0=<x=<1, x*<y=<x}

On appelle € le bord de 2 orienté dans le sens trigonométrique. Calculer la circulation
du champ de vecteur 17(2 ¥,x) le long de €, directement, puis en utilisant le théoreme de
Green-Riemann (dont on rappellera les hypothéses, comme d’hab.).

2. On considere le cercle € d’équation x?+ y*>—2y = 0. Calculer, directement, puis en utilisant

le théoréme de Green-Riemann, I'intégrale curviligne f xy*dy— yx*dx.
€

Solution

Concepts

Exercices
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< précédent section A suivant »

Exercice A.2.9 calcul d’aires limitées par des courbes

Dans chacun des cas suivants, calculer I'aire du domaine limité par la courbe €.

1. € estl'astroide d’équation (donner I'intervalle de variation du parametre u)

3

x(w) acos®u
y(uw) = asin’u

2. % est constituée de I'arche de cycloide d’équation (ol1 le parametre u vérifie 0 < u < 27)

a(u—sin u)
a(l—cosu)

{ x(uw)
y(u)

et de I'axe Ox.
3. ¥ estlalemniscate de Bernouilli d’équation p(6) = av'cos26.
4. %€ estla cardioide d’équation p(8) = a(1 + cos9).

Concepts

Exercices
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Exercice A.2.10 calcul d’aire, Green-Riemann

On consideére le domaine de IR?
P
@:{(x,y)EIRZ; ?+y251, Osysx}

Calculer I'aire de 9, directement, puis en utilisant le théoréeme de Green-Riemann.

Concepts

Exercices
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< précédent section A

Exercice A.2.11 Green-Riemann, gare aux hypotheses

xdy—ydx
x% + y?
orienté dans le sens trigonométrique.

1. Calculer I'intégrale curviligne f ,ou I désigne le cercle de centre O, de rayon 1,
T

2. On pose

P(xy) = =i
Q(x,y) m

x2+y2

0Q . 9P
Calculer 35 et oy Conclure.

Concepts

Exercices
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Le gras indique un grain ou le concept est dé-
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Solution de I'exercice A.1.1

Une paramétrisation de C est

= cht.

On a donc

t t
s(t):f \/1+sh2udu:f chudu = sht.
0 0

On peut bien str remplacer ¢ par x.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.2

¢y, vaut s(t) — s(t+ h) et Vh* = —h.
Le numérateur et le dénominateur changent donc de signe, le quotient reste inchangé.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.3

X2
= f chudu
X1

=|shxy —shx|.

X
f : V1+sh?(wdu
X1

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.4

1. Le cercle roule sans glisser donc la longueur OH est égale a lalongueur HM. On exprime les longueurs PM et NP
en fonction du rayon R et de 'angle ¢. On écrit ensuite que x = OH — PM, y = R — NP. Voir figure

y y

? N
M
M P

-
L

x O

=<V

FIGURE A.2.1 — construction de la cycloide

2. On trace le tableau de variation. On obtient la courbe suivante,

y

-
L

O X

FIGURE A.2.2 — une arche de cycloide



2
Rf \/(1 —cos )2 +sin? tdt
0
27
R vV (2-2costdt
0
27
RV?2 vV (A —-costdt
0

27 t
ZRf \/sin2 —dt
0 2

2

.t
ZRf sin—dt=4R =8R.
0 2

0

—COS —

Retour a I'exercice A



Une paramétrisation de la courbe est :

On a donc

D’ol

Ce qui termine la démonstration.

Solution de I'exercice A.1.5

x(t) = p(f)cost
y(1)

p()sin ¢

x' (1) p'(t)cost—p(t)sint

y'(0)

p'(t)sint+ p(t)cost

x'2(t)+y'2(t) =p2(t)+p,2(t)

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.6

21
2R[ \/(1 +cos )2 +sin® tdt
0

21
2R V(@2+2cost)dt

0

27
2R\/§f vV (1+cost)dt
0

27 t 27
2RV2 \/Zcosz—dt=4Rf
0 2 0
T t 27

t
4R(f cos—dt—f cos—dt)=8R+8R:16R.
0 2 T 2

cos—|dt

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.7

m=

21
f v R2+a2dt’ =271’V R2 + a2.
0

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.8

On effectue alors un changement de variables dans 'expression de la définition VI.2.1 on a en effet :

4 o)
ds

ds dx ds
ds=—(Ddt,— (t) = — (¢
S=op e = 2nl

et des relations similaires pour y et z.
On obtient immédiadement le résultat.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.9

Revoir les calculs d’intégrales, puis appliquer la proposition VI.2.1.

1.
. 21
Q”AmB(V) = f (Rcost+at)(—Rsint)+stin2t(Rcost)+aRcostdt
0
21
= —aR[ tsintdt
0
21
= aR[tcost]%”—aR[ costdt=2maR.
0
2.
= 1 1
T~ (V) = f1+(t+3)2t+ 3t%dt
AB 0 1+ 2
2 23 3m
= 1+-+3+3-3arctanl = — — —.
3 3 4

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.10

1. Le rotationnel est nul, donc on calcule un potentiel.

2.
0
é(x,y,Z) =y+z=> f(x,y,2) =yx+zx+ fi(y,2),
0 0
%(x,y,Z) =x+z=x+ a—];l(y,Z) = fi(y,2) = zy + f2(2),
of /
&(x,y,z) =x+y=x+y+ f5(2) > f2(2) =C,
d’ou
fx,1,2)=yx+zx+zy+C.
3.

g (1) = _ _ T
JANB(V)—f(B) f(A)—b02~

On peut calculer la circulation directement en utilisant la proposition VI.2.1, vérifier que I'on obtient le méme
résultat.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.11

1. On calcule le rotationnel, il est nul a condition que

2. On calcule le potentiel, puis la différence de potentiel ;
ou
on parametre le segment de droite et on calcule la circulation directement.

2
f(x,y,z)=%+yz+c,

la circulation vaut %

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.12

0Q

—(x )—a—P(x )=1
B dy V=4

donc

0 oP
ffD(i(x,y)—a(x,y) dxdy = aire D = nR%.

Une paramétrisation de C est, bien sir,
x=Rcost,y=Rsint, t:0— 2.

On adonc: )
T
dex+Qdy:[ ((Rcost+ Rsint)(—Rsint) + (2Rcos t + Rsint)Rcos t) dt = nR>.
C 0

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.13

On calcule
9P 30 _

— =0
6y+6x

On calcule
f Pdx+Qdy=2n
c

Ot est I'erreur ?

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.14

(a) Voir la figure

O

FIGURE A.2.3 — question 1

(8% (8%
(b) Il faut paramétrer C, donc il faut paramétrer OA puis AO.
o xX=1
PourOA:{ 5 [:0—1.
y=t

_l'2

(&%
PourAO:{ " t:1—0.

1
f,\ de+Qdy:f 4t%drt
OA 0

0
fm Pdx+ Qdy:f 5t2dt
AO 1
Apreés calculs on obtient :
1
f Pdx+Qdy=—=
C 3



(c)

(@)
(b)

(c)

a—Q(x )—G—P(x )=-1
ax )y ay ’y_ )
d’ou ol
aQ oP ‘[]‘ .[ ]‘x 1
—(x,y) — —(x, dxdy=— dxdy=— dydx=——
ffD ax( Y) 6y( y) y dxdy b ). Y 3

D’ou le résultat.

D estle disque de centre (0,1) et de rayon 1.
= t
I1 faut paramétrer le cercle C. { =08 . £:0— 2m.
y=1+sint

2n
f Pdx+Qdy :f cos? t+2sin t cos? t + 2sin® tcos? t + sin tcos? ¢ + sin® tcos? tdt
C 0

Apres linéarisation et simplification on obtient :
37
f Pdx+Qdy=—
C 2

Exprimer I'intégrale double sur D al’aide d'un changement de variables.

9Q
0x

On peut utiliser les coordonnées polaires r et 8 centrées en O, cela simplifie la fonction a intégrer.

(x )—O—P(x )= x*+y°
Y 6y yY) = Yy,

On peut également utiliser les coordonnées polaires p et t centrées en (0, 1), cela simplifie le domaine d’inté-
gration.
On obtient avec les coordonnées polaires centrées en O :

. 2sinf
ff x2+y2dxdy=f f rrdrdf
D 0o Jo



On obtient avec les coordonnées polaires centrées en (0, 1) :

1 pr2n
ff x2+y2dXdJ’:f f p+p°+2p*sintdtdp
D 0 Jo

Bien stir on obtient le méme résultat dans les 2 cas : 37”

3. (a) Voirla figure

@) A X

FIGURE A.2.4 — question 3

(b) Il faut paramétrer C, donc il faut paramétrer OA puis AB, puis BO.

=1
PourOA:{ . t:0— 3.
y=0
xX=1
P AB: t:3—2.
out {y=—2t+6

=t
PourBO:{ * ! t:2—0.

3
f de+Qdy=f atdt,
0A 0

2
f de+Qdy:f at+b(-2t+6)—2ct’dt,
AB 3



0
f de+Qdy:f at+bt+ct?dt.
BO 2

On en déduit que le résultat ne dépend pas de a.

3 2 0 0
f atdt+f atdt+f atdtzf atdt=0
0 3 2 0

f Pdx+Qdy=-3b+10c.
c

Apres calculs on obtient :

(c) Exprimer l'intégrale double sur D al’aide d’intégrales simples.

0Q oP
A ) - = ) = 2 - U
i (x,9) 3y (x,9) cx—>b

0Q

ox

I},

oP
(x,)———(x,7) dxdy:—baireD+20ff xdxdy
o0y D

2 p—243
ff xdxdyzf f xdxdy =5
D 0 Jy

aire D =3,

D’ou le résultat.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.15

On applique Green-Riemann avec P(x,y) = -y, Q(x,y) = x
0Q op
On calcule —(x, y) — —(x, ).
0x oy

ff 2dxdy=2aire D.
D

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.16

27
f xdy—ydx = f abcos® t +sin® tdt = 2mab.
c 0

Laire vaut donc wab. On retrouve bien str I'aire du disque dans le cas a = b.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.17

Une paramétrisation possible de la courbe est x(8) = p(8) cos8, y(0) = p(0) sin6.
On obtient x(0) y'(0) — y(0)x'(0) = p>(0), on utilise la proposition VI.2.1, on a donc

02
fxdy—ydx=f p%(6)do.
r 0,

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.18

1. La courbe est un cercle.
6,=0, 0, =21, A=nR?

3
01=0, 02=27[, A=?

3. On étudie la courbe et on vérifie qu’il s’agit d'un cercle de rayon %, on calcule I'aire, on trouve bien 7. On a 6, =
0, 92 =T7.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.19

Une application f de R® dans R est dite linéaire si :

Y (u1, v1, wn), (U2, v2, wo) € R3, VA €R,

S (ur, v1, wn) + (U2, v2, wo)) = f(ur, v1, w) + f(uz, v2, wa), f(Alur, v1, w1)) = Af (ug, v1, wr)
Lapplication qui au triplet (u;, v, wy) associe le nombre 3u; + 7v; + 4w, est linéaire.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.20

Revoir les champs de vecteurs qui dérivent d’un potentiel, si on définit V = (- y, x, z), montrer que Tot V #0.
Par contre si V = (x, 3, 2), rot V =0, il existe donc f.
Apres calculs

1
f(x,9,2) = E(x2+y2+z2)+c

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.2.8

1. e Calcul direct:

Il faut paramétrer €. On parameétre séparément les deux arcs de 6.
Paramétrage de 6 :

¢1:0,1] — R?

|
~

(A.2.1)

Paramétrage de 6> :

¢2:00,1] — R?

_ _ 2
fo— (pg(t)‘; = =19 (A2.2)

<
Il

/2ydx+xdy+f 2ydx+ xdy
(51 <€2

1 1
thZdt+t2tdt+f 20— 021 - ) (—dt) + (1 - *(~dp)
0 0

f 4t dt+f -5(1-0?dt

[4t3 5(1— t)s]l
0

553



e Calcul al’aide de Green Riemann :
% est sans boucle ni point double, orientée dans le sens direct. Les composantes P(x,y) =2y et Q(x,y) =xde V
sont de classe €, donc le théoréme de Green Riemann donne :

[,V = [ 22ty | [ asay

et on calcule I'intégrale double par Fubini :

[ [ asay

fol (fx;/}dy)dx
= f()lﬁ—xzdx

2 37!
232 X
3 3

0

3

wiln
W —

On retrouve bien ¢ = —%.
2. Il faut encore paramétrer 6.
x2+y2—2y:x2+(y—1)2—1

% est donc le cercle de centre (0,1) et de rayon 1. On peut le paramétrer par :

¢:002n1] — R?
cos0

0 — 9O 1+sinf

(A.2.3)



¢ = fxyzdy—yxzdx
€

271
f cosO(1 +sinf)? cosOdO — (1 + sinH) cos® O (—sinO) d6
b /,

cos20(1+sinf)(1+2sinf)do

21
f (cos2 0 + 2 cos®0sin®0 + 3 cos? O sin 0)do
0

On linéarise les termes qui ne s’intégrent pas directement :

, N2 , ,
ol = e +e 0\ 20172012 1+cos20
- 2 B 4 - 2
. . 2 . . 2
ele+e—16 el@_e—lﬁ
cos’0sin’f = -
2 21
20 _ p—i20 2
a 4i
_ ei49+e—i40_2
- -16
B 1 —cos460
- 8
27 1 cos20 1 cos40
¢ = f st +3cos?0sinb)do
0
3 12" [sin20]?" [sin46 %"
= [ZQ]O 1= i 0 . +[—cos‘°’9]§”
3

2



Les composantes P(x,y) = — yx2 et Q(x,y) = xy2 sont de classe €!.La courbe € est sans point double, orientée
dans le sens trigonométrique. Le théoréme de Green Riemann s’applique et donne :

0 opP
¢ = ff(—Q——)d xdy
= ff(y +x)dxdy
2
Changement de variables :

oA — 9
ro) — | % = reost (A2.4)

= rsin6

de jacobien det], =r,0u A = {(r,0),0<0<met0<r<2sin6}.

ff
[l
LIl

f 4sin*0do
0

¢

Linéarisons :

, a4 , , , ,
"y et — o~10 010 _ 4120 4 6407120 4 p=140 (0540  cos26 N 3
sin = - _ 2
21 16 8 2 8



W 3
= f (COS40 —2co0s20+-)db
0 2 2

T

sin460

3
—sin20 + -0
2

0

Retour a I'exercice a
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