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7.1.1 Aire d’'une surface paramétrée

Exercices :
Exercice A.1.1

Lespace est muni d'un repére orthonormé (0,7, 7, k).

Si une surface S est plane, on peut supposer par exemple que S est dans le plan xOy, on a
alors défini I’aire dans le chapitre sur I'intégrale double par :

airedeS:ffdxdy
S

Supposons maintenant que la surface S est gauche (c’est-a-dire non plane), le théoréme sui-
vant permet de calculer son aire.

Théoréme 7.1.1. S est une surface paramétrée par :
x=a(u,v)
y=b(u,v) ,(u v)eAcR?oila,b,c sont des fonctions différentiables. On note
z=c(u,v)

a—a(u v) a—a(u V)
B %
ou,v) = | Tutw, ) AT (w, )| = =) (Al =W
oc oc
a(u,v) a(u,v)
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aire(S)=ff0(u,v)dudv
A

Vous pouvez lire la démonstration de ce théoréeme dans le paragraphe suivant.

Sommaire
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7.1.2 Aire d’'une surface-démonstration

Exercices :
Exercice A.1.2

On va maintenant démontrer le résultat énoncé dans le paragraphe précédent, on reprend
les notations de ce paragraphe. On peut quadriller le domaine A, voir la figure VII.2.1, alors A est
approché par I'union des rectangles A; ;. A;; est le rectangle défini par :

uisusuj+h,vj<v<v;+hs.

A chaque rectangle A;j correspond un élément ¢;; sur la surface S. Les sommets de ¢; sont :

a(ui,vj) a(u; +h,vj)
Py=% b(ujvj) ,Pi=1 b(ui+h,vj) ,
c(ui, vj) c(ui+m,vj)

a(ui,vj+hy) a(ui+hy,vj+hy)
Py=3 b(ujvj+hy) ,P3=X b(ui+h,vj+hy)
c(ui,vj+hy) c(ui+hy,vj+hy)

Voir figure VIIL.1.2.

Laire de S peut étre approchée par la somme des aires des surfaces ¢;;. Lapproximation est
d’autant meilleure que les pas h; et hy sont petits.

Concepts

Exercices
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Aire d’'une
Aj

. surface-
démonstration
L]

h L V_,_ a
e

1

FIGURE 7.1.1: quadrillage du domaine A

On va maintenant construire une approximation de l'aire de ¢;;. Pour cela on approche les
points P et P, par respectivement M) et M, puis on approche l'aire de ¢;; par I'aire du parallé-
logramme dont 3 des sommets sont Py, M; et M. Voir figure VII.1.3.

Pour construire les points M; et M>, on utilise la formule de Taylor, on sait en effet que

da . e ]
a(u; + hy, vj) = alu;, vj) + hla— (ui, vj),on a des relations similaires avec b et ¢ donc le point Py
u

est approché par le point M; de composantes : Concepts

Exercices
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2 Aire d’'une
surface-
démonstration
v
X
FIGURE 7.1.2: un élément ¢;
Oa
a(u;, vj) + h1a— (ui,vj)
0
My =| b(u;,vj)+ h1£ (ui,vj)
c(ui, vj) + 1@(”1»1’1) Concepts
Exercices
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M
3 Aire d’'une
surface-
R démonstration
M,
R
A
R
FIGURE 7.1.3: approximation de €;
Géométriquement le vecteur
da
35, L Vi)
— 0% Concepts
PoMy = = (ui,vj)
oc
5, i)
Exercices

est tangent a I'arc PyP; en Py comme indiqué sur la figure VII.1.3. Montrer ce résultat en exercice.

<< 9 | 4.4
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De méme P, est approché par :

0
a(ui,vj)+h2—3(ui,vj)

b
Mz =| b(uj,vj)+hy— (ui, v})

auv
oc
c(ui,vj)-khZ%(ui,vj)
On note
0a 0a
— (u,v) — (u,v)
_ a . b
Ty,(u,v)=| —(u,v) |, Ty(w,v)=| —(u,v)
au v
%(u V) %(u v)
ou ov

Laire de ¢;,j est approchée par 'aire du parallélogramme dont 3 des sommets sont Py, M; et
M2 .

HP()M1 A PyM, H = hl hg |

Tutus, v) A Ty i, vp)|.

Depuis le début de ce paragraphe on parle d’approximation sans vraiment expliciter le sens
donné a ce terme, pour étre plus précis et sans donner la démonstration, on peut énoncer le
résultat suivant : 'aire de S est égale a :

airede S = 21}}) Z hihy ‘
ha—0 Y

<< 10 | 4.4
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En utilisant la définition de l'intégrale double :

}lim lZ]:hlhz ’ ?u(ui, vj) /\?u(ui’ v]')” :fL’

1-0 <~
h,—0 "

<< 11
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7.1.3 Aire d’'une surface définie par son équation explicite

Exercices :

Exercice A.1.3
Exercice A.1.4
Exercice A.1.5

Soit la surface S d’équation cartésienne explicite (z = ¢(x, y), (x, y) € D).

xX=x
Une paramétrisationde Sest{ y=y )
z=¢(x,y)
0
. 1 . 0 I e 1C)

donc Ty = 0 , Ty = 1 y Te ATy = —g—"’(x,y)

% % (x,y) ’

7 (%)) oy XY 1

2 2
On obtient alors o (x, y) = \/1 + (g—‘ﬁ) (x,y) + (g—(ﬁ) (x, ).
On peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 7.1.2. S est une surface dont I'équation cartésienne explicite est
(z=¢(x,y),(x,y) € D). On suppose que  est différentiable.

12 | 4.4
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On pose : 5 5 Aire d’une
pz—(’o, q:—q), o=1/14+p?>+4q? surface définie
0 oy par son équation
alors : explicite
aire(S) = ff o(x,y)dxdy.
D
Le domaine d’intégration D est la projection de S sur le plan xOy.
On pourrait énoncer des théoremes similaires au théoréme VII.1.2, quand on exprime x en
fonction de y et z ou y en fonction de x et z. Faites le en exercice.
Concepts
Exercices

<< 13
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7.1.4 Aire d’'une surface définie par son équation explicite-variante

Exercices :

Exercice A.1.6
Exercice A.1.7
Exercice A.1.8
Exercice A.1.9

Etudions une variante pour calculer I'expression

o(x,y) = 1+(0—(p)2(x ) +
yY) = ox Y

z=px, ) <=z-@pkx,y) =0 f(x,y,2) =0,

op .
a) (x, ).

9

) —52(x,y)

N = grad f = —g—‘;’(x,y)
1

est un vecteur normal a la surface au point M = (x, y, p(x, y)).
On remarque que | N|| = o (x, y). On obtient un vecteur normal unitaire :

o
> —==(x,Y)
[ oG | o

14 | 4.4
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S

~.}

-

h
FIGURE 7.1.4: vecteur normal unitaire
Le vecteur normal unitaire 7 fait un angle aigu avec 'axe Oz, en effet sa troisieme composante est

positive. Donc si on connait les composantes de 7, vecteur normal unitaire qui fait un angle aigu
avec Oz, on note ces composantes (cos &, cos f3,cosy) : a, 3, y représentent les angles respectifs de

navect,j, k : voir figure VII.1.4. On peut alors obtenir directement o par la relation o(x, y) =
cosy

ol évidemment y dépend des coordonnées du point M(x, y, ¢(x, y))

Théoreme 7.1.3. S est une surface dont l'équation cartésienne explicite est
(z=¢(x,y),(x,y) € D).
On suppose que 11 est le vecteur normal unitaire a S qui fait un angle aigu avec Oz, on note cosy la

<< 15 | 4.4
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troisieme composante de ii, alors :

ol évidemmenty dépend des coordonnées du point M(x, y,(x,y)).

<<

< précédent

aire(S) :ff
D
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7.2 Intégrale de surface

7.2.1
7.2.2

Intégrale de surface-définition
Intégrale de surface-application

chapitre A

section suivante »
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7.2.1 Intégrale de surface-définition

Définition 7.2.1. Etant données une fonction f : R> — R et une surface S d'équations paramé-
triques x = a(u, v), y = b(u,v), z = c(u, v), (1, v) €A, oita, b, c sont des fonctions différentiables. On
note

22 u,v) U
‘3” u,v g% u,v
o(u, v)=‘Tu(u,v)/\Ty(u, v)”: a(u,v) A E(M’ v)
oc oc
a(u,v) 5(% V)

On définit l'intégrale de surface de f sur S par :

fffcw:fff(a(u,v),b(u,v),c(u,v))a(u,v)dudv.
S A

On peut montrer que I’expression ci-dessus ne dépend pas de la paramétrisation choisie pour
S. On en déduit I'expression de I'intégrale de surface dans le cas ou la surface est définie par une
équation cartésienne explicite.

Théoréme 7.2.1. Etant données une fonction f : R® — R et une surface S dont l'équation carté- Concepts
sienne explicite est
z=¢(x,y),(x,y) € D), o ¢ est différentiable.

rese Exercices
_Op Od¢p 9 B
P—aﬂ—wﬂ—\/bﬂ? +q

18 | 4.4
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alors :

ffsfda=ffo(x,y,(p(x,y))a(x,y)dxdy.

Propriétés

Les propriétés suivantes découlent de la définition et des propriétés des intégrales doubles.
- SiS=S81+Salors ([ fdo+ [[s, fdo=[[sfdo
- [[sth+f)do = [[sfido+ [[sfodoet [[afdo=a [[fdo ot a est un nombre réel.

<< 19

Intégrale de
surface-
définition

Concepts

Exercices



< précédent section A

7.2.2 Intégrale de surface-application

Exercices :

Exercice A.1.10
Exercice A.1.11
Exercice A.1.12

On est amené a calculer une intégrale de surface dans les cas suivants :

Sif=1, [[sfdo estégalealaire de S.

Si f représente la masse surfacique (masse par unité de surface), f f s fdo estlamasse dela
surface de S. Ceci est utilisé en particulier pour calculer la masse des plaques qui sont des
volumes assimilés a des surfaces.

Si p est la masse surfacique, on obtient les coordonnées du centre de gravité de S par

1 1 1
= d , = — d y = = d’ = d
m= [ fyuae o=y f oo o= | ywaero= oo f | st

Si p est la masse surfacique, si A est un axe, on obtient le moment d’inertie de S par rapport
a A en calculant :

%:ff ud?(M,Ndo.
S

Sila surface S est orientée par le choix d'un champ de normales unitaires 7i(x, y, z), si V(x, ¥, 2)
est un champ de vecteurs, si on définit

f(x,y,2) = i(x,y,2)- V(x,,2),

20 | 4.4
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alors [ [ fdo estle flux du champ de vecteurs V atravers la surface orientée S. Nous allons
revoir plus en détail ce cas particulier dans le prochain paragraphe.

21
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7.3 Flux d’'un champ de vecteurs a travers une surface

7.3.1 Orientationd'unesurface . . . ... ... ... ... ... ....... 23
7.3.2 Flux d'un champ de vecteurs a travers une surface orientée. . . . . . . 25

Concepts

Exercices
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7.3.1 Orientation d’une surface

Exercices :
Exercice A.1.13

Pour calculer la masse d'une surface, son centre de gravité, son moment d’inertie etc..., il est
inutile d’orienter la surface. Par contre le calcul du flux d'un champ de vecteurs a travers une sur-
face est lié au choix d'une orientation, lorsque I'orientation est modifiée, le flux change de signe.
Il existe pour chaque surface 2 orientations possibles, si la surface est fermée, on parle d’orienta-
tion vers l'intérieur de la surface ou d’orientation vers I'extérieur de la surface, si la surface n’est
pas fermée cette terminologie n’a plus de sens.

Le choix d'une orientation se fait par le choix d'un champ de vecteurs normaux unitaires . Par
x/R
exemple si S est la sphére de centre O et de rayon R, si on choisit7i=| y/R |, on oriente la sur-
zIR
face (fermée) vers I'extérieur puisque les vecteurs normaux sont dirigés vers I’extérieur de S.
Si S estla demi-sphere de centre O, rayon R située dans le demi-espace z = 0, si on choisit
x/R
n=| y/R |, il n'est plus question de parler d’intérieur et d’extérieur puisque la surface est ou-
z/R
verte, par contre on peut dire que la surface est orientée "vers le haut", puisque les vecteurs nor-
maux "pointent vers le haut", pour étre plus précis, les vecteurs normaux font un angle aigu avec
Oz puisque leur troisieme composante est positive.

23 | 4.4
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Sila surface est définie par I'équation (z = ¢(x, y), (x,y) € D), il existe alors 2 champs de normales

Orientation
unitaires possibles : ST
p p
—_— + _—
a a 0 0
= q - q ¢ ¢ ./ 2, 2
nm=| —-< np=| +- |avecp=—,g=—,0=1/1+p=+
lg ) N ({ p ax 4 q ay 4 p q
o o
Les vecteurs 7i; font un angle aigu avec Oz, en effet leur troisieme composante est positive,
lorsque I'on choisit ce champ de vecteurs on dit que la surface est orientée "vers le haut".
Les vecteurs 7ip; font un angle obtus avec Oz, en effet leur troisieme composante est négative,
lorsque 'on choisit ce champ de vecteurs on dit que la surface est orientée "vers le bas".
Concepts
Exercices

<< 24
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7.3.2 Flux d’'un champ de vecteurs a travers une surface orientée.

Exercices :
Exercice A.1.14
Exercice A.1.15

Définition 7.3.1. Soit S une surface.
On oriente S en choisissant un champ de normales unitaires ii(M).
Soit V(M) un champ de vecteurs. On définit le flux du champ de vecteurs V a travers la surface S

par lintégrale de surface :
s () = f f 7.fido
S

Dans le cas particulier ou la surface S est définie par une équation explicite, on peut démon-
trer la proposition :

Proposition 7.3.1. La surface S est définie par I'équation

(z=@(x,y), (x,y) € D),

on suppose que @ est différentiable.
La surface est orientée, € = 1 si le champ de normales fait un angle aigu avec Oz , € = —1 sinon . On
note

_0¢ _0¢
px,y) = ax x,1),q9(x,y) = 5 (x,y).

25 | 4.4
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Le champ de vecteurs Va pour composantes V1, V,, V3,0n note

V1(x, ) = Vi(x, 3, 0(x, ), Va(x, y) = Va(x, y,0(x, 1)), Va(x, y) = V3(x, 3,0 (x, y))

On a alors U'expression du flux du champ de vecteurs V a travers la surface S orientée :

D5 (V) = ff V.ido
g
= effD (=p, NVi(x, ¥) — qx, ) Va(x, y) + V3(x, ) dxdy
Démonstration :
1
Les normales unitaires a S sont données par: 71 = € (_B, _ﬂ’ _).
o o0

Siona:V = Wi (x,y,2), Va(x,y,2), V3(x, ), 2))
On obtient alors
V.n= g—p(x,y)Vl(x,y,z) —qx, Y)Va(x,y,2) + V3(x,y,z).
og(x,y)

Or sur Son a z = ¢(x, y), en utilisant la définition de 171, \72, ‘73, on obtient :

- E—p(x,y)Vl(x,y) —q(x, ))Valx, ) + ‘73(36,3/),
a(x,y)

d’ot1 en utilisant la définition de I'intégrale de surface :

ff V.ido
S

_ effD(—P(x,y)Vl(x,y)—q(x,y)Vz(x,y)+\73(x,y))dxdy

D5 (V)

<< 26
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Ce qui termine la démonstration.
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Exercice A.1.1 Ch7-Exercicel

S estla sphére de centre O et de rayon R

1. Donner une paramétrisation de S en précisant bien dans quel domaine A varient les para-
metres u, v.

2. Calculer o(u, v).

3. Calculer’aire de S.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.2 Ch7-Exercice2

a, b, c sont 3 fonctions différentiables, u, v sont 2 nombres fixés, on définit I'arc PyP; paramé-
tré par
x()=a(u+t,vv)
y@&) =b(u+t,v) t:0— h.
z()=c(u+tv)

Montrer que 'arc Py P; admet un vecteur tangent en Py. Donner les composantes de ce vecteur.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.3 Ch7-Exercice3

La surface S est plane et contenue dans le plan z = 0. On veut appliquer le théoreme VII.1.2.
1. Que vaut alors D?
2. Quevaut¢(x,y),o(x,y)?

3. Utiliser le théoreme VII.1.2 pour calculer I'aire de S et montrer que I'on obtient le résultat
classique énoncé au début de ce chapitre.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.4 Ch7-Exercice4

On veut calculer I'aire de S définie par {(x, y,z) € R¥/z=x%*+ y2 et z<4}.
1. Quel estle domaine D?
2. Calculer o (x, y).

3. Calculer l'aire de S (il est conseillé d’utiliser les coordonnées polaires pour calculer I'inté-
grale double).

b8
Réponse :8(173/2 -1)

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.5 Ch7-Exerciceb

1. S est une surface dont I'équation cartésienne explicite est (y = n(x, z), (x,z) € D). On sup-
pose que 7 est une fonction différentiable, donner dans ce cas une expression permettant
de calculer I'aire de S par une expression analogue a celle donnée dans le théoreme VII.1.2

2. Méme question dans le cas ou S est une surface dont I'équation cartésienne explicite est
(x=v(y2),(y,2) € D). On suppose que v est différentiable.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.6 Ch7-Exercice6

Laire définie dans le théoreme VII.1.3 est bien positive, pourquoi ?

Solution

suivant »
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Exercice A.1.7 Ch7-Exercice7

On suppose que S est plane, que la projection de S dans le plan xOy est D. Voir figure qui suit

z Y
n

/ : Ty

FIGURE A.1.1: aire d'une surface plane

1. Remarquer que dans ce cas Ccosy est une constante.

Concepts
2. En déduire une relation entre I'aire de S et I’aire de D.
3. Etait-il possible de prévoir ce résultat intuitivement ?
Solution Exercices
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Exercice A.1.8 Ch7-Exercice8

On définit S = {(x,y,2) € R3, x> + 22 =4,x +y <2,y >0,2> 0}

Faire une figure représentant S.

Montrer que S admet une équation cartésienne explicite (z = ¢ (x, y) ,(x,y) € D). Tracer D.
Déterminer (quasiment sans calculs) la normale unitaire qui fait un angle aigu avec Oz.
En déduire la formule donnant I'aire de S a'aide d’'une intégrale double en x, y.

Calculer I'aire de S.

Calculer I'aire de S en paramétrant S a l'aide des coordonnées cylindriques.

N o o P

Retrouver 'aire de S a’aide d’aires connues.

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.9 Ch7-Exercice9

S estune surface dont!’'équation cartésienne explicite est (y = ¢ (x, 2), (x, z) € D). Donner dans
ce cas une expression permettant de calculer I'aire de S par une expression analogue a celle don-
née dans le théoréme VII.1.3

Solution

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.10 Ch7-Exercicel0

On définit la surface S par
z2=2x+2y,x>0,y>0,x+2y<4

On utilise les notations du théoréme VII.2.1.
1. Calculer o(x, y)
2. Faire une figure représentant D.
3. Que vaut l'aire de D ? En déduire I'aire de S. Revoir I’exercice A.1.7.
4

. On suppose que S est homogene (c’est a dire sa masse surfacique est constante), calculer
les coordonnées du centre de gravité de S.

Solution

Concepts

Exercices
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.11 Ch7-Exercicell

OMoiir = I WII .Calculer le flux de E a travers une

Soit le champ de vecteurs E (M) = 5
Amegr

sphére de rayon R et de centre O (réponse : %)

Solution

Concepts

Exercices

40



< précédent section A suivant »

Exercice A.1.12 Ch7-Exercicel2

On définit S = {(x, y,2) € R3,x%+22=4,x+ ¥ <2,y>0,z>0}, onsuppose que S est homogeéne
(c’est a dire que sa masse surfacique est constante). Calculer I'ordonnée du centre de gravité de S.
On choisira la paramétrisation de S pour laquelle les calculs sont les plus simples (réponse : %).

Solution

Concepts

Exercices

41



< précédent section A suivant »

Exercice A.1.13 Ch7-Exercicel3

1. Sestlademi-sphere de centre O et de rayon R, située dans le demi-espace x = 0, on oriente
la surface par les normales unitaires qui font un angle obtus avec Ox, déterminer le champ
de vecteurs unitaires correspondant.

2. S est la surface d’équation z = x? + 2, on oriente la surface par les normales unitaires qui
font un angle obtus avec Oz, déterminer le champ de vecteurs unitaires correspondant.

3. Sestleplan d’équation 2x—3y+5z = 8, on oriente la surface par les normales unitaires qui
font un angle aigu avec Oy, déterminer le champ de vecteurs unitaires correspondant.

4. Sestlasurface d’équation x? + y?+2z% = 1, on oriente la surface vers I'intérieur, déterminer
le champ de vecteurs unitaires correspondant.

Solution

42
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< précédent section A suivant »

Exercice A.1.14 Ch7-Exercicel4

On définit S = {(x,,2) € R3, y* +(z—-1)>=1,z=21,0<s x < 1}.
On oriente S "vers le haut". On définit le champ de vecteurs V = (y, z, x).

1. Faire une figure représentant S.
2. Calculer le champ de normales unitaires 7 qui oriente la surface "vers le haut".
3. Paramétrer S en utilisant les coordonnées cylindriques.

4. Calculer le flux du champ de vecteur V a travers S (réponse : 1).

Solution

Concepts

Exercices
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< précédent section A

Exercice A.1.15 Ch7-Exercicel5

Soit la surface S d’équation z = x> + y? (z < 1) et le champ de vecteurs V de composantes
2
(xz,z,—%). Onoriente S par les normales qui font un angle aigu avec Oz. On reprend les notations
de la proposition VII.3.1.

1. Faire une figure représentant S et D.
2. Calculer p(x,y),q(x, ), 171 (x, ), ‘72()6, ), 173 (x,¥), que vaut € ?
3. Calculer le flux du champ de vecteurs V a travers S.(Réponse : —Z)

Solution
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< section précédente chapitre A
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section A suivant »

Exercice A.2.1 calcul d’aires gauches

1.

. Calculer I'aire de la portion de surface d’équation z =

. On considere la demi-sphere d’équation x* + y*> + z? = a

Calculer l'aire du tore (r et R sont deux réels fixés tels que 0 < r < R, et les parametres
vérifient 0 € [0,2x[, ¢ € [0, 27 |.

x = (R+rcos6B)cosp
¥y = (R+rcosf)sing
z = rsin0)

ﬁ (x? - y?) qui se projette dans le plan

z = 0 sur le disque d’équation x? + y? < a?.

2 z=0,etle cylindre d’équation

x?+ y? —ax = 0. Calculer l'aire de la surface découpée sur la demi-sphére par le cylindre, de
2 facons différentes en utilisant des paramétrisations différentes de la demi-sphere.

On considere le cone d’équation x? + y? = z2, et le cylindre d’équation x? + y? —2x = 0.
Calculer l'aire de la surface découpée sur le cone par le cylindre.

On considere la surface définie par
Z:{(x,y,z)EIRS; x>+ y* =R 0<z<y}

(@) Quelle est la projection de X surle plan y =07?
(b) Donner deux paramétrisations distinctes de Z.

(c) Calculer I'aire de X.

46
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< précédent section A suivant »

Exercice A.2.2 aire, masse, flux
1. On considere la surface définie par
2={(x,y2 €eR3 x-2y+2z=0,x=0,220,y< 1}

(a) Calculer I'aire de X.
(b) Calculer la masse de Z, en supposant que la masse surfacique est p(x, y,2) = x+ y + z.

(c) Calculer le flux a travers X du champ de vecteurs V(x?+ 1, yz, z%) (on orientera la sur-
face X par la normale qui fait un angle aigu avec I'axe Oy).

2. On consideére la surface .# qui limite le volume
V={(x,5,2€R% x-2y+2z<0,x20,220, y<1}

Calculer le flux a travers .% du champ de vecteurs V (on orientera la surface .% par la nor-
male intérieure).

Concepts

Exercices
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< précédent section A suivant »

Exercice A.2.3 intégrale surfacique, flux
1. On considere la surface définie par

Z={(x,y,z)€IR3; x+2y+z=2,x20,y=0, z2=0}

(a) Exprimer l'intégrale surfacique f f fdo al’aide d'une intégrale double en x et y, puis
b

d’une intégrale double en y et z, puis d'une intégrale double en x et z.
(b) En déduire I'aire de X.

(c) On considerele champ de vecteurs V(- ¥,—z,—x). On oriente X par la normale unitaire
dont la troisieme composante est positive. Calculer le flux de rotV a travers X.

2. On considere la surface . qui limite le volume
V:{(x,y,z)EIRS; X+2y+z<2,x20,y=0, 2=0}

On considere le champ de vecteurs U (0,0, ). On oriente . par la normale unitaire 7i dirigée
vers |'extérieur de 7.
(a) Donner les composantes de 7i.

(b) Calculer le flux de U a travers ..

48
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< précédent section A suivant »

Exercice A.2.4 flux

1. Soit X la sphere de centre 0 et de rayon R, orientée par la normale extérieure. Calculer le flux
a travers X du champ de vecteurs V (x, y,0).

2. On considere la surface définie par
32
¥ = {(x,y,z)e]Rs; z=x>+y7 x2+? < 1}
orientée par sa normale qui fait un angle aigu avec Oz. Calculer le flux a travers X des

champs de vecteurs U(0,0,1) et V(y, x, 2).

3. On considere la surface définie par
Z={(x,y,z)€IR3; VP+z2=4,x+y=2, 220, xX+2y <6}

orientée par sa normale qui fait un angle aigu avec Oz. Calculer le flux a travers X du champ
de vecteurs U(x? + y?, zy, 1), en utilisant 2 paramétrisations distinctes de la surface X.

Concepts

Exercices
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< précédent section A suivant »

Exercice A.2.5 sphere

1. Calculer la masse d'une sphere Z de centre 0 et de rayon R, de densité surfacique p(x, y, z) =
|z|
f .

2. On considere le champ de vecteurs

q —_—

E(M) =
(M) 4dmeyrs

ollonaposér = |OM|, comme d’hab.

Montrer que le flux de E a travers Z orientée par sa normale extérieure est %.

Concepts

Exercices
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< précédent section A suivant »

Exercice A.2.6 intégrale surfacique, flux
1. On considere la surface définie par

Z={(x,y,z)€lR3; x2+y2=z,05zsl}

(a) Exprimer l'intégrale surfacique f f fdo alaide d'une intégrale double en x et y.
b

(b) En déduire 'aire de X.

(c) On considere le champ de vecteurs V (0, x + z, z + ). On oriente ¥ par la normale uni-
taire dont la troisieme composante est positive. Calculer le flux de rotV a travers X.

2. On considere la surface % qui limite le volume

2

V={xy2eR% x*+y*<z<l1}

On oriente . par la normale unitaire 7 dirigée vers I'extérieur de 7. On considere le champ
de vecteurs U(—2x,—-2y,1).

(a) Donner les composantes de 7i.

(b) Calculer le flux de U a travers .%.
Concepts

Exercices
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< précédent section A

Exercice A.2.7 intégrale surfacique, flux
On considere la surface définie par
T={(xy,2eR% x*+y*=R? hy<z<hy, y=0}

1. Donner une paramétrisation de X.

2. Exprimer l'intégrale surfacique f [ fdo alaide de cette paramétrisation.
b

3. Est-il possible de calculer I'intégrale surfacique f f fdo al’aide d’'une intégrale double en
)
xety?
4. On considere le champ de vecteurs \7(— ¥,—z,—Xx). Calculer le flux de rotV 2 travers X (pré-
ciser I'orientation choisie).

Solution

Concepts

Exercices
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Solution de I'exercice A.1.1

X = Rcosucosv
y=Rsinucosv ,
z=Rsinv

(=)

ISTETY)
N &

< A
S
ol

o(u,v) = R?cosv

A=4nR?

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.2

Les fonctions x, y, z sont dérivables car composées de fonctions différentiables, le vecteur tangent existe, c’est le vecteur
de composantes T = (x'(0), y'(0), 2 (0)).
En utilisant les résultats sur les dérivées partielles les composantes de 7" sont encore égales a :

T= a—a(u V) %(u V) @(u V)
“N\ouw " ou T ou )

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.3

D=S, ¢(x,y)=0, olx,y)=1.

aireS:f[dxdy
S

On retrouve bien str :

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.4

D est le disque de centre O et de rayon 2.

a(x,y)=1/1+4x%+4)?
/ 2 2 S 2 21 (1 T 1312
A:ff 1+4x°+4y*dxd :f f 1+4p°dpd0 = Vudu=—017""°-1
b y y o Jo p p=ap 8 ), 6( )

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.5

. On pose:
0 0
px,2) = 20 (x,2),4(x,2) = 22 (%,2),0(x,2) = \/ 1+ p2(x, 2) + 42(x,2),
0x 0z
alors :
aire(S) =ffA0(x,z)dxdz.
D
. On pose:
oy oy
PU2) =5 0024002 = 51 D,0 (1) = V14209 + a2, 2),
alors :

al're(5)=ff~ o(y,2)dydz.
D

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.6

Laire définie est bien positive puisque y est un angle aigu.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.7

aire D = cosy aire S

D et S sont planes. 'angle entre ces 2 surfaces est y (puisque y est1’angle entre les normales respectives a ces 2 surfaces).
D estla projection de S, donc le rapport entre leurs aires est cosy.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.8

z>0, donc z=V4—x?

D estla projection de S sur xOy.



-2 2 X

3. On utilise I'équation implicite pour obtenir un vecteur normal (2x,0,2z).

X 2 sy q -9 . : TS e
(5, 0, 5) est le vecteur unitaire qui fait un angle aigu avec Oz (puisque sa troisieme composante est positive).

Pourquoi ?
On pose x = 2u, on obtient :

2 2
dx,y) Va—x2

2
A:[f dxd
D V4 — x? Y

2 4-2x 2 4
A=f dx=f dx
-2 V4 — x? -2 V4 — x?

Cosy = g, ox,y) =

A=4[Arcsinul’] = 4.



6. On pose:

X =2cosf
y=u
z=2sinf

Donc bien str, on a x2 + z> =4, Yu,V0
On traduit maintenant sur « et 0 les conditions

x+y<2,y>0,z>0.

On obtient ainsi le domaine A
A={u,0)eR*0<0<7m,0<u<2—2cosd}

D’autre part
o(u,0)=2

Ceci est un résultat général quand on parametre un cylindre a I'aide des coordonnées cylindriques, on obtient
o(u,0) = R, ou R est le rayon du cylindre

On obtient I'expression de 'aire :
n r2-2cosf
A:f f 2dudf =4m.
0o Jo

7. S estun quart de cylindre de rayon 2 et de longueur 4, donc l'aire de S est %(471 x 4).

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.9

aire(s):fﬁ 1 dxdz
b cos B(x,y(x,z),z)

ol cos f est la deuxieme composante du champ de normales qui fait un angle aigu avec Oy.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.10

1.
ox,))=v1+4+4=3
2.
z
18
y
D

3. Laire de D vaut 4, donc l'aire de Svaut3 x4 =12

4. Si p estla masse surfacique (constante), la masse de S est 12p.

1 1
sz%ffl)uxo(x,y)dxdyzszl)xdxdy

On remarque que le centre de gravité de S a la méme abscisse que le centre de gravité de D, ce qui est normal car

la surface est plane et homogene.
1 s 4
XG=— xdydx=—
¢ 4/0 fo Yar=3

On a

Apreés calculs on trouve :



On obtient de facon similaire :

1 4 (23 2
== dydx="=
YG 4f0f0 yyx3

1 r4 2—% 1 r4 2—%
zG = —f f zdydx = —f f 2x+2y)dydx =2x6+2y6
4Jo Jo 4Jo Jo

La valeur de z¢ était prévisible puisque le centre de gravité appartient a la surface (ce n’est plus le cas lorsque la
surface n’est pas plane).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.11

-_ 9
47egR?

o(V) = /dozLaireS:i.
47T€0R2 S 47I€0R2 €0

, E.n

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.12

Revoir I'exercice A.1.8, on peut paramétrer a I'aide de x et y, ou des coordonnées cylindriques.

1 1
= — d = — d
G m fsyua Affsya

Bien sir la masse surfacique (qui est constante) n'intervient pas dans le calcul des coordonnées du centre de gravité.
En utilisant les coordonnées cartésiennes on a :

C 2 4+x%
f[yda ff - dydx f—xdx
2 V44— x?

On pourrait calculer cette intégrale en effectuant le changement de variable : x = 2sinf.
En utilisant les coordonnées cylindriques on a :

T r2-2cosf b4
ff yda:f f 2udud9=f (2-2cos0)*dl = 6m
S 0 JoO 0

Retour a I'exercice a



S

-

Solution de I'exercice A.1.13

2x 2y 1

n:( ’ y )
V1+4x2+4y2 \J1+4x2+4y2  \/1+4x%+4)2

. 2 3 5

n:(_ ) y )-
V38 V38 /38

( X ¥y 2z )
VZ+ Y2442 [P +a2 JxE+ )P4

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.14

S

2. On utilise I'’équation implicite, (0, y, (z — 1)) est un vecteur normal, il est unitaire, il est orienté vers le haut. Pour-
quoi?

3.
iij:COSB O0<sx<1(car0<x<1)
a <0< >1
z=1+sin0 bzPer(enazl)
4. g(x,0)=1

V.i=yz+x(z-1)

Exprimer le produit scalaire a ’aide de x et de 6.



1 T 1
@(V):f f cos@+sin6cos€+xsin6d0dx=f 2xdx=1.
0o Jo 0

Entrainez vous a calculer de facon efficace les intégrales des cosinus et sinus en particulier souvenez-vous que
I'intégrale sur une période de cosinus ou sinus est nulle.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.15

b, y) = x*+y°
px,y)=2x,q9(x,y) =2y

2, 242
‘71:x(x2+y2),172:x2+y2,‘73:—%
~ 22
o) = fﬁ—n%f+ﬁyaﬂﬁ+ﬁyiﬁzll¢My

2, 22
[f —2x2(x2+y2)—%dxdy
D



En effet I'intégrale sur le domaine D qui est symétrique par rapport a la droite d’équation y = 0, d'une fonction impaire
en y est nulle.
On utilise les coordonnées polaires :

. 1 p2n 1’5 T
®(V)=f f —2r%cos?0 - —dOdr =-=
0 Jo 2 2

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.2.7

. On peut paramétrer I'arc de cercle générateur de cylindre par un angle 6, ce qui donne :

@: 10,7 x [hy, hy] — R3

X = RcosO
@,z) — |y = Rsinf (A.2.1)
Z = z
. Par définition :
fffda fff(rcos@ rsinf, z) |— ('0 aq)‘d@ dz
00 o
ou A =[0,7] x [hy, hy] et

P P —Rsinf 0 RcosO
%/\a—(p: Rcos@ A| 0 =| Rsinf

“ 0 1 0

T I’lz
fffdazf f R f(RcosO,Rsin6,z) dfdz
b 0 Jn

. Comme il est impossible de paramétrer X par les coordonnées x et y (on n’obtiendrait pas une application!), il est

aussi impossible d’exprimer f f fdo par une intégrale double en x et y.
b

0

_ 6ax
rotV = ? A

0z



Utilisons la paramétrisation ¢ du 1. pour calculer le flux de rotV atravers X dans le sens de

P P Rcosf
7 A g Rsinf , donc sortant par rapport a I’axe du cylindre.
00 Oz 0

(p:ff rotV.NdS= f f rotV( a—(p)dedz
b ho 0z)

—_—

RcosO+Rsinf

T
f R(hy — h;)(cosO +sinf)do
0

<
Il

R(hy — hy) [sin6 — cosO]§
2R(hy — hy)

Retour a I'exercice A
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