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8.1 Théoréme de Stokes-Ampeére

Exercices :

Exercice A.1.1
Exercice A.1.2
Exercice A.1.3
Exercice A.1.4

Théoréme 8.0.1. Soit S une surface de R® orientée par le choix d’'un champ de normales 7.
Le bord de S est une courbe ferméeT .

La courbeT et la surface S sont orientées de facon cohérente en utilisant la regle du tire-bouchon de
Maxwell ou la regle du bonhomme d’Ampere.
V est un champ de vecteurs dont les composantes V1, Vs, V3 sont continument différentiables.

Alors le flux du rotationnel de V & travers la surface S est égal a la circulation de V le long de la
courbeT, cest a dire

f[?fv.ﬁda:f%dx+ Vody+ Vadz
S T

Voir la démonstration de ce théoréme en exercice. Concepts

Le théoreme de Green-Riemann est un cas particulier du théoréme de Stokes-Ampere. On
peut démontrer cette proposition en exercice.
Exercices
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8.2 Théoreme de Gauss-Ostrogradski

Exercices :

Exercice A.1.5
Exercice A.1.6
Exercice A.1.7
Exercice A.1.8

Théoreéme 8.0.2. SoitV un domaine de R® limité par une surface fermée S orientée vers Uextérieur
deV et soit V un champ de vecteurs dont la divergence est une fonction continue, alors l'intégrale
de la divergence de V dans 7 est égale au flux de V' a travers S, cest a dire

f f divVdxdydz = f f V.ido.
4 S

On peut démontrer ce théoreme dans le cas ot div V(M) = 0.
On a vu dans le chapitre analyse vectorielle qu’alors V(M) dérive d'un potentiel vecteur W c’est a
dire qu'il existe W vérifiant V(M) = rot W. On a donc

ff V.ﬁda=ffﬁ)_fﬂ/.ﬁd0.
S S

Ecrivons S = S; US>, soit I la frontiere commune de S; et S, : voir figure VIII.1 et remarquer dans Exercices
chacun des cas 'orientation du bord I'.

Concepts
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Théoréeme de
Gauss-
Ostrogradski
S
S|
2 S
FIGURE 8.1:
Le Théoreme de Stokes-Ampere permet d’écrire : Concepts
ff Tot W.iido = | Wdl
S T+
Exercices
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ff Tot W.iido = | Wdl
Sz I

la somme de ces deux intégrales est donc nulle. On a donc bien dans ce cas :

fff div dedydz:ff V.iido = 0.
4 S

<< 6

Théoréme de
Gauss-
Ostrogradski

Concepts

Exercices
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8.3 Application a I'hydrostatique

Exercices :
Exercice A.1.9
Exercice A.1.10

Si S est une surface plane d’aire A qui est soumise a une pression p constante, alors une force

de pression constante F s’exerce sur S,
F=pAn* 8.1)
ol 71* est le vecteur normal unitaire a S dirigé "dans le bon sens" (dans le sens de la pression).

Si maintenant la pression n’est pas constante, si la surface S n’est pas plane, on a

Fz[fpﬁ*da
S

Vérifier que dans le cas particulier d'une surface plane et d’'une pression constante, on retrouve
I'expression VIII.1.

Soit un solide V limité par une surface S, complétement immergé dans un liquide de masse
volumique p.

La surface du liquide est le plan z = 0, I'axe Oz est dirigé vers le haut.

Concepts

Exercices
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La pression dans le liquide dépend de z par la relation

Application a
Ihydrostatique
p(2) = po-pg=, Y 4
po est la pression atmosphérique a la surface du liquide, g est’accélération de la pesanteur.

7 représente le champ de normales unitaires a S dirigé vers I'extérieur de V, alors la force de
pression exercée par le liquide sur le solide vaut

ﬁ:ff—pﬁda
S

en effet la pression s’exerce vers 'intérieur de V (pression exercée par le liquide sur le solide).

On note Fy, F», F3 les 3 composantes de E:

ﬁ'= Ffi-i— F2f+ F;

a4

-

, E,=F.7, l;=F-k

Flsz—pf-?zda, ngff—pf'ﬁda, ,ngff —pk-fido
S S S

Appliquer le théoreme de Gauss-Ostrogradsky aux intégrales VIII.2, en déduire que :

F=F-

=~

d’oui:

(8.2)

Concepts
F=pgvol Wk

On retrouve la poussée d’Archiméde bien connue : la force de pression F s’exerce verticalement Exercices
"vers le haut" et sa norme est égale au poids du liquide déplacé.
<<
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Exercices
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Exercice A.1.1 Ch8-Exercicel

On va démontrer le théoreme de Stokes Ampere dans le cas ou la surface S a une équation
explicite : z = ¢(x, y), (x,y) € D.
On note V = (14, V3, V3).

z= ¢(xy)

C

FIGUREA.1.1:

1. (a) Calculer Tot V.

Concepts

Exercices
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(b)

()
(@)

(b)

(©
(d)

section A suivant »

On appelle C le bord de D orienté dans le sens trigonométrique, on suppose qu'une
paramétrisation de C est
{ x=a(t) fp oy
y=bp hTh

On choisit pour I' 'orientation correspondant a I’orientation de C conformément a la
figure A.1.1 Quelle est alors I'orientation de la surface ?

—_—
Donner I'expression du flux de rot V a travers S.

Utiliser la paramétrisation de C pour en déduire une paramétrisation de I" de la forme
x=al(t)
y=b(t) .Donner 'expression de c(t) ?
z=c(1)

On note _ N
i(x,y) = Vilx, y,¢(x, ¥), Va(x,y) = Va(x, y, (%, y))

Montrer que
f Vidx+V, dy
r

Zf Vldx+ ngy
C

Utiliser le théoréme de Green-Riemann pour calculer |- Vidx+ Vody.

En déduire :

12 | 4.4

Exercice A.1.1
Ch8-Exercicel

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.1
JrVidx+Vody ff —(x,y )—(x »o(x,¥) Ch8-Exercicel

——(x y) (x ¥ d(x,y) (A.1.1)
+6_(x ( ))—a—(x (x, y))dxd
ax ,J/;(,b xyy ay ’y’()b x’y y
(e) On note
_ 0 0
P(x,y)= Vs(x,ym/)(x,y))a(x,y),Q(x,y) Va(x, y,¢(x, y)) (x ).

Montrer que
f Pdx+Qdy= [ Vadz.
c r
(f) Utiliser le théoréme de Green-Riemann pour calculer fc Pdx+Qdy.
(g) En déduire:
JrVsdz = ff ——(x, 3(x » o, )

(A.1.2)
+—(x y) (x y,gb(x y)dxdy
3. Utiliser les équations A.1.1 et A.1.2 pour conclure :
Concepts
ff Tot V.7ido :f Vidx+Vody +Vadz
S T
Solution Exercices

<< 13
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Exercice A.1.2 Ch8-Exercice2

On définit la surface S par {z = 0, (x, y) € D}, on appelle I le bord de D orienté dans le sens
trigonométrique.
On définit le champ de vecteurs V=(P(x, ¥),Q(x,y),0).

1. Calculer rot V.

2. Déterminer la normale unitaire a S dont]’orientation est cohérente avec 1'orientation de I'.
3. Calculer le flux du champ de vecteurs rot V  travers la surface S ainsi orientée.
4

. Retrouver I'égalité de Green-Riemann :
0Q opP
—(x,y)— —(x,»dxdy= | Pdx+Qd
[] S 5, (0 Ydxdy [ pax+qay

Solution

Concepts

Exercices

14
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Exercice A.1.3 Ch8-Exercice3

1. Ondéfinit S={(x,y,2) €eR3, > +(z-1)?=1,z221,0< x < 1}.
On oriente S par les normales qui font un angle aigu avec Oz. On appelle I' le bord de S
orienté de fagon cohérente avec S.

(a) Faire une figure représentant S et I, présicer sur la figure I'orientation de I'.
(b) ParamétrerT.

(c) Calculer la circulation le long de I' du champ de vecteurs
2 2 .2
i (Z_, i y_) ,
2 2 2
Réponse: 1
(d) Utiliser le théoreme de Stokes-Ampere pour retrouver le résultat précédent.

2. On définit la surface S d’équation z = x> + y?,z < 1. On oriente S par les normales qui font
un angle aigu avec Oz. On appelle I le bord de S orienté de facon cohérente avec S.

(a) Faire une figure représentant S et I', présicer sur la figure I'orientation de I

(b) ParamétrerT.

(c) Calculer la circulation le long de I' du champ de vecteurs (CemezTs
2
. -1
U= M, 1, xyz].
2 Exercices

A

Reponse: —5

15 | 4.4
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(d) Retrouver le résultat précédent en utilisant le théoréme de Stokes-Ampere .

Solution

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.4 Ch8-Exercice4
2 est la boule de centre O et de rayon R, S est la sphere de centre O et de rayon R orientée

vers 'extérieur de 2 .
V=(x1y2.

1. Quel est le volume de %8 ? En déduire

f f div Vdxdydz
B

ff V.ido
S

2. Quelle est I'aire de S ? En déduire

Comparer.

Solution

Concepts

Exercices

17
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Exercice A.1.5 Ch8-Exerciceb

Vilx,y,2) Vi(x,y,2) 0 0
V(M):( Va(x,y, 2) ):( 0 )+( Va(x, ¥, 2) )+( 0 )

V3(x’y)z) 0 0 VB(x’y’Z)

Soit

0
On note Ug (M) = ( 0 )
V3(x,y,2)
On suppose que ¥ = {(x,y,2) € R3, (x, ¥) € D3, e(x,y) < z < ¢p(x, y)} conformément a la figure
A.1.2.

1. (a) Calculer div Ug(M)
(b) Montrer que:

fff div l73(M)dxdde=ff V3(x,y,¢(x, ) — V3(x, y,€(x, y))dxdy.
Vv Ds

2. (a) On appelle S* la surface d’équation {z = ¢(x, y), (x, y) € D3}, on oriente cette surface
"vers le haut".

Calculer ®g+ (Us). Concepts
(b) On appelle S~ la surface d’équation {z = (x, y), (x, y) € D3}, on oriente cette surface
"vers le bas".
Exercices

Calculer ®g- (Us).

18 | 4.4
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Z= xy) Exercice A.1.5
Ch8-Exercice5

z= g(Xy)

FIGUREA.1.2:

(c) En déduire que
ff div Usdxdydz = ®s(Us).
14

3. Des calculs similaires pour V, et V3 permettraient de terminer la démonstration du théo-

reme de Gauss-Ostrogradski.

) Concepts
Solution

Exercices

<< 19
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Exercice A.1.6 Ch8-Exercice6

Soit 7 un volume de R® dont la frontiére est S. Ce volume contient des charges électriques
dont la densité est g. La quantité de charges contenues dans 7 est donc :

q:fff o(x,y,2)dxdydz
14

E est le champ électrique. La forme locale de la loi de Gauss est :

- O
div E = —, ¢( constante
€0

ffﬁ.ﬁdazi
S €0

En déduire la loi de Gauss :

Solution

20

Concepts

Exercices
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Exercice A.1.7 Ch8-Exercice7
On définit le volume 7" = {(x, y, 2) € R3, x% + y2 + 272 < R?%},
Le champ de vecteurs V = (z, x, y).

Que vaut [f[, divVdxdydz?
Retrouver ce résultat en utilisant le théoréme de Gauss-Ostrogradski.

Solution

Concepts

Exercices

21
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Exercice A.1.8 Ch8-Exercice8

V ={(x,y,2) € R3 x% + y2 < z < 1} . On appelle S la surface qui limite 7. On oriente S vers
I'extérieur de 7.

1. Faire une figure représentant 7 et les différentes parties de S.

2. Paramétrer chacune des parties de S et déterminer pour chacune d’elles les vecteurs nor-
maux unitaires correctement orientés.

3. On définit V = (xz, z, —%2)
(a) Calculer le flux du champ de vecteurs V a travers S.
(b) Calculer div V, comparer.

4. On définit V = (-xz, x, zx?)

piA
4

(b) Retrouver le résultat précédent en utilisant le théoréme de Gauss-Ostrogradski.

(a) Calculer le flux du champ de vecteurs V atravers S. Réponse : —

Solution

Concepts

Exercices

22



< précédent section A suivant »

Exercice A.1.9 Ch8-Exercice9

S est une surface plane, 7 est un vecteur normal unitaire a S, p est la pression supposée
constante. Donner I'expression de la force de pression

szfpﬁda
S

Solution

Concepts

Exercices

23
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Exercice A.1.10 Ch8-Exercicel0

Lespace est muni du repeére orthonormé (0,7, 7, I_é).

S est une surface fermée qui limite un volume V, on note 7 le champ de vecteurs normaux
unitaires dirigés vers |'extérieur de V.

La fonction p est définie par: p(z) = po— pgz, Po, P, g sont des constantes.

On définit les champs de vecteurs ) = —p1i, U» =—pJ, U3 = —p%.

Utiliser le théoréme de Gauss-Ostrogradski pour calculer :

ffi}l-ﬁda, ffz')z-ﬁda, ffﬁg-ﬁda
S S S

Solution

24

Concepts

Exercices
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A.2 Exercices de TD

A2.1 reprise d’exo du chapitre 7
A22 TD8-Exercice2
A2.3 TD8-Exercice3

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.1 reprise d’exo du chapitre 7

1. On considere la surface % qui limite le volume
V={(xy,2eR% x-2y+2z<0,x20,2z20, y<1}
et orientée par la normale intérieure. On a déja calculé que le flux a travers . du champ de

vecteurs V(x? + 1, y?, z?) vaut —1. Retrouver ce résultat en utilisant un théoréme intégral.

2. Soit Z la sphére de centre 0 et de rayon R, orientée par la normale extérieure. On a déja
- 3
calculé que le flux a travers ~ du champ de vecteurs V (x, y, 0) vaut 8”3R .Retrouver ce résultat
en utilisant un théoreme intégral.

3. Soit € le bord de la surface

Z={(x,y,z)€R3; x>+ =R hi<z<hy, y =0}

La circulation de V (- ¥,—z,—Xx) lelong de cette courbe vaut 2R (hy —h;). Retrouver ce résultat
en utilisant un théoreme intégral.

4. On considere la surface

Z:{(x,y,z)€R3; P+yt=z, z+2y<3}

- 3 SN L . Concepts
etle champ de vecteurs V (1, %, 1). Calculer le flux de rotV a travers X. Préciser sur une figure P
'orientation choisie. Retrouver le résultat en utilisant un théoréeme intégral.
5. On considere la surface
Exercices

Z:{(x,y,z)eIR3; 1+\/x2+y2=12, 2z<3, xzo}

26 | 4.4
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et le champ de vecteurs V((z—1)?, x, y). Calculer la circulation de V le long du bord de X. Exercice A.2.1
Préciser sur une figure 1'orientation choisie. Retrouver le résultat en utilisant un théoréme reprise d’exo du
intégral. chapitre 7
6. On considére le volume
V={xy2eR% 0<z<1-x*-y*}
et le champ de vecteurs V (z, x, y). Calculer de 2 facons différentes f f f divVdxdydz.
/4
7. On considere le volume (o1 a > 0)
7/:{(x,y,z)€R3; 0<z< az—xz—yz}
etle champ de vecteurs V(xzz, -z2 y2 z). Calculer de 2 facons différentes f f f divVdxd ydz.
/4
Solution
Concepts
Exercices

<< 27
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Exercice A.2.2 TD8-Exercice2

1. On consideére le bord ¢ du domaine de R?

—_

-1
@:{(y,z)e]Rz; (y2+z2)sl, y=0, ?szs 5}

(a) Faire une figure.
(b) Calculer I’aire de & al’aide du théoréeme de Green-Riemann.
2. SoitI' le bord de la surface

-1 1
Z:{(x,y,z)ERs; ¥ +y2P+22=1, 75zs§,x20,y20}

(@) i. Faire une figure.
ii. Donner les composantes d'une normale unitaire a X.

(b) Soit une fonction f: R2 — R continue.

i. Exprimer l'intégrale de surface f f fdo alaide des coordonnées sphériques,
)
puis a 'aide des coordonnées cartésiennes (y, ).
ii. En déduire I’aire de X.

= 2

(c) Soitle champ de vecteurs V(%,xy, ¥)-
Calculer directement le flux de rotV a travers la surface Z, puis retrouver ce résultat en
utilisant un théoreme intégral.

28

Concepts

Exercices
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Exercice A.2.3 TD8-Exercice3
1. On consideére le bord €; du domaine de R?
T ={(x,y)eR% x20,-2<y<2, x+2y<6}

(a) Faire une figure.
(b) Ensupposant que la densité surfacique est u(x, y) = 1, calculer le moment d’inertie de
2 par rapport a I'axe Ox.

(c) On oriente %) dans le sens trigonométrique. Calculer I'intégrale curviligne dx +
61
xy?dy. Retrouver ce résultat a 'aide du théoreme de Green-Riemann.

2. On considere
S ={(x,y20eR% y*+2z"°=4,x20,220, x+2y<6}

(a) Faire une figure représentant X, et sa projection sur le plan z = 0.

(b) Donner les composantes de 7ip, normale unitaire a X,. Préciser I'orientation choisie
sur la figure.
(c) Soitle champ de vecteurs \7(1, zy,0). Déterminer le flux de V a travers 2. Comsa
3. On considére le domaine de R3 suivant
V:{(x,y,z)€R3; V2 +z2<4,x20, 20, xX+2y <6}
Exercices
Faire une figure et calculer I'intégrale f f f zdxdydz.
14

29 | 4.4
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4. On note X la surface limitant 7, orientée par la normale sortant de 7. On considere le
champ de vecteurs V (1, zy,0).

(a) Calculer divV et calculer le flux de V a travers X a I'aide de théorémes intégraux.
(b) Décrire les différentes parties de Z. Donner leurs normales unitaires respectives.
(c) On définit

Y3={(x,y,2)€eR% y*+2°<4,220, x+2y=6}

Calculer le flux de V a travers 3. Utiliser les questions précédentes pour retrouver ce
résultat.

30

Exercice A.2.3
TD8-Exercice3

Concepts

Exercices



Le gras indique un grain ou le concept est dé-
fini ; I'italique indique un renvoi a un exercice ou un
exemple, le gras italique a un document, et le ro-
main a un grain ou le concept est mentionné.

G

Gauss-Ostrogradski...........cocooveiiiiin.. 4

H

Hydrostatique ............coooiiiiiineinien... 7

S

StOKES-AMPETE ... ovvtieeeiieeeieneannnn. 3
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Solution de I'exercice A.1.1

@
Vs _ 3V
-
— 1 8]
rotV = e Gk
Ve _ ony
0x o0y

(b) On utilise la regle du tire-bouchon de Maxwell pour montrer qu’alors la surface est orientée "vers le haut".
(c) €=1, on obtient:

@5(roi V)= [ fD 2 (0, (3200306, 1) - B2 (5,1, b3, )

(x y)(‘w1 (x,y,¢(x, y))— (x ¥, d(x, y))) (A.2.1)
‘WZ 26, % 1) - G (x, y,(p(x ) dxdy
(a)
x=al(t)
{ y=b(1) [:lo— 1.
z=c(1) =¢(a(), b(1)
(b)

151
fvldx+ Vzdy=f Vi(a(1),b(t),c(t)a’ (1) + Va(a(r), b(t), c()b' () dt
T i)
5]
=f Vi(a(), b(r),p(a(r), b)) a (1) + Va(al(r), b(t), p(a(t), b()b (1)dt.
fo
o ~
=f Vila(t), b(0)d (t) + Va(a(t), b)) b (1)d ¢

To

Zf Vldx+ Vzdy
©



(c)

fVldx+V2dy ff —( ,y)——(x ¥)-

On calcule les dérivées partielles de VietV,

a oV, 0
( x,y) = —(x »o(x, y))+—(x ¥ o(x, y)) (x V)

a oV op
( x,y) = (x »ox,y) +—(x »o(x, y)) (x )

(d) 1II suffit de recoller les morceaux.

(e)
151
f Vadz = f Va(a(®), b(t), (0 ()t
r fy
g 0p ' 0 '
=ft Vs(a(t),b(t),<l>(a(t),b(t)))a(a(t),b(t))a () +Vg(a(t),b(t),¢(a(t),b(t)))@(a(t),b(t))b (ndt.
151
=f P(a(t),b(t)a' (1) + Q(a(t),b(n)b' (t)d ¢
to
=f Pdx+Qdy
C
69)
00Q 0P a 0P 0V 0
O—(x,y)— —(x,y) = (x »ox, y)) (x V) - —(x »o(x, y)) (x y)
X o0y
d’ou

dex+ Qdy= ff —(x ¥, d(x, y))—(p(x y)——(x »ox, ) (p(x ¥)

(g) On recolle les morceaux.



3. Ona calculé le flux de ot V a travers S dans la premiere question, la deuxiéme question nous permet d’obtenir la
circulation de V le long de I'. On constate I'égalité.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.2

rot V (0 0 aQ( ) aP( )
= U, — (X, - X, .
0x Y oy ¥

7i=(0,0,1).
0Q

" ox

— 0Q 0P
q)s(rotV)—ffDa (x,9) ay(x,y)dxdy

7. Tot V (x,7) ap(x )
. ,y Oy ,y.

X

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.3

% B
D A Y
X
1. (a)

(b) T est constituée de quatre morceaux.
Le segment AB est paramétré par :

St

xX=t
y=1 t:1—-0
z=1
Le demi-cercle BC est paramétré par :
x=0

y =cosf 0:0—-m
z=1+sin6



Le segment CD est paramétré par :

xX=t
y=-1 t:0—1
7z =
Le demi-cercle D A est paramétré par :
X =
y =cos6 0:m1—0
z=1+sin6

(c) La circulation vaut —5 + 0+ 3 + 1.

(d) On calcule TotU = V,le fluxde V a déja été calculé dans le chapitre précédent, on peut reprendre le résultat.

(@)



(b)

X = cosf
y=sinf t:0—2m
z=1

(c) La circulation vaut :

27 1 T
f —(—sinB)(sinf — 1) + cos0dO = ——
0o 2 2

Entrainez-vous a calculer les intégrales trigonométriques le plus rapidement possible.

(d) On calcule TotU = \7, le fluxde V a déja été calculé dans le chapitre précédent, reprendre le résultat.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.4

- A R3 .
div 7 =3, vol (@) = ”3 alior f f div 7 = 47 R3
B

2+ y? + 22

V.= =R
R

ff V.iido = R aire S = 47 R®
S

Retour a I'exercice a



1.

Solution de I'exercice A.1.5

(@ Ona
. o0V3
div U3 (M) = —(x, y, 2).
0z

(b) En utilisant I'’expression de I'intégrale triple, on a :

oV-
fffya—;(x,y,zmxdydz:ffl) Va(x,y,¢(x, ) — V3(x, y,e(x, y))dxdy.

(a) On utilise la proposition VIII.0.2 pour montrer que
@5:(U) = [ | Vatx, gt )ddy
3
(b) On utilise la proposition VIII.0.2 pour montrer que

<Ds—(173)=ffD —V3(x, y,e(x,y))dxdy

(c) On en déduit que
fff div Usdxdydz = ©s(Us).
14

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.6
= _ A 1 q
ffE.nda:ff dlvdedydz:—fff o(x,y,2)dxdydz = —
S v €0 /4 €0

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.7
div V =0, donc I'intégrale est nulle.

Retrouvons ce résultat en calculant le flux de V a travers la sphere S de centre O et de rayon R.
Une paramétrisation de S est :

Xx = Rcos6fcos¢

. 0<60<2
y=Rsinfcos¢ , » <7Tz
z=Rsin¢ 272
Ona:o(6,¢) = R?cose.
Un vecteur normal est 71 = (%, %, %)
On a donc 2t XU+ 2
V.i= # = R(cosOsincos + cos ¢psinf cos O + sinb cos ¢ sin )
D’oui:

Z pr2rm
CIDS(V)=R3/2[ (cosBsin¢cos + cos® psinf cos O + sin b cos P sin ) cos pdOd¢p
—z Jo
2
or

2m 2n 2m
f cosf0do :f cosfsin0dl = f sinfd6 =0,
0 0 0
on retrouve bien que le flux de V a travers S est nul.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.8

1. S se compose de 2 parties, un morceau de paraboloide S; que I'on a déja étudié dans le chapitre précédent et un
disque S qui se trouve dans le plan z = 1.

2. Lanormale a S; doit étre dirigée vers le bas, la normale a S, doit étre dirigée vers le haut.

2x
V1+4x%2+4y? 0
= 2y = 0
m Vitaxziay |0 2=
1 1

V1+4x%+4y?



3.

4.

La paramétrisation de S; est :

X=X
y=y (x,y) € D ou D estle disque de centre O et de rayon 1
z=x*+y°

La paramétrisation de S, est :

X=x
y=y €D
z=1
(a) Il faut calculer le flux a travers S; et S, correctement orientées.
= = 1
®s, (V) = ff V.fido = —= aire S = ——
S, 2 2
Pour le flux a travers S1, on 'a déja calculé dans le chapitre précédent. Est-ce la méme orientation ?
(b) Le flux est nul, c’est normal puisque div V = 0.
(@)
. /2
Dg, (V) = —ff —2x(=x(x* + 1) = 2xy + x*(x* + yPdxdy = —ff 3x%(x* + yHdxdy = —3
D D
= 9 7T
Dg, (V) =+ x“dxdy=—.
D 4

On a calculé les deux intégrales sur D en utilisant les coordonnées polaires.
(b) div V=-—z+x?

1
ff (f —z+x2dz)dxdy
D \Jx%+y?

1 1
ff x* = X2+ y?) + =~ (x* + y»)?dxdy — = aire D
D 2 2
/1

2

ff div Vdxdydz
4



On a calculé cette intégrale en utilisant les coordonnées polaires.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.9

71 est un vecteur constant puisque S est plane, donc

ﬁ:p(ffda)ﬁszﬁ
S

ou A est'aire de S.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.10

div 7 =0, div 7/, =0, div U3 = pg

Les deux premiéres intégrales sont donc nulles.

ff 173-ﬁda:pgff[ dxdydz=pgvol (V)
S 14

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.2.1

(questions 1. a 4. uniquement)

1. On utilise le théoreme de Gauss-Ostrograski.

dilﬂ_; =2(x+y+2)
& estle bord du volume 7, mais . est orientée par la normale intérieure (opposée a celle requise par le théoreme

de G-0) donc le flux cherché est :
(,b:—fff 2(x+y+z)dxdydz
V4

On calcule cette intégrale triple par la méthode des batonnets selon z (mais on peut faire autrement...).
La projection de 7 sur z = 0 est le triangle A d’équation :

x
A y
x=2y

—x/2+y
¢ = —Z/f(f (x+y+z)dz)dxdy
A \Jo
215+
= —2[[ xz+yz+—
2|5
= —2/[ = +—dxdy
A 8 2

ININ IV
—

dxdy

J/

—(—+y —xy)| dxdy




puis l'intégrale double par Fubini :

L2y —3x2 3y2
= -2 +—)dx|d
¢ fo(fo 2 x) Y
11_53 3x12 2y
A E N
o | 8 2 Jo
1
= —2[ -y +3y%dy
0 Y
:2y3
411
-
2 ]o
= -1
2. On utilise encore le théoreme de G-O.
divV =2

La normale choisie pour X étant celle dirigée vers I'extérieur, le flux cherché est égal a :

gb:fffVdedydz

¥ étant la boucle de rayon R, son volume est %nR?’. D’ou1 ¢p = gnR3.

3. On applique le théoreme de Stokes-Ampere.
f V.dl= ff rotV.idsS
oz b2

90

_ dax
rotV = 0(? A =7 = 1

0z



Paramétrons X. Comme x> + y> = R?, on peut poser

¥

y=0impose 0 € [0, 7[. Un paramétrage de X est donc :

Rcosf
Rsinf

¢:[0,w[x[hy, hy] — R?

X = Rcosf
@,z) — |y = Rsinf
z
—Rsin6 0 Rcosf
g—(g/\g—gb: Rcos@ A| 0 =| Rsinf
z 0 1 0

Lorientation de cette normale (pas unitaire ici) impose le sens de la circulation (faire une figure).

ffrotv.ﬁds

b/ hg
f f (Rcos6 + Rsin0)dzdb
0 Jh

T
R(hg—hl)f (cos@ +sinf)do
0

R(hy — ) [sin6 — cosO]§
2R(hy — hy)

Ce qui montre que la circulation avait été initialement calculée dans ce sens.
4. On va “vérifier” le théoreme de Stokes Ampere.

f 7d7=ff rotV.ﬁdS
) b>

dans ce cas particulier.



(a) Calcul de f Vdf
)

0% a pour équation :

?+y? = 2z
z+2y = 3

Soit encore
X%+ y2 +2y = 3
——
(y+1)2-1

D’ou le paramétrage possible par 0% :

T:[0,21] — R3

X = 2cosf
0 — y = -1+2sin0 (A.2.2)
z = 5—4sinf

— 27 2 3
f Vdl = f —zsin9d9+@uosede—uosede
0z 0

27
= Ef cos*0do
3 Jo

Linéarisons :



, S|
elﬁ +e—10
cos*6 (—)
2
ei46 +4ei29+6+4e—2i9+e—i46
16
cos46 cos26 . 3

+
8 2 8

Ainsi :

f Vdi=4an
0z

ol le sens de circulation est celui de :

—2sinf

T'O0) = 2cos0

—4cosf

(b) calculdeff rotV nds:
b

_ | |1 oo
rotV=| £ Al 2 =|0
é 1 x?

Pour paramétrer X on utilise la méme manipulation qu’au a).

¥+ y?
z+2y

I\
IA

z — Z
3 X+ (y+1)?

x2+y?



D’ot1 le paramétrage :

¢:00,2] x[0,27] — R3
X = rcosf
Yy = —1+rsinf
(r,0) % = Iz cos?0 + (—1+ rsinG)ZJ
1+r2—Ersin9
cosf —rsinf —2r2cosf
a_¢Aa_¢_ sinf A| rcosf =| 2r+2r%sinf
or = 80 B
2r —2sinf —2rcosf r

La composante selon z est positive, 'orientation de cette normale (pas unitaire) est bien cohérente avec le

sens de circulation choisi en a).

// rotVndS
b3

2 p2n
f f r?cos’0rdrdo
0 Jo

2 27
f rgdrf cos’0.do
42
7,

€0s26+1
47

0 21
2,

sin260
4

Retour a I'exercice A
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