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4.1.1 Motivation

Lintégrale simple d'une fonction d’une variable nous permet d’évaluer I'aire d’'une partie du
plan que délimite sa courbe représentative et des axes. Pour une fonction de deux variables, il
s’agit de construire une notion qui permet de mesurer le volume d’une partie de 'espace délimi-
tée par sa surface représentative, le plan des variables x et y et un cylindre qui correspond a un
ensemble D borné dans R? cf. figure IV.1.1.
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FIGURE 4.1.1 — Volume a évaluer
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4.1.2 Aire d’'un domaine plan

On se pose le probléeme de la définition de I'aire d’'un ensemble D inclus dans R? : que faut-il
supposer sur D pour que I'on puisse calculer son aire ?

Définition 4.1.1. On dira qu'un ensemble D deR? est borné s'il existe un rectangle R = [a, b] x [c, d]
telque D c R (a,b,c et d sont des valeurs finies!).

Lorsque 'on se donne un ensemble borné D dans R?, on peut se fixer un rectangle R tel que
D c R une fois pour toute, éventuellement de maniére optimale comme sur la figure IV.1.2.

On découpe alors ce rectangle par le quadrillage suivant, associé a un entier n € N*, on pose :

b—a
n

Xp=a+k

d—c

Ye=c+k

pour k =0,1,2,...,n et on quadrille le rectangle R et 'ensemble D en tracant les paralléles aux
axes d’équations x = xi et y = yk.

Définition 4.1.2. Pour n donné, on note D}, I'ensemble obtenu en prenant tous les rectangles du
quadrillage ayant au moins un point commun avec D, D c Dj,.

On note D;, l'ensemble obtenu en prenant tous les rectangles du quadrillage entierement contenus
dans D, D, c D.
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Aire d’'un
domaine plan
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FIGURE 4.1.2 — Choix d'un rectangle
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On définit facilement I'aire de D;, et celle de D;, en faisant la somme des aires des rectangles
les formant, notons <7, et o/, ces aires, on a pour tout n € N* :

0<of, <o, <(b—a)d-c)

Pour raffiner le quadrillage obtenu, on peut faire augmenter n, et en particulier, diviser en
quatre chaque rectangle en passant de n a 2n, on a alors (voir les figures IV.1.3 et IV.1.4, pour tout
nelN*:

Ay 2 Ay

'Q¢2+n =, 7:—
ce qui précede permet d’obtenir des suites (u,) = (<7,,) et (v)) = (¢,},) respectivement croissante
et décroissante, toutes les deux bornées, ce qui assure leur convergence.
Le seul probléeme est que leurs limites ne sont pas forcément les mémes, d’ot1 la :

Définition 4.1.3. On dira que la partie D de R? est quarrable si :

Iim u,= lim v
p—+oo P p—+oo P

On définit alors l'aire de D, notée < (2), comme étant la limite commune des deux suites.

Remarque 4.1.1. La frontiere d’'un ensemble D est l'ensemble noté 0D des points M pour lesquels
toute boule ouverte centrée en M contient a la fois des points de D et des points qui ne sont pas dans
D.

Un ensemble quarrable peut aussi étre vu de la maniére suivante :
C'est un ensemble dont la frontiere est d'aire nulle, c'est-a-dire, tel que les suites (uy) et (vy) consi-
dérée avec la frontiere de D (et non avec l'ensemble D) tendent toutes les deux vers O (en fait, dans
ce cas la suite (up) est identiquement nulle).

<< 8 | 4.4
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Aire d’'un
domaine plan
A Y
Yk+1
Y —
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FIGURE 4.1.3 — Raffinement progressif du quadrillage Concepts
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Aire d'un
domaine plan
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FIGURE 4.1.4 — Raffinement progressif du quadrillage Concepts
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Ce probleme ayant été résolu, on se contentera dans la pratique de considérer des ensembles
bornés D limités par des courbes cartésienne paramétrique régulieres (définies par des fonctions
%' ou €' par morceaux), dont on admettra qu’ils sont quarrables.

<< 11
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4.1.3 Sommes de Riemann

On consideére une partie quarrable D de R? et un rectangle R = [a, b] x [c, d] correspondant.

Soit f une fonction définie et bornée sur D.
On prolonge f al'extérieur de D en posant :

f(x,y)=0pour (x,y) € R\D
puis :

M= sup f(x,y)etm= inf f(x,y)
(x,y)€R (x,y)eR

(M et m sont des nombres finis puisque f est bornée sur D, donc également sur R)

On pose, pour ne N*,i=0,1,2,...,n-1,j=0,1,2,...,.n—1:

mi,j= inf flx,p

XiSXSXi,YjSYSYj+1

M; ;= sup )

XiSX=Xi+1L,ViSY=Yj+

On peut constater que m; j = M; j = 0 si le rectangle correspondant est a I’extérieur de D.

Définition 4.1.4. Pourne€ IN*, on pose :

(b—a)(d-c) =tnl
L L Mij

i=0 j=0

Sn(f) =

n2

12
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b-a)(d-c)"=tn!
Sn(f) = b-ald-9 )(2 ) Y Y M Sommes de
n i=0 j=0 Riemann
que l'on peut appeler sommes de Riemann associées au quadrillage d’ordre n considéré et a la
fonction f.

Ces sommes peuvent s'interpréter comme des sommes de volumes de parallélépipedes situés
en dessous de la surface représentant f pour s,(f) et au dessus pour Sy (f) : le facteur (b_‘?l#
représente 'aire des rectangles du quadrillage qui constituent les bases de ces parallélépipédes
dont les hauteurs sont m; j pour s, (f), M; ; pour S, (f) cf. figure IV.1.5.

Proposition 4.1.1. Pourtoutne N*,ona:
mb-a)(d—-c)<sp(f)<Sp(f)=Mb-a)(d-c)
En effet,ona:
Vi,j msmi,jSMi’jSM

d’our

.. (b-a)d-o) (b-a)(d-c)
Vi,j m————— = mjj——5——
n n Concepts
- Mi’j(b—a)(zd—c)SM(b—a)(Zd—c)
n n
En faisant la somme pour les n? rectangles du quadrillage, on obtient : Exercices
Documents

mb-a)(d—-c)<sp(f)<Sp(f)=Mb-a)(d-c)
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% iz = f(z,y)

// ) cote M; j \

é cote my;;

Z N\

Yj Yj+1

FIGURE 4.1.5 - Interprétation des sommes de Riemann
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. . ! ! 2z . .
Soient les suites (u),) et (v},), définies par : S

Riemann
u;j = sor (f) et v;, =Sy (f) pour pe N
Proposition 4.1.2. Sous les hypotheses précédentes faites sur f et D, (u},) et (v;,) sont des suites
convergentes.
11 est facile de voir que ces suites sont bornées, d’aprés la proposition précédente; il est un

peu plus délicat de voir qu’elles sont respectivement croissante et décroissante.
Concepts
Exercices
Documents
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4.1.4 Intégrale double

Exercices :
Exercice A.1.1

Définition 4.1.5. On dit que la fonction f est intégrable sur la partie quarrable D de R? si on a
Uégalité des limites :

pl_lgloo Sor(f) = pllllloo Sor (f)
ol sar (f) et Sop(f) sont les sommes de Riemann associées a un quadrillage d’ordre 2P adapté a
I'ensemble D. Cette limite est appelée intégrale double de f sur D et notée :

ff flx,y)dxdy
D

Ce nombre évalue, lorsque f est positive sur D, le volume de la partie de R® délimitée par le
plan (xOy), la surface £ d’équation z = f(x, y) et les droites paralleles a (Oz) s’appuyant sur le
contour de D cf. figure IV.1.1.

Proposition 4.1.3. Si D est une partie quarrable de R? et f : D — R est une fonction continue et
bornée sur D, alors f est intégrable sur D.

Remarque 4.1.2. Les sommes de Riemann évoquées précédemment dans les limites définissant
lintégrale double permettent un calcul approché de la valeur de celle-ci, comme dans le cas de
l'intégrale simple.

16 | 4.4
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Un cas que I'on rencontrera fréquemment est celui d'une fonction f définie et continue sur
un ensemble fermé et borné D, |’ intégrabilité de f est alors acquise.

<< 17
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4.2 Propriétés de I'intégrale double

4.2.1 Propriétés élémentaires . . . ... ... ... ... ... ... 19
4.2.2 Propriétés moins élémentaires . . . . ... ... ... ... ... ... 21
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4.2.1 Propriétés élémentaires

On consideére, dans ce qui suit, un ensemble D c R? fermé et quarrable.

Proposition 4.2.1. Soient f et g des fonctions continues, donc intégrables, sur D, alors :

ffD[f(x,y)+g(x,y)]dxdy:ffl)f(x,y)dxdy+fng(x,y)dxdy

VAleR ff Af(x,y)dxdyz)tff fx,ydxdy
D D

On peut prouver cela en utilisant les notions vues dans la construction de I'intégrale, car on a,
pour tout n € N* :

Sn(f+8) =Su(f)+Su(g)
Sn(f+8) = su(f) +sn(8)

avec les notations du paragraphe IV.1, on réalise alors un passage a la limite en vertu de la défini-
tion IV.1.5.

Proposition 4.2.2. Soient f et g des fonctions continues, donc intégrables, sur D, telles que :

Concepts
Vix,y)eD f(x,y)<g(x,y)
alors b
Exercices
ffo(x,y)dxdysfng(x,y)dxdy Documents
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On peut la-encore utiliser les sommes de Riemann pour prouver cela.

Propriétés

On voit ici que I'intégrale double d'une fonction positive sur D est un nombre positif. .

Remarque 4.2.1. Sion considere la fonction f: (x,y) — 1 sur l'ensemble D, on a, avec les nota-

tions du paragraphe IV.1 :

YneN* S,(f)=ol,
d’ou
ff fx,y)dxdy = ff dxdy= lim <t =</ (D)
D D p—+oo
Cela revient en effet a calculer le volume d’un cylindre de hauteur 1 formé sur D, par exemple :
ff dxdy=(b—-a)(d—-c)aveca<bh,c<d
la,b] x[c,d]

qui est l'aire du rectangle de base.
Concepts
Exercices

Documents
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4.2.2 Propriétés moins élémentaires

Exercices :
Exercice A.1.2

Proposition 4.2.3. Soit f une fonction continue donc intégrable sur D, on a :

‘ff fx,y)dxdy
D

On peut partir, la-encore, d’inégalités portant sur les sommes de Riemann, par exemple :

YreN* |[S,(N)|=Sa(f) << sup If(x )l
(x,y)eD

Sff | fCe, Mldxdy = /(D) sup |f(x,y)l
D (x,y)eD

Proposition 4.2.4 (inégalité de Schwarz). Soient f et g des fonctions continues, donc intégrables,
sur D, alors :

2
(ffo(x,y)g(x,y)dxdy) S(ffl)[f(x,y)]zdxdy)(ffl)[g(x,y)]zdxdy)

Démontrer cette proposition en exercice.

Proposition 4.2.5. Soient D, et D, deux ensembles quarrables de R? tels que D1 N D, = @, alors
D, U D, reste quarrableetona :

ff f(x,y)dxdy=ff f(x,y)dxdy+ff fx,ydxdy
D]UDZ Dl DZ

21
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4.3 Calcul pratique des intégrales doubles
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4.3.1 Intégrales sur un rectangle

Documents : Exercices :
Document B.1 Exercice A.1.3

Exercice A.1.4

Commencons par examiner un cas particulier du théoréme (admis) qui suit, pour lequel on
peut donner des éléments de preuve :

Proposition 4.3.1. Soit D le domaine rectangulaire [a; b] x [c;d] ona<betc<d. Si
Vix,y)eD f(x,y)=gxX)h(y)

ol g, h sont des fonctions continues sur [a; b] et [c; d] respectivement, alors

b d
ff g(x)h(y)dxdyz(f g(x)dx)-(/ h(y)dy)
D a c

Une démonstration est proposée en document. Concepts

Exercices
Documents
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1

fj;)f(x,y)dxdy (flzxzdx)(flsydy)
2
3

312 y_]3

2 I
28
f[ fx,ydxdy = —
D 3

Exemple 4.3.1. SoitD = [1;2] x [1;3] et f : (x,y) — X°y.
X
Avant de passer a un théoréme plus général, nous pouvons encore énoncer un cas particulier
de celui-ci:

Proposition 4.3.2. Soient D le domaine rectangulaire [a; bl x [c;d] oira < b etc < d, f une fonction
continue sur D. Alors

ffo(x,y)dxdy:fab(fcdf(x,y)dy)dx:fcd(fabf(x,y)dx)dy

Ainsi, méme si on ne peut pas mettre f(x, y) sous la forme g(x)h(y) pour (x, y) € [a, b] x [c,d],
le calcul de I'intégrale de f sur un rectangle est possible si on sait déterminer une primitive de la
fonction d'une variable ¢ — f(t, y) pour y fixé, ou une primitive de ¢t — f(x, t) a x fixé.

<< 24
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4.3.2 Cas presque général

Exercices :
Exercice A.1.5

On va supposer pour la suite que 'ensemble sur lequel on intégre est de la forme suivante :
D={(x,y) eR*,a<x<b,¢1(x) <y =< p(x)}

(voir figure suivante)

ou bien
D={x,y)eR*c<y<dy (y) <x<y2()}

si ce n’est pas le cas, on sera amené a re-découper comme sur la figure qui suit. On utilisera alors
le théoreme suivant :

Théoréme 4.3.1 (Fubini). Soient a,b deux réels tels que a < b, ¢1,¢» : [a,b] — R des fonctions
continues par morceaux et telles que 1 < . Soient D le domaine suivant

D={(x,y)eR*,a<x<b,d (x)<y=<s(x)} Concepts
et f continue sur D. Alors, f est intégrable sur D et
b( e Exercices
ff f(x,y)dxdy=f (f f(x,y)dy) dx Documents
D a ¢1(x)

25 | 4.4
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FIGURE 4.3.6 — Ensembles pour lequel le théoréme de Fubini s’applique

26
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Le calcul de I'intégrale double est ramené aux calculs successifs de deux intégrales simples.

En échangeant les roles de x et y, c’est-a-dire
D={(x,y)eR,csy=dy(y) S x<ys(y)}

on obtiendrait la formule suivante

b P2 (x) d va(y)
ff f(x,y)dxdyz[ (f f(x,y)dy)dxzf ([ f(x,y)dx)dy
D a \J¢1(x) c v1(y)

Exemple 4.3.2. Soit f: (x,y) — x+ y° et l'ensemble :
D={(x,y)eR*/;0=sx<1,x*<y<x}

On réalise en général un schéma qui aide a la mise en place des calculs, comme la figure qui suit.

Premier calcul :

1 X
ff fx,ydxdy = f [[ (x+yHdy|dx
D 0 x?
1 31Y=%
= f xy+y— dx
0 3 y=x?
1 3 6
= f (x2+x——x3—x—)dx
0 3
5
42
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FIGURE 4.3.8 — Mise en place d'un calcul
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vy 2
f (x+y)dx
y

= x=\y
2

—+yx

2 o

y ¥

2

suivant »

dy

dy

2 3
= -—-y’|d
tyre-s J’) y
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4.3.3 Changement de variables

Documents : Exercices :
Document B.2 Exercice A.1.6
Exercice A.1.7

Soient D et A des ensembles quarrables de R?, on notera :
- (x,) les pointsde D;
- (u,v) les points de A.

Définition 4.3.1. On désignera par changement de variables de A sur D toute application :

®:A—D
a(u,v) x(u,v)
|—>(I) = =
(u,v) (u,v) ( B, v) ) ( P )

telle que :
— © est bijective de A sur D ;
— «a et B sont des fonctions €' surA;
— Sion écrit u et v en fonction de (x,y) € D a laide de ®™', on obtient encore des fonctions €*
surD.

On s’attachera surtout dans la pratique a vérifier les deux premiers points de la définition
précédente.

31 | 4.4
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Définition 4.3.2. On appelle jacobien d’'un changement de variables ® I'expression :

9B ap

oa
Jo(u,v) = —(u v) ( u, )——(u v)

Changement de
B ‘ variables

V| VO

(uv) ‘

SIS

Théoréme 4.3.2. Soient A, D deux ouverts bornés quarrables de R%, ®:A— Destun changement
de variables de A sur D. On suppose que la fonction

(w, v) — Jo(u,v)
reste bornée sur A. Supposons que f : D — R une application continue sur D = ®(A), alors la fonc-
tion
(u, v) — fo®(u,v)

est intégrable sur A etona:
ffo(x,y)dxdyszAf(a(u,v),ﬂ(u,v))Ilcp(u,v)ldudv

On cherche en général a trouver un changement de variables qui simplifie les calculs a effec-
tuer et on est souvent guidé pour cela par la géométrie de ’ensemble d’intégration, mais cela n’est
pas toujours évident!
En outre, il est inutile d’'utiliser un changement de variables qui tient compte de la forme du do- Concepts
maine (en simplifiant les bornes d’intégration), mais qui complique la fonction a intégrer.

Exemple 4.3.3. On voudrait calculer :
Exercices

=ff (- xH)(x* + yP)dxdy Documents
D

<< 32 | 4.4
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oit D est défini par :
D={(x,y)eR*/0<sx<ya<xy<by -x* <1}

oiL a et b sont fixés et tels que0 < a < b.
On peut essayer d'appliquer directement le théoreme de Fubini, mais un schéma du domaine D est
dissuasif cf. figure IV.3.9.

On peut poser le changement de variables suivant :

v : D—A
(x, ) — (u(x, y), v(x, ) = (xy,y* - x°)

ot A est le rectangle [a, b] x [0;1].
v vérifie bien les conditions de la définition IV.1.3 etona:

ou(x,y) Ou(x,y) y X
— 0x 0 _ _ 2 2
]W(x’y)_ ov(x,y) 6v()Jc/,y) _‘ —2x 2y ‘—Z(x +y)
0x oy

Comme |]w| est majoré sur D puisquey € €' (R?), on a d’apres le théoreme :

~
Il

1
fva(x,y)5|]q,(x,y)|dxdy

1 brrly
ff—vdudvzf (f —vdv)du
Az a 0 2

i(b—a)

<< 33 | 4.4
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Changement de
variables
kv
2
18
16
14F
1.2F
i+
0.8
0.6
0‘2 0‘.4
) ) Concepts
FIGURE 4.3.9 — Schéma de I'’ensemble d’intégration
Exercices
Documents
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4.3.4 Passage aux coordonnées polaires

Exercices :
Exercice A.1.8

Ce changement de variables peut étre considéré comme classique et est particulierement
adapté si I'ensemble sur lequel on intégre comporte des éléments de frontiere circulaires et si
la fonction  intégrer est du type f(x, y) = ¢p(x* + y?).

On pose
{ T pC?S@ , p>0, 00 <2m7.
y = psinf

C’est-a-dire @: (0, p) — (p cos8, psin6) (voir la figure IV.3.10) :

]@(9,;0):‘ —psinf cos6 '

pcosf sinf

et |]q>(0,p)| = p.Donc
Concepts

ff f(x,y)dxdyszf(pcos@,psin@)pdpd@
D(A) A

Exercices
Documents
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FIGURE 4.3.10 — Cas des coordonnées polaires. Sommaire
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Exemple 4.3.4. On souhaite calculer l'intégrale

Passage aux
s coordonnées
ffDeXP (x*+y°)dxdy polaires
oit D est le disque défini par D = {(x,y)/0 < x*> + y* < 1}.
Le passage aux coordonnées polaires nous ramene au calcul de
f fA pexp (p?) dpdf
ot A est le rectangle A = {(p,0)/0< p < 1,0 < 0 <27}, clest-a-dire un calcul qui s'avere simple, en
vertu des résultats de la proposition IV.3.1.
2n 1
ff pexp(p*)dpd6 = f dﬂf pexp(p°)dp
A 0 0
1 1
= 2m|=exp (pz) =n(e—1)
2 0
Concepts
Exercices
Documents
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4.4 Des applications
4.4.1 Détermination du centre de gravité duneplaque . . .. ... ... .. 39
4.4.2 Momentsd’'inertie . ... .. ... ... ... e 41
Concepts
Les intégrales doubles permettent d’évaluer des volumes ou des aires, comme on I'a déja vu, Exercices
Documents

mais également d’autres grandeurs physiques.
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4.4.1 Détermination du centre de gravité d’'une plaque

Exercices :
Exercice A.1.9

On considére une plaque plane de faible épaisseur qu’on assimile a un ensemble quarrable D
du plan (xOy).

Définition 4.4.1. On appelle masse surfacique au point M € D le réel u(M) qui représente la masse
par unité de surface de cette plaque et qui peut dépendre de la position de M.

Définition 4.4.2. On appelle masse totale de la plaque D de R? de masse surfacique p le nombre
réel positif m défini par l'intégrale double :

m:ff u(M)dxdy
D

ot M décrit D.

Définition 4.4.3. On appelle centre d’inertie de la plaque D de R? de masse surfacique i le point
G dont les coordonnées sont données par les intégrales doubles :

1
== M)xdxd
o= [ [ wsnsasay

1
G = EffD'U(M)dedy
39
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ce qui vectoriellement s'écrit :

<<

—

oG

oG

XGgl +tYG]J

1 —, =
E(ffDu(M)xdxdy 1+E(ffDu(M)ydxdy)]

1 —
— M)OMdxd
& oo
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4.4.2 Moments d’inertie

Exercices :
Exercice A.1.10

Avec les mémes notations que précédemment :

Définition 4.4.4. Le moment d’inertie de la plaque D par rapport a la droite A est défini par :

fﬁffD[d(M,A)]zp(x,y)dxdy

ot d(M, A) représente la distance du point M(x, y) a la droite A.

Exemple 4.4.1. Ainsi S0y = [ [px*p(x, y)dxdy

De fagon analogue, on a:

Définition 4.4.5. Le moment d’inertie de la plaque D par rapport au point A est défini par :

Fa= f fD [dy (M, A)?u(x, y)dxdy

ﬂA=ffD((x—xA)2+(y—yA)2)u(x,y)dxdy

41
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A.1 Exercices de cours

Al.1 Calcul approché d’'une intégraledouble . . . . . ... ... ....... 44

A.1.2 Ch4-EXercice2 . . . . . . . . . i i i i e e 46

A.1.3 Ch4-ExXercice3 . . . . . . . . i i i e e e e 47

Al4 Ch4-EXerciced . . . . . . . . o i i i i e e e e 48

A.l.5 Ch4-EXerciceb . . . . . . . i i i et e e e e e e 49

A.1.6 Ch4-Exerciceb . . . . . . . . . o i i i i e e e 50

A1.7 Ch4-EXercice7 . . . . . . . o i i e e e e e e e 51

A.1.8 Ch4-Exercice8 . . . . . . . . . . . e e e e 52

A.1.9 Ch4-ExXercice9 . . . . . . . . o i i e e e 53

A.1.10  Ch4-ExercicelO . . . . . . . . . . @ ittt e e e 54
Concepts
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Exercice A.1.1 Calcul approché d'une intégrale double

On considere la fonction f définie sur le carré D = [0;1] x [0; 1] par f(x,y) = e 7.

1. Dresser un tableau des valeurs de f(x, y) pour les 25 points obtenus en prenant x = 0;0,25;0, 5;0,75; 1

et y=0;0,25;0,5;0,75; 1.

2. On cherche a encadrer le nombre I = [ [, f(x,y)dxdy al'aide des sommes de Riemann

s4(f) et Sa(f).

(a) Montrer que pour (x, y) € [a, b] x [c,d], avec a, b, ¢, d des réels positifs, on a :

bd

e <e V< ¥

(b) En déduire! en prenant x; = i et yj = ﬁ- ol les entiers i et j prennent les valeurs
0,1,2,3,4 que:
==ty g
sa(f) = Z Z 16 "
et
j=3 j=3
Sa(f) = Z > —6 s
i=0j= 0

(c) En déduire que
0,69 < ff fx,y)dxdy <0,88
D

1. On determinera la borne supérieure et la borne inférieure de f sur chacune des mailles du quadrillage

44
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3. Refairele méme type de travail avec sg(f) et Sg(f) (celanécessite, a priori, le calcul de f(x, y)
en 81 points).

Solution

45
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Exercice A.1.2 Ch4-Exercice2

Démontrer I'inégalité de Schwarz en utilisant le fait que si on pose:

(1) = ffD[rf(x,y) g5 edxdy

¢ (1) est une expression positive pour tout réel ¢ (on s’appuira aussi sur la propriété IV.2.1.

Solution

Concepts

Exercices
Documents
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Exercice A.1.3 Ch4-Exercice3

Calculer I'intégrale suivante :

Solution

I=f (x*+y)dxdy avec Dj=[0;1]x[0;1]
Dy

suivant »
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Exercice A.1.4 Ch4-Exercice4

Calculer I'intégrale suivante :

Solution

I=ff x'y®dxdy avec D;=[0;2]x[0;1]
D,

suivant »
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Exercice A.1.5 Ch4-Exerciceb

Soit une fonction f continue sur R?. Utiliser le théoréme de Fubini pour donner une autre
expression des intégrales suivantes :

4 12x
[ e
0 3x?

1 3x
f ( f(x, y)dy) dx
9 2Xx

1 ry
| (f zf(x,y)dx)dy
o |J2

Solution

Concepts

Exercices
Documents
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Exercice A.1.6 Ch4-Exercice6
Soit ’ensemble A défini par
A={w,eR*/u=0,v=20,v-u=0,a<uv<bv*-u*<1}

avec0<a<b.

1. Représenter A dans le plan de coordonnées (u, v).

2. Montrer que le calcul de

I:ff(vz—uz)“”(u2+v2)dudv
A

ff xYdxdy
D

peut se ramener au calcul de

ol1 D est un rectangle en posant le changement de variables x = v> — u?, y = uv.
Solution
Concepts
Exercices
Documents
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Exercice A.1.7 Ch4-Exercice7

2
Calculer I'aire du domaine & limité par l'ellipse d’équation Z—z + % =1(a>0ethb>0)en
utilisant le changement de variables x = ar cos6, y = brsinf avec r €]0;1] et 6 € [0; 27].

Solution

Concepts

Exercices
Documents
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Exercice A.1.8 Ch4-Exercice8

Calculer I'intégrale

2
ff cos(x? + y?) G
3+sin(x?+y?)

C={(x,y)€]R2/15x2+y254}

ol C est la couronne définie par

Solution

52
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Exercice A.1.9 Ch4-Exercice9

Déterminer les coordonnées du centre de gravité d'une plaque homogene de masse surfa-
cique p qui a la forme d'un demi-disque d’équation

{(x,»/y<0,0<x*+y*<R%

(avec R > 0).

Solution

Concepts

Exercices
Documents
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Exercice A.1.10 Ch4-Exercicel0

Déterminer le moment d’inertie par rapport a I'axe (Ox) d'une plaque de masse surfacique
2 2
constante u de forme elliptique, avec comme équation pour son bord 77 + % =1(a>0,b>0).

Solution

Concepts

Exercices
Documents
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A.2 Exercices de TD

A2.1 intégrales doubles surunrectangle . ................... 56

A22 intégrales doublesetvolumes . . . . .. ... .. ... ... ....... 57

A23 intégrales doubles sur des domaines non rectangulaires, Fubini . . . 58

A24 volumed'untétraedre . .. ... ... ... ... ... ... ... ... 60

A25 intégrale sur une couronne, changement de variables . ... ... .. 61

A2.6 Fubini, changementdevariables . . . . . ... ... ... ........ 62

A2.7 Fubini, changementdevariables . . . . . ... ... ........... 63

+00
A28 Calcul de[ Al 64
0
Concepts
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Exercice A.2.1 intégrales doubles sur un rectangle

Caluler les intégrales suivantes

I = ff xzdxdy
9
b ff |x+y|dxdy
9
ff xzygdxdy
7

ot le domaine 2 est défini par 2 = {(x,y) e R% |x| <1, 0<y<3}.

I3

Concepts

Exercices
Documents
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Exercice A.2.2 intégrales doubles et volumes

De quels domaines de R? ces intégrales doubles mesurent-elles le volume ?

o)) ff(1+x)dxdy 2=10,1] x [0,2]

) ff(1+\/2y—y2)dxdy 2 =10,2] x[0,1]

3) f ydxdy 2={x,y)eR? x*+y*-2y<0}
P

Faire une figure. Calculer ces volumes.

Concepts

Exercices
Documents
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Exercice A.2.3 intégrales doubles sur des domaines non rectangulaires, Fubini

1. On désigne par & le domaine limité par le quadrilatere ABCD ou
A@1,0) B(0,1) C(2,3) D(8,0)

(a) Faire une figure. Exprimer a 'aide d’intégrales simples en x et en y I'intégrale double

[f fx,y)dxdy.
7

(b) Calculer le moment d’inertie de & par rapport a I’axe Ox en supposant que la masse
surfacique est égale a 1.

2. h>0désigne un parametre réel. On considere le domaine
2 ={(xy) eR? y*<4x, y=0, x < h}
(a) Faire une figure. Exprimer, de deux fagons différentes, a 'aide d’intégrales simples en
x eten y, 'intégrale double ff flx,y)dxdy.
9

(b) Calculer les coordonnées du centre de gravité de 2 en supposant que la masse surfa-
cique est égale a 1.

3. On considere les domaines suivants

Concepts
21 = {x,yeR? x=1+y%}
2, = {x,yeR?% y-x+3=0}
25 = {xye R?, y+x-3< 0} Exercices
D = D210 (D,uUD3) Documents
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Calculer les coordonnées du centre de gravité de 2 en supposant que la masse surfacique

est égale a 1.
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Exercice A.2.4 volume d’un tétraédre

Calculer le volume limités par les plans d’équations

x=0
y=0
z=0
X+2y+z=2

suivant »
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Exercice A.2.5 intégrale sur une couronne, changement de variables

Calculer I'intégrale f f \/ ¥2 + y?dxdy ou 2 estle domaine limité par les courbes d’équation
D

W+’ =detx’+y*=09.

Concepts

Exercices
Documents
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Exercice A.2.6 Fubini, changement de variables

On considére le domaine de IR? défini par
2 ={(x,y) eR? (x-22+(y-172<1, y<x}
1. Faire une figure et exprimer de 2 facons différentes a ’aide d’intégrales simples en x et en
¥, 'intégrale double f f fx,y)dxdy.
D

2. Soit 7 le domaine de IR® constitué des points situés a I'intérieur du cylindre d’axe (x =2,y =
1), de rayon 1 et qui vérifient z < x, z = 0, y < x. Faire une figure.

(a) Déterminer la projection du domaine 7 sur le plan z = 0.
(b) Calculer le volume de 7.
3. On définit 2; = {(x,y) eR? y=1,x<2, y<x}et2,=2\9,.

(a) Calculer [ f f(x,y)dxdy alaide d'un changement de variables.
D,

(b) Retrouver le volume de 7.

Concepts

Exercices
Documents
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Exercice A.2.7 Fubini, changement de variables

On considére le domaine de IR? défini par
2={(x,y)eR% ¥*+(y-1*<1, x>0}
1. Faire une figure et exprimer de 2 facons différentes a ’aide d’intégrales simples en x et en
¥, l'intégrale double f f flx,y)dxdy.
P

2. Soit 7 le domaine de R? situé dans le quart d’espace x = 0, z = 0 et limité par le cylindre
d’axe (x =0,y = 1), de rayon 1 et par la surface d’équation z = x. Faire une figure. Calculer
le volume de 7.

3. (a) On effectue le changement de variables suivant

X = rcosf
y = 1l+rsinf

Quel domaine A correspond alors au domaine 2 ? Calculer le volume de 7 en utilisant
ce changement de variables.

(b) Méme question en utilisant le changement de variables suivant

X = pcos¢o
y = psing

Solution
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+00o

Exercice A.2.8 Calcul de f e dt
0

On considére le domaine de R? défini par
Pr={(x,y)eR? x*+y*<R* x=20, y=0}
On pose ¢(x,y) = e~ +)?),
1. Calculer f f d(x,y)dxdy.
Dr
2. On pose 6, = [0,a] x [0, a]. Exprimer f f ¢(x,y)dxdy en fonction de I'intégrale simple
Ca

a
2
f e " dt et en déduire que
0

7 a 2 7
“l-e %)< (f e‘fzdt) <—(1-e¢2%%)
4 0 4
+00 2
3. Donner un sens a I'intégrale impropre f e~ " dt et calculer sa valeur.
0

Question1  Aide 1
Question2 Aide 1 Aide 2
Question3 Aide 1 Aide 2

64
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Document B.1 Un cas particulier du théoréme de Fubini

On peut supposer, pour simplifier, que les fonctions g et h sont positives sur les intervalles
[a, b] et [c, d], avec les notations du paragraphe IV.1, on pose ici, pour n € IN* :

sup g(x)=M,;pouri=0,1,---,n-1

XiSX<Xj4+1

sup h(y) :Z\A/[} pour j=0,1,---,n—1
YVisSyY=Yjn

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a g et h, pouri,j=0,1,---,n—1ona:
3AX; € [x;, xi111/ M; = g(X;)

3Y; € [y, yjnl/ Mj = h(Y))
d’ol, pouri,j=0,1,---,n—1:

M;,j = M;M;j = g(X;)h(Y;)
compte tenu du fait que g et h sont a valeurs positives.
On peut alors écrire, pour n € N* :

b— d—- n-ln- —-1n— d—
Sn(f) = b-ald-o a)( 2 > Z M;j= Z Z g(Xl - Ch(Yj) Concepts

i=0 j=0 n

c’est-a-dire :

Exercices
Documents

-
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ol 'on reconnait le produit de deux sommes dont les limites, lorsque 7 tend vers +oo sont res-
pectivement :

b d
f gx)dx etf h(y)dy
a c
En utilisant le fait que :
(x,y)dxdy = lim Sop(f)
[[[a;b]X[C;d]f Y Y p—co !

on peut conclure.

<< 67
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Document B.2 Ebauche de la démonstration du théoréme de changement de variables

Soient A, D deux ouverts bornés et quarrables de RZ.
On considere 'application ®: A — D

{x = e Y(u,v) €A.

y = B,

Soient & et k deux réels positifs. On considere un quadrillage de A par des rectangles élémen-
taires [u;; u; + h] x [v;; vj + k] qui peuvent correspondre a ceux employés pour la construction de
I'intégrale double :

R,-,]-:{(u,v)eAc]RzluiSuSu,-+h, Vi<V <vj+k}

ou u; et v; sont les coordonnées des noeuds du quadrillage de A (voir la figure).

Laire du rectangle élémentaire A; A, A3 A4 dans le plan de coordonnées (u, v) est hk.

Limage de ce rectangle par @, dans le plan de coordonnées (x, y) est un parallélogramme curvi-
ligne Py P, P3 P4 (voir la figure ci-dessus.

Si les coordonnées des sommets A;(i =1,...,4) sont

Uu; u;+h u;+h U;
Al(v’),Az( ‘v, ),As ’ ),A4( ! )

b b Uj+k Uj+k

alors les coordonnées des sommets respectifs P; du parallélogramme curviligne sont

P ( a(u;, v;y) ) ( a(u;+h,v)) ) ( a(uj+h,vj+k) ) ( aui,vj+k) )
1 ,B(uiyyj) ooz ﬁ(ui-}—h,l}j) P 3 ﬁ(u,’+h,l/j+k) T ﬁ(ui,l)j+k) ’

68 | 4.4

Concepts

Exercices
Documents



< précédent chapitre A

y \Y
Document B.2
Ebauche de la
— démonstration
o P
o ok ﬂ h du théoreme de
1 | changement de
y w :J variables
™N~—
o X u
U, u+h
FIGURE B.1 - Aire élémentaire en coordonnées curvilignes.
On va maintenant construire une approximation del’aire du parallélogramme curviligne P; Py P3 P,.
Quand les quantités h et k sont petites on peut associer au parallélogramme curviligne P; P, P3P,
le vrai parallélogramme P; P, P3 P,.
C’est-a-dire, on peut approcher I'arc P P, par le segment [P; P,] o1
| atui, v) + h3% (u;,v))
2 0
Bui, vj) +h (w;,v))
etl’arc P, P, par le segment [P P4l ol ConEEps
5 [ aluwi,v)+ k32w, v))
4 0
ﬁ(ui,l’j)"‘ka_f(ui;vj) Exercices
Documents

Laire du parallélogramme P, P, P3P, est donnée par
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o ‘g’—g(ui,v,-) %%(ui,v,-)
d(P1P2P3P4)=||P1P2AP1P4||2: Py | A Lous,vp || hk=|Tows,vp| k.
0 0

2

Quand les quantités & et k sont petites I'aire du parallélogramme curviligne P; P, P3 P4 peut étre
approchée par |]q>(ul~, vj)| hk. Puisque l'aire du rectangle A; A» A3 A4 est hk, ona

) & (P1 Py P3Py)
Jo(uivp)|= lim S-1t2fsfs)
(h,,)—(0,0) o/ (A1 Ap A3 Ay)

C’est-a-dire |Jo (1, v)| joue le role d'un coefficient de dilatation local (en un point (i, v)) et
donc ce qui revient a remplacer dxdy par |Jo(u, v)| dudv pour le calcul de I'intégrale.
Pour étre plus explicite, on peut écrire, d’apres la définition de I'intégrale double , lorsque 1'on
évalue de deux maniére le volume correspondanta [ [, f(x,y)dxdy:

ff fx,y)dxdy
D

pglllw Sor (f)

= lim ) sup fla(u,v),fu,v) - |Jo(ui,vj)|hk

9=+ 0<j, j=29-1 W,V)ER;

ffAf(a(u, v), B(u, v) o (u, v)l dudv.

ol sans trop rentrer dans les détails, en réutilisant les notations du paragraphe 1V.1, 27 cor-
respond au nombre de mailles du quadrillage de A, de facon a ce que h — 0 et k — 0 lorsque g
tend vers +oo.
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Solution de I'exercice A.1.1

Pour la troisieme question, on obtient
0,74 < ff fx,y)dxdy <0,85
D
et si on est suffisamment courageux, on peut calculer s15(f), S16(f), S32(f) et S32(f) pour obtenir successivement :

0,77sff fx,y)dxdy<0,82
D

et
0,785[[ fx,y)dxdy <0,81
D

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.2

On peut écrire, d’apres IV.2.1, pour tout réel ¢

<p(t):tszD[f(x,y)]zdxdy+thfo(x,y)g(x,y)dxdy+ffD[g(x,y)]2dxdy

et le discriminant de ce trindme du second degré en ¢ est :

2
A:4(ffo(x,y)g(x,y)dxdy) —4([[1)[f(x,y)]2dxdy) (ffD[g(x,y)]zdxdy)

Comme ¢ () = 0 pour tout £, on a nécessairement A < 0.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.3

ff (x*+y)dxdy
0;1]%[0;1]

e | -~
[ ([ ) ([ o [ ydy)

)

1 1
—dt==
3 2 6

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.4

I = ff x'y8dxdy
[0;2]x[0;1]
2 1
= ([ <[} )
0 0
28
[ = ===
89 9

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.5

4 12x 48 \/g
fo (3 , f(x,y)dy)dx:fo fy f,ydx|dy

1 3x 9 3x
f(f f(x,y)dy)dx = —f (f f(x,y)dy)dx
9 2x 1 2x
3( 13 18( 4
([ o [ )
2 1 3 %
27 ( 9
—[ (f f(x,y)dx) dy
18 \JZ

Ly i rvex 1/ pl
[O(fyzf(x,y)dx)dy:fo( f(x,y)dy)dx+ﬁ ([ f(x,y)dy)dx

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.6

1. Voir la figure qui suit

Vv

\

“ Vv 2-y2=1

\ -

\
1 o
T v=blu
— v=alu
O
u

FIGURE B.2 — Ensemble A



2. Onpose ¢p(u,v) = {

On a alors

x(u, v)
y(u,v)

2 2

V"—u
,etona
uv
]¢>(u,v)=‘ Bl T N
v u
1
I = Eff(yz—uz)””|]¢,(u,v)ldudy

1
= —ff xYdxdy
2J Jioxla;b

1(>dy 1. (b+1
I = _f SO et
2Ja y+1 2 a+1

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.7

On doit trouver un résultat qui n'est pas étonnant lorsque a = b!

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.8

Le changement en polaires amene a une intégrale ou les variables sont séparables.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.9

Des raisons de symétrie permettent de se dispenser d'un calcul.
L'autre calcul se fait facilement avec un changement de variables en polaires

On trouve une abscisse nulle et une ordonnée de —%.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.10

2}
Quelle fonction intégre-t-on sur 'ensemble {(x, »/ Z—i + % < 1} ? (Revoyez la définition de moment d’inertie.
On peut utiliser un changement de variable adapté a la géométrie de I’ensemble d’intégration :

i

ap cos@
bpsinf

avec0<p<let0=<6<2m.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.2.7

1+V1-x2

,vdyld

1
1. Lintégrale doubleff f(x,y)dxdy peut s’e’crire:f (f
2 o \J1

2( py/1-(y-1)2
ou encoref (f fx, y)dx) dy.
0o \Jo

(s’aider d’un dessin pour déterminer les bornes d’intégration.)

2. L'équation du plan du dessus est z = f(x, y) = x.

1 pl+V1-x2
V:ff xdxdy = f (f xdy)dx
) 0 \J1-vi-x2

1
2] xV'1-x2dx
0

(1— x2)3/2 1
_[ 3/2 ]0

2
-3
Le volume cherché est %
3. (a) On effectue le changement de variables suivant
X = rcosf
y = 1l+rsinf
Le domaine A correspondant a 2 est défini par r € [0,1] et 6 € [5F, 7].Le Jacobien de ce changement de va-

riable est J(r,0) = r (revoir le cours).



1 s
vV = ffzrcoserdrde
0 Jz
1

_ (fo rzdr) (/ cosede)

2

3
o 2
= [—]0[sm6] ;2/2—5
(b)
{x = pcos¢
y = psing

Le domaine A correspondant a 2 est maintenant défini par ¢ € [0, Z] et p € [0,2sin¢].

Le Jacobien est J(p, ) = p.
% 2sin¢
Vv = f (f p?cose dp)d(,b
o \Jo

z p3 2sin¢g
f coso | — do
0

0

8/3[E sin® ¢ cos pd¢p
0

1

.4
8/3) sin® ¢

0
2

3

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.8

>

Le domaine 9y est un quart de disque (ci-dessus) que 'on peut paramétrer en utilisant les coordonnées polaires :
Dr=F(A) ouA=[0,R] x [0,7/2] et
F(r,0) = (rcos@, rsing).

Le jacobien est donné par J(r,0) =r eton a

/2 R
[[ e Y dxdy = ff re”” drdf = ([ dG) (f re_rZ) =Z1-eF)
Dr A 0 0 4

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.8

On remarque que e~ V) = =% p=¥* est 4 variables séparées et que 6, = [0, a] x [0, a] est un produit cartésien d’inter-

valles, on a donc
2 2 a 2 a 2 a 2 2
ff e ) dxdy = (f e ™ dx) (f e’ dy) = (f e’ dt)
a 0 0 0

puisque la variable d’intégration est muette!

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.8

Pour obtenir I'inégalité, on se base sur le résultat général suivant (facile a démontrer avec un résultat énoncé en cours,
en écrivant que Dy = (D \ D,) U D) :

Soit f continue sur D; < R? et D, < D;. Si f(x,y) =0 pour tout (x, y) dans Dy alors

ff f(x,y)dxdysz flx, y)dxdy.
D] DZ

On considere les domaines représentés ci dessus : D, (quart de disque de rayon a, en bleu), €, (carré [0, a] x [0, a]
enrouge) et D, 5 (quart de disque de rayon av/'2, en vert). Comme I'exponentielle est positive et que

Dgac€acD, 5



ona

(242 (202 (242
ffe(x+y)sffe(x+y)sff e(x+y)’
a a D,

ce qui donne directement I'’encadrement recherché (il suffit d’appliquer la formule obtenue a la premiere question pour
R=aetR= a\/i).

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.8
On donne a cette intégrale la signification suivante :

+00 2 a 2
f e Udt= lim e ldt.
0

a—o0 0

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.8

T T T
lim 2(1—-e )= lim ~(1-e2¢)=Z,
a—oo 4 a—oo 4

donc en utilisant I'encadrement obtenu a la question précédente et en invoquant le théoréeme « des gendarmes », on

obtient )
a
/4
lim (f e_tzdt) =—,
a—oo 0 4

+00 5
f e_tzdl': ﬁ
0 2

Retour a I'exercice A
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