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Introduction
Zéros d’une fonction

Racines de polynômes : trouver z ∈ C tel que P(z) =
∑n

k=0 akzk = 0.

n solutions,

Pas de formules par radicaux pour n ≥ 5⇒ méthodes itératives

I On construit (zk ) telle que limk→∞(zk ) = z∗ où P(z∗) = 0.
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Introduction
Problème de cinématique inverse

 
A

On cherche θ ∈ R2 tel que M(θ) = A, soit

`1 cos θ1 + `2 cos θ2 = xA,

`1 sin θ1 + `2 sin θ2 = yA,

⇐⇒ f (θ) =
−→
0 où f : R2 → R2 est définie par

f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − xA
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − yA

)
.
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Introduction
Problème de cinématique inverse

 
A

M

Trouver M(x , y) tel que

(x − xA)
2 + (y − yA)

2 = `22,

x2 + y2 = `21.
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Méthodes numériques (n = 1)
Bissection ou dichotomie

On suppose que f : R→ R est continue et qu’il existe I = [a,b] tel que f (a)f (b) < 0.

=⇒ ∃x∗ ∈]a,b[, f (x∗) = 0. (TVI)

Idée : construire deux suites (ak ), (bk ) telles que

∀k , f (ak )f (bk ) < 0 et lim
k→∞

(bk − ak ) = 0.

Puisque ak < x∗ < bk ,
lim

k→∞
(ak ) = lim

k→∞
(bk ) = x∗
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Méthodes numériques (n = 1)
Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit xk = ak+bk
2 puis

tant que |f (xk )| > ε
I si f (xk )f (ak ) > 0

F ak+1 = xk

I sinon
F bk+1 = xk

I fin

fin

Exemple, f (x) = x2 − 2, a0 = 1, b0 = 3
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Méthodes numériques (n = 1)
Bissection ou dichotomie, convergence

Puisque bk+1 − ak+1 = (bk − ak )/2, bk − ak =
(1

2

)k
(b0 − a0), et comme

|xk − x∗| ≤ (bk − ak )/2, on a

|xk − x∗| ≤
(1

2

)k+1
(b0 − a0).

Définition
Si (xk ) converge vers x∗ et s’il existe p > 0 et α > 0 tels que

lim
k→∞

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗|p = α

la convergence est dite d’ordre p.

La dichotomie est une méthode d’ordre 1 (p = 1 et α = 1
2 ).
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Méthodes numériques (n = 1)
Point fixe

On suppose que f est continûment dérivable et qu’il existe x∗ tel que f (x∗) = 0.

On reformule l’équation f (x) = 0 sous la forme g(x) = x , où x∗ est un point fixe de g :

g(x∗) = x∗.

Exemple : si f (x) = x2 − 2 et g(x) = x+2
x+1 alors

g(x) = x ⇔ x2 + x = x + 2⇔ x2 = 2⇔ f (x) = 0
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Méthodes numériques (n = 1)
Point fixe, convergence

La méthode de point fixe (appelée aussi méthode des approximations successives) est
basée sur le théorème suivant :

Théorème
Soit g : R→ R continûment dérivable et possédant un point fixe x∗ vérifiant

|g′(x∗)| < 1.

Alors il existe α > 0 tel que la suite (xk ) définie par x0 vérifiant |x0 − x∗| < α et

xk+1 = g(xk ), k ≥ 0

converge vers x∗.
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Méthodes numériques (n = 1)
Point fixe, convergence

Démonstration
Puisque |g′(x∗)| < 1, il existe L ∈]0,1[ tel que |g′(x∗)| < L < 1 et grâce à la continuité de
g′ il existe α > 0 tel que

|x − x∗| < α =⇒ |g′(x)| < L.

La formule des accroissements finis donne xk+1 − x∗ = g(xk )− g(x∗) = g′(ξk )(xk − x∗),
où ξk ∈ Int(xk , x∗). On en déduit la majoration

|xk − x∗| < α =⇒ |xk+1 − x∗| < L|xk − x∗|.

Puis on montre par récurrence que

|x0 − x∗| < α =⇒ ∀k > 0, |xk − x∗| < α,
∀k ≥ 0, |xk − x∗| < Lk |x0 − x∗|,

d’où le résultat.
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Méthodes numériques (n = 1)
Point fixe, convergence

Lorsque la méthode de point fixe converge, si g′(x∗) 6= 0 alors elle est d’ordre 1 : on a en
effet

∀k > 0, xk+1 − x∗ = g(xk )− g(x∗) = g′(ξk )(xk − x∗),

et comme ξk ∈ Int(xk , x∗) et xk → x∗ on a ξk → x∗, donc

lim
k→∞

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗|1 = |g′(x∗)|.

Remarque

f (x) = x2 − 2 = 0⇔ x = g(x) = x+2
x+1 : deux points fixes : x∗1 =

√
2 et x∗2 = −

√
2

g′(x∗1 ) ≈ 0.5147186, g′(x∗2 ) ≈ 17.485281

Si x0 6= x∗2 il n’y a aucune garantie que la méthode converge vers x∗2 !
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Méthodes numériques (n = 1)
Point fixe, convergence

Illustration avec Scilab :

x = 1.5;
for i = 1:30

x = (x+2)/(x+1);
printf("%.16f\n",x)

end

x = -sqrt(2);
for i = 1:30

x = (x+2)/(x+1);
printf("%.16f\n",x)

end
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Méthodes numériques (n = 1)
Méthode de Newton

On suppose que f est dérivable en xk et dans un voisinage suffisamment large. On peut
donc écrire que pour tout x

f (x) = f (xk ) + f ′(xk )(x − xk ) + (x − xk )ε(x − xk ),

où ε(x − xk )→ 0 quand x → xk . L’idée de la méthode de Newton consiste, si f ′(xk ) 6= 0, à
définir xk+1 comme la solution de l’équation linéaire

f (xk ) + f ′(xk )(x − xk ) = 0,

soit
xk+1 = xk −

f (xk )

f ′(xk )
·
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Méthodes numériques (n = 1)
Méthode de Newton

Algorithme

On définit x0 puis

tant que |f (xk )| > ε et
|f ′(xk )| > ε

I xk+1 = xk − f (xk )
f ′(xk )

fin

Exemple, f (x) = x2 − 2, x0 = 3
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Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton, interprétation

La méthode de Newton est une méthode de point fixe. On a en effet

xk+1 = xk −
f (xk )

f ′(xk )
= g(xk ),

avec g(x) = x − f (x)
f ′(x)

. Si f est dérivable deux fois on a donc , si f (x∗) = 0 et f ′(x∗) 6= 0

g′(x) = 1− f ′(x)2 − f (x)f ′′(x)
f ′(x)2 ,

g′(x∗) = 1− f ′(x∗)2

f ′(x∗)2 = 0,

Donc pour tout f , il existe nécessairement α > 0 tel que pour |x0 − x∗| < α la méthode de
Newton converge.
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Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton, convergence

Théorème
Si f est dérivable 3 fois et qu’il existe C > 0 tel que ∀x , 1

2 |g′′(x)| ≤ C alors pour tout x0 tel
que |x0 − x∗| ≤ 1

C la méthode de Newton converge et la convergence est d’ordre 2.

Démonstration : Pour tout k , il existe ξk ∈ Int(xk , x∗) tel que

xk+1 − x∗ = g(xk )− g(x∗) = g′(x∗)(xk − x∗) + 1
2g′′(ξk )(xk − x∗)2,

= 1
2g′′(ξk )(xk − x∗)2,

d’où la majoration |xk+1 − x∗| ≤ C|xk − x∗|2. Ensuite on a par récurrence

C|xk − x∗| ≤ (C|x0 − x∗|)2k
,

donc xk → x∗ si C|x0 − x∗| < 1, d’où le premier résultat. Et pour l’ordre, on a

lim
k→∞

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗|2 = 1

2 limk→∞ |g′′(ξk )| = 1
2 |g′′(x∗)|.
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Méthodes numériques (n > 1)
Rappels de calcul différentiel, différentiabilité

Definition : soit f : Rn −→ Rm,

f (x) =




f1(x)
...

fm(x)


 , fi : Rn −→ R,

f est differentiable en a ∈ Rn s’il existe f ′(a), une matrice m × n telle que

f (a + h) = f (a) + f ′(a)h + ‖h‖ε(h), lim
h→−→0

ε(h) =
−→
0

[
f ′(a)

]
ij =

∂fi
∂xj

(a)
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Méthodes numériques (n > 1)
Rappels de calcul différentiel, jacobienne, dérivée

Exemple :

f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − xA
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − yA

)
, f ′(θ) =

(
−`1 sin θ1 −`2 sin θ2
`1 cos θ1 `2 cos θ2

)
.

g(x) =
(

(x1 − a1)
2 + (x2 − a2)

2 − `22
x2

1 + x2
2 − `21

)
, g′(x) =

(
2(x1 − a1) 2(x2 − a2)

2x1 2x2

)
.
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Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

On suppose que f est différentiable en xk et dans un voisinage suffisamment large. On
peut donc écrire que pour tout x

f (x) = f (xk ) + f ′(xk )(x − xk ) + (x − xk )ε(x − xk ),

où ε(x − xk )→
−→
0 quand x → xk . L’idée de la méthode de Newton consiste, si f ′(xk ) est

inversible, à définir xk+1 comme la solution du système d’équations linéaire

f (xk ) + f ′(xk )(x − xk ) = 0,

soit
xk+1 = xk − f ′(xk )

−1f (xk )·

Notation Scilab : xk+1 = xk − f ′(xk )\f (xk )
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Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

Algorithme

On définit x0 puis

tant que ‖f (xk )‖ > ε
I Résoudre f ′(xk )h = f (xk )
I si f ′(xk ) est singulière

F STOP
I sinon

F xk+1 = xk − h
I fin

fin

Exemple, f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − a1
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − a2

)

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 21 / 22



Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

Algorithme

On définit x0 puis

tant que ‖f (xk )‖ > ε
I Résoudre f ′(xk )h = f (xk )
I si f ′(xk ) est singulière

F STOP
I sinon

F xk+1 = xk − h
I fin

fin

Exemple, f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − a1
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − a2

)

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 21 / 22



Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

Algorithme

On définit x0 puis

tant que ‖f (xk )‖ > ε
I Résoudre f ′(xk )h = f (xk )
I si f ′(xk ) est singulière

F STOP
I sinon

F xk+1 = xk − h
I fin

fin

Exemple, f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − a1
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − a2

)

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 21 / 22



Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

Algorithme

On définit x0 puis

tant que ‖f (xk )‖ > ε
I Résoudre f ′(xk )h = f (xk )
I si f ′(xk ) est singulière

F STOP
I sinon

F xk+1 = xk − h
I fin

fin

Exemple, f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − a1
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − a2

)

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 21 / 22



Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

Algorithme

On définit x0 puis

tant que ‖f (xk )‖ > ε
I Résoudre f ′(xk )h = f (xk )
I si f ′(xk ) est singulière

F STOP
I sinon

F xk+1 = xk − h
I fin

fin

Exemple, f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − a1
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − a2

)

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 21 / 22



Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

Algorithme

On définit x0 puis

tant que ‖f (xk )‖ > ε
I Résoudre f ′(xk )h = f (xk )
I si f ′(xk ) est singulière

F STOP
I sinon

F xk+1 = xk − h
I fin

fin

Exemple, f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − a1
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − a2

)

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 21 / 22



Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

Algorithme

On définit x0 puis

tant que ‖f (xk )‖ > ε
I Résoudre f ′(xk )h = f (xk )
I si f ′(xk ) est singulière

F STOP
I sinon

F xk+1 = xk − h
I fin

fin

Exemple, f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − a1
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − a2

)

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 21 / 22



Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

Algorithme

On définit x0 puis

tant que ‖f (xk )‖ > ε
I Résoudre f ′(xk )h = f (xk )
I si f ′(xk ) est singulière

F STOP
I sinon

F xk+1 = xk − h
I fin

fin

Exemple, f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − a1
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − a2

)

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 21 / 22



Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

Algorithme

On définit x0 puis

tant que ‖f (xk )‖ > ε
I Résoudre f ′(xk )h = f (xk )
I si f ′(xk ) est singulière

F STOP
I sinon

F xk+1 = xk − h
I fin

fin

Exemple, f (θ) =
(
`1 cos θ1 + `2 cos θ2 − a1
`1 sin θ1 + `2 sin θ2 − a2

)

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 21 / 22



Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton, propriétés

Lorsque la méthode converge, elle est d’ordre 2

La convergence reste locale, et les méthodes modernes qui s’inspirent de la
méthode de Newton ont amélioré cet aspect

I C’est le cas de la fonction fsolve dans Scilab (méthode hybride de Powell)

Le calcul de la jacobienne peut poser problème, mais il est toujours possible de
l’approcher avec précision si on choisit bien la méthode :

I Pour f : Rn → Rm la jème colonne de f ′(x) est donnée par

f ′(x)ej = lim
h→0

f (x + hej)− f (x)
h

,

= lim
h→0

Im f (x + ihej)

h
, (pas complexe)
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