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Introduction

Zéros d’'une fonction

Racines de polyndmes : trouver z € C tel que P(z) = >} _, azk = 0.
@ n solutions,

@ Pas de formules par radicaux pour n > 5 = méthodes itératives

» On construit (z) telle que limg_, o (2x) = z* ou P(z*) = 0.
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Introduction

Probléme de cinématique inverse

On cherche # € R? tel que M(6) = A, soit

£1 cos By + locosbo = Xga,
lysinf1 + Losinfo = ypa,

— f(f) = 0 oil f : R2 — R2 est définie par

£(0) = f1 cos By + focosbo — Xa
- lysinfy + Losinfo — yu ’
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Introduction

Probléme de cinématique inverse

A Trouver M(x, y) tel que

ly (X — X2+ (v — ya)? = &,
X2+ y? =5
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Introduction

Probléme de cinématique inverse

A Trouver M(x, y) tel que

w ly (X — X2+ (v — ya)? = &,
X2+ y? =5
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Méthodes numériques (n = 1)

Bissection ou dichotomie

On suppose que f : R — R est continue et qu’il existe | = [a, b] tel que f(a)f(b) < 0.

— 3x* €]a, b], f(x*) = 0. (TVI)

Idée : construire deux suites (ak), (bk) telles que

Vk, f(ak)f(bk) <0 et inm (bk — ak) =0.
— 00
Puisque ax < x* < by,
lim (ak) = lim (bk) =x*
k—o0 k—o00
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bri1 = Xk

fin
o fin

S. Mottelet (UTC)
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Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bry1 = Xk

fin
o fin
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Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3
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2 = 1.250000

|
|
|
|
|
o

MT94/CODD

- ——-

7/22



Méthodes numériques (n = 1)

Bissection ou dichotomie

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > € 61
si f(xx)f(ax) >0 \
k1 = Xk |
sinon 21
bry1 = Xk

x3 = 1.375000

fin

—/V 1{5 ZI Z'IS 3:
. |
o fin 2+ :
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Méthodes numériques (n = 1)

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bri1 = Xk
fin
o fin
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Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3
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x4 = 1.437500
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Méthodes numériques (n = 1)

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
b1 = Xk
fin
o fin
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x5 = 1.406250
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Méthodes numériques (n = 1)

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bri1 = Xk
fin
o fin
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Méthodes numériques (n = 1)

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bry1 = Xk

fin
o fin
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Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124

7 = 1.414062
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Méthodes numériques (n = 1)

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bri1 = Xk

fin
o fin
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Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124

g = 1.417969
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Méthodes numériques (n = 1)

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bri1 = Xk

fin
o fin
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Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124

9 = 1.416016
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bri1 = Xk

fin
o fin
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= 1)

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bri1 = Xk

fin
o fin
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Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124

T = 1.414551
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bri1 = Xk

fin
o fin
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= 1)

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bry1 = Xk

fin
o fin
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= 1)

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bri1 = Xk

fin
o fin
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= 1)

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bri1 = Xk

fin
o fin
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= 1)

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bry1 = Xk

fin
o fin
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= 1)

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bry1 = Xk

fin
o fin
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= 1)

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bry1 = Xk

fin
o fin
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= 1)

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124

T8 = 1.414211
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bry1 = Xk

fin
o fin
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= 1)

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124
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Méthodes numériques (n

Bissection ou dichotomie

Algorithme

On définit x = 252 puis

@ tant que |f(xk)| > €
si f(xx)f(ax) >0

k1 = Xk
sinon
bry1 = Xk

fin
o fin
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= 1)

Exemple, f(x) =x2 —2,ay =1, by = 3

124

Ton = 1.414214
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Méthodes numériques (n = 1)

Bissection ou dichotomie, convergence

Puisque byxi1 — akr1 = (bx — ax)/2, by — ax = (%)k (bo — ap), et comme
Ixk — x*| < (bx —ax)/2,0na

. k+1
Xk = X*[ < (3)" (bo — a).

Définition

Si (xx) converge vers x* et s'il existe p > 0 et a > 0 tels que

X — Xx*
lim —‘ Kt | =«
k—oo |Xk — X*|P

la convergence est dite d’ordre p.

La dichotomie est une méthode d’'ordre 1 (p=1eta = %).
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Méthodes numériques (n = 1)

Point fixe

On suppose que f est contindment dérivable et qu'il existe x* tel que f(x*) = 0.
On reformule I'équation f(x) = 0 sous la forme g(x) = x, ou x* est un point fixe de g :

9(x*) = x".
Exemple : si f(x) = x? — 2 et g(x) = &2 alors

X+1

gxX)=xexP+rx=x+2x*=2f(x)=0
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Méthodes numériques (n = 1)

Point fixe, convergence

La méthode de point fixe (appelée aussi méthode des approximations successives) est
basée sur le théoréme suivant :

Théoréme
Soit g : R — R continlment dérivable et possédant un point fixe x* vérifiant

9'(x") < 1.
Alors il existe @ > 0 tel que la suite (xx) définie par xg vérifiant |xg — x*| < « et

Xk+1 = 9(Xk), k>0

converge vers x*.
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Méthodes numériques (n = 1)

Point fixe, convergence

Démonstration

Puisque |g'(x*)| < 1, il existe L €]0, 1] tel que |g’'(x*)| < L < 1 et grace a la continuité de
g il existe a > 0 tel que
X — x| <a=19'(x)| < L.

La formule des accroissements finis donne xx1 — x* = g(xx) — 9(x*) = 9’ (k) (Xk — x*),
ou &k € Int(xk, x*). On en déduit la majoration

Xk — X*| < o = | X1 — XT| < L|x — x|
Puis on montre par récurrence que

@ |Xp— x| <a=Vk >0, [xx — x*| <q,
@ Vk >0, |xxk — x*| < LK|xo — x*|,

d’ou le résultat.
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Méthodes numériques (n = 1)

Point fixe, convergence

Lorsque la méthode de point fixe converge, si g’(x*) # 0 alors elle est d’'ordre 1 : ona en
effet

Yk >0, Xkr1 — X" = g(x) — g(x*) = g'(&k) (xk — X7),
et comme & € Int(xk, x*) et xx — x* on a { — x*, donc

: |Xk+1 _X*| /
[ _— — xX*)|.
ke |xx — x*|1 g ()]

Remarque
f(x) = x2 —2 =0« x = g(x) = &% : deux points fixes : x; = vV2etx; = —/2

d(x) ~ 05147186, ¢'(x;) ~ 17.485281

Si xp # x; il n’y a aucune garantie que la méthode converge vers x; !
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Méthodes numériques (n = 1)

Point fixe, convergence

Illustration avec Scilab :

x = 1.5;

for i = 1:30
x = (x+2)/(x+1);
printf("$.16f\n", x)

end
x = —sqrt (2);
for i = 1:30
x = (x+2)/(x+1);

printf("$.16f\n", x)
end

S. Mottelet (UTC)
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Méthodes numériques (n = 1)
Méthode de Newton

On suppose que f est dérivable en x, et dans un voisinage suffisamment large. On peut
donc écrire que pour tout x

f(x) = f(xk) + ' (xe) (X — Xxk) + (X — X )e(x — Xk),

ou e(x — xx) — 0 quand x — x. Lidée de la méthode de Newton consiste, si f'(xx) # 0, a
définir x, .4 comme la solution de I'équation linéaire

f(xk) + ' (xc)(x — x¢) = 0,

soit
_ )
f'(Xi)

Xk+1 = Xk

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 14/22



Méthodes numériques (n

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et
|F(xk)| > €

f(x
Xk+1 =Xk—fil(7%

@ fin

S. Mottelet (UTC)
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Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3
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Méthodes numériques (n

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et
|F(xk)| > €

f(x
Xk+1 =Xk—fil(7%

@ fin
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Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3
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Méthodes numériques (n = 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et

|F(xi)| > €
X1 = Xk — fﬁ,(xykkl)
o fin

S. Mottelet (UTC)

Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3

12 4

1 = 1.833333
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Méthodes numériques (n

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et
|F(xk)| > €

f(x
Xk+1 =Xk—fil(7%

@ fin
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=1)

Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3

12 4

1 = 1.833333
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Méthodes numériques (n = 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et

/(%) > €
f
Xk+1 = Xk — fil(xykkl)
@ fin
S. Mottelet (UTC)

Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3

12 4

o = 1.462121

MT94/CODD

15/22



Méthodes numériques (n = 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et

/(%) > €
f
Xk+1 = Xk — fil(xykkl)
@ fin
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Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3

12 4

o = 1.462121

MT94/CODD

15/22



Méthodes numériques (n = 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et

/(%) > €
f
Xk+1 = Xk — fil(xykkl)
@ fin
S. Mottelet (UTC)

Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3

12 4

x3 = 1.414998
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Méthodes numériques (n = 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et

/(%) > €
f
Xk+1 = Xk — fil(xykkl)
@ fin
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Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3

12 4

x3 = 1.414998
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Méthodes numériques (n = 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et

/(%) > €
f
Xk+1 = Xk — fil(xykkl)
@ fin
S. Mottelet (UTC)

Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3

12 4

rg = 1.414214
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Méthodes numériques (n = 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et

/(%) > €
f
Xk+1 = Xk — fil(xykkl)
@ fin
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Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3

12 4

rg = 1.414214

MT94/CODD

15/22



Méthodes numériques (n = 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que |f(xk)| > € et

/(%) > €
f
Xk+1 = Xk — fil(xykkl)
@ fin
S. Mottelet (UTC)

Exemple, f(x) = x2 —2, xp = 3
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r5 = 1.414214
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Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton, interprétation

La méthode de Newton est une méthode de point fixe. On a en effet

fxk) _

Xk41 = Xk — o) 9(Xk),

avec g(x) = x — ;(();)) Si f est dérivable deux fois on a donc, si f(x*) =0 et f/(x*) # 0
f'(x)? — f(x)f"(x)
/ —_—
g (X) =1 f’(X)z )
f’(x*)2
/! * —
g(X ) 1 fI(X*)Z - 07

Donc pour tout f, il existe nécessairement o > 0 tel que pour |xp — x*| < a la méthode de
Newton converge.

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 16/22



Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton, convergence
Théoréme

Si f est dérivable 3 fois et qu’il existe C > 0 tel que Vx, %|g”(x)| < C alors pour tout xq tel
que |xp — x*| < lc la méthode de Newton converge et la convergence est d’ordre 2.

Démonstration : Pour tout k, il existe &, € Int(xk, x*) tel que
Xkt — X = g(xk) — 9(x*) = ' (x*) (X — x*) + 39" (k) (xk — x*)?,
= 39" (&) (xk — x*)?,
d’'ou la majoration |xx,1 — x*| < C|xx — x*|?. Ensuite on a par récurrence
Clxc — X" < (Clxo = x"|)%",
donc xx — x* si C|xp — x*| < 1, d’ou le premier résultat. Et pour I'ordre, on a

fim X =X i g(e0) = L"),
k—oo |Xk — x*|2 2 2

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD
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Méthodes numériques (n > 1)

Rappels de calcul différentiel, différentiabilité

@ Definition : soit f : R7 — R,
fi(x)
f(x) = : , fi:RT—R,
fm(X)

f est differentiable en a € R" s'il existe f’(a), une matrice m x n telle que

fa-+ ) =1(@)+ F(@h+ lle(h),  lim,=(h) = I

(@), - g—;;<a>

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 18/22



Méthodes numériques (n > 1)

Rappels de calcul différentiel, jacobienne, dérivée

@ Exemple :

£(6) — 01 cosy + lpcosbr — Xp F(6) = —{lysinfy —{asinbs
lysin@y +Llosinfo — ya )’ f1cosly  l>cosbs '

g(x) = < (X1 —81)2+(X2—az)2—€§ )7 g(x) = ( 2(x1 —a1) 2(xe— ap) )

2 2 _ 2
X{ + X5 — 43 2X4 2Xo

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 19/22



Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton

On suppose que f est différentiable en x et dans un voisinage suffisamment large. On
peut donc écrire que pour tout x

f(x) = f(xg) + ' (xe) (X — Xk) + (X — Xk )e(X — Xk),

ou e(x — xk) — 0 quand x — xk. Lidée de la méthode de Newton consiste, si f'(xx) est
inversible, a définir xx, 1 comme la solution du systeme d’équations linéaire

f(xk) + ' (xc)(x — x¢) = 0,
soit

Xei1 = Xk — P () F(xK)-

Notation Scilab : xx.1 = xx — f'(xk)\f(Xx)

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD 20/22



Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton

Exemple, () = (

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que ||f(xk)|| > €
Résoudre f'(xx)h = f(xk)
si f’(xx) est singuliere

STOP
sinon

Xk+1 = Xk — h
fin

o fin

S. Mottelet (UTC)

1.2 5

0.8
0.6
0.4

0.2

6o = (0.000000, 0.785398)
|l £(60)|| = 1.065703¢ + 00
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Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton

Exemple, () = (

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que ||f(xk)|| > €
Résoudre f'(xx)h = f(xk)
si f’(xx) est singuliere

STOP
sinon

Xk+1 = Xk — h
fin

o fin

S. Mottelet (UTC)
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|1 £(61)]| = 1.196766¢ + 00
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Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que ||f(xk)|| > €

Résoudre f'(xx)h = f(xk)
si f’(xx) est singuliere

STOP
sinon
Xk+1 = Xk — h
fin
o fin

S. Mottelet (UTC)

Exemple, () = (

1.2 5

0.8
0.6
0.4

0.2

6, = (1.230608, 3.381886)
|| £(62)]| = 4.254983¢ — 01

-0.2 -
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Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que ||f(xk)|| > €

Résoudre f'(xx)h = f(xk)
si f’(xx) est singuliere

STOP
sinon
Xk+1 = Xk — h
fin
o fin

S. Mottelet (UTC)

Exemple, () = (

1.2 5

0.8
0.6
0.4

0.2

0 = (0.722122,2.202113)
|| £(65)]| = 1.714783¢ — 01

-0.2 -
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Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que ||f(xk)|| > €

Résoudre f'(xx)h = f(xk)
si f’(xx) est singuliere

STOP
sinon
Xk+1 = Xk — h
fin
o fin

S. Mottelet (UTC)

Exemple, () = (

1.2 5

0.8
0.6
0.4

0.2

01 = (0.894298,2.147846)
|1 £(62)]| = 1.487535¢ — 02
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Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que ||f(xk)|| > €

Résoudre f'(xx)h = f(xk)
si f’(xx) est singuliere

STOP
sinon
Xk+1 = Xk — h
fin
o fin

S. Mottelet (UTC)

Exemple, () = (

1.2 5

0.8
0.6
0.4

0.2

05 = (0.897819,2.085475)
|| £(65)|| = 4.883133¢ — 04

-0.2 -
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Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que ||f(xk)|| > €

Résoudre f'(xx)h = f(xk)
si f’(xx) est singuliere

STOP
sinon
Xk+1 = Xk — h
fin
o fin

S. Mottelet (UTC)

Exemple, () = (

1.2 5

0.8
0.6
0.4

0.2

05 = (0.898346,2.084746)
|1 £(66)|| = 1.745769¢ — 07
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Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que ||f(xk)|| > €

Résoudre f'(xx)h = f(xk)
si f’(xx) est singuliere

STOP
sinon
Xk+1 = Xk — h
fin
o fin

S. Mottelet (UTC)

Exemple, () = (

1.2 5

0.8
0.6
0.4

0.2

6 = (0.898346,2.084745)
|| £(67)]| = 6.557237¢ — 14

-0.2 -

MT94/CODD

02 04 06 0.8 1 1.2

l1 cos 81 + fo cos o — a4
l1sinfy + Losinby — ao

21/22



Méthodes numériques (n > 1)

Méthode de Newton

Algorithme
On définit xo puis

@ tant que ||f(xk)|| > €

Résoudre f'(xx)h = f(xk)
si f’(xx) est singuliere

STOP
sinon
Xk+1 = Xk — h
fin
o fin

S. Mottelet (UTC)

Exemple, () = (

1.2 5

0.8
0.6
0.4

0.2

05 = (0.898346,2.084745)
|| £(65)]| = 0.000000¢ + 00
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Méthodes numériques (n > 1)
Méthode de Newton, propriétés
@ Lorsque la méthode converge, elle est d’ordre 2

@ La convergence reste locale, et les méthodes modernes qui s’inspirent de la
méthode de Newton ont amélioré cet aspect

» C’est le cas de la fonction fsolve dans Scilab (méthode hybride de Powell)

@ Le calcul de la jacobienne peut poser probléme, mais il est toujours possible de
I'approcher avec précision si on choisit bien la méthode :

» Pour f: R” — R™ la jéme colonne de f'(x) est donnée par

f(x + hej) — f(x)

o
Flx)e = fm, h ’
Imf ihe;
= lim w, (pas complexe)
h—0 h

S. Mottelet (UTC) MT94/CODD
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