MT09-A2016 — Examen final — Questions de cours
Durée : 30mn. Sans documents ni outils électroniques — Rédiger sur l’énoncé

NOM PRENOM : Place n° :

ATTENTION, il y a 3 exercices indépendants pour cette partie questions de cours !

Exercice 1 (baréme approzimatif : 2 points)
Soit A une matrice réelle de M,,,, avec m > n de rang n. On suppose donnée la factorisation A = QR.

1. Donner les dimensions et les propriétés de @ et R.
Réponse : cf. cours. Comme A est de rang n, R est de rang n donc R est inversible. ]
2. Ecrire les équations normales et donner un systéme triangulaire équivalent (on montrera cette équivalence).
Réponse : cf. cours et TD. On pose Q7b = [c,d]T, o1 c € R".
ATAz = A"y <= R'QTQRx=R"Qb
s [RT0]| B |z=[RT0]| ¢
0 d
«— R"Rz=R"c

<— Rx=c,

car QTQ = I,,, et car R est inversible (carrée triangulaire supérieure de rang n, les r;; sont
non nuls), et donc R’ aussi. O

3. Calculer la norme 2 de AT A en fonction de la norme 2 d’une matrice issue de R, notée R que l'on
déterminera.

Réponse : cf. cours et TD. On reprend les manipulations algébriques de la question
précédente : ATA = RTR. Comme AT A est symétrique :

|ATAll, = p(ATA) = p(RTR) = ||R|3

d’apreés la définition de la norme subordonnée a la norme 2. O

4. Méme question pour la norme 2 de (AT A)~1.

Réponse : on a: (ATA)"! = (RTR)™' = R"'R™T (R est bien inversible (et carrée! ce qui
n’est pas vrai pour 4, ni pour R!!). Comme (AT A)~! est symétrique

IATA) 2 = p((ATA)) = p(RRT) = p(B TR = B3

car p(AB) = p(BA) quand ces produits ont un sens, c¢f. TD. [

5. En déduire une relation entre le conditionnement de AT A et celui de R.

Réponse : on a :

Xa(ATA) = [|AT Al (ATA) 7l = [RIBIR3 = (xa(R))*.

]

Exercice 2  (baréme approzimatif : 2 points)
Soit E un espace euclidien de dimension n > 0. On appelle < u,v > son produit scalaire et |[ul| = /< u, u >
sa norme, Yu,v € E. Soit F' un sous-espace de E de dimension k < n. Soit y € E un vecteur donné.

Soit p, le projeté orthogonal de y dans F'.
1. Ecrire les conditions vérifiées par py.
2. Montrer que ||f =yl > |lpy —yl?, Vf € F, f #py.

3. On prend une base F = (f1, fa,..., fx) de F. Ecrire le systeme que vérifient les composantes de p, dans
la base F.



Exercice 3 (baréme approzimatif : 2 points)
Soit A > 0. On pose tg = —2h, t;1 =0 et to = h.

1. Ecrire les polynomes de la base de Lagrange associée a tg, t1, ts.
2. Soit une fonction continue f: R — R. Ecrire le polynéme interpolant f aux points t;, i =0, 1,2.

3. Soit §y € R. On prend maintenant les points 8; = 8y + ih, pour ¢ = 0,..., N. Etant donnés (fi)i=o0
et (¢;)i=o,...,N—1, on définit les polynomes :

.....

On définit la fonction g par : g(t) = p;(t) sit € [0;,0:41]

Montrer que g est continue sur [6g, O]



MT09-A2016- Examen final
Durée : 1h30.
Polycopiés de cours et scilab autorisés - pas d’outils numériques

Questions de cours déja traitées : environ 6 points.
1l est possible de traiter une question en admettant les résultats précédents.

Exercice 1: (baréme approzimatif : 12 points) CHANGEZ DE COPIE

Les questions 3), 4) et 5) sont partiellement indépendantes des précédentes.
Soient deux réels ¢ty et T > 0 et un entier N > 0. On introduit le pas h = T'/N et les points t,, = tg + nh
pour n =0,..., N.

1. Soit y une fonction de classe C! de [to,to + T] dans R. On notera y, = y(t,) la valeur de y en t,, pour
n=20,...,N. On appelle p, le polyndome interpolant la fonction y aux points t,41,tn, tn—1.

(a) Ecrire py dans la base de Newton associée & tp41,tn,t,—1 (dans cet ordre).
Réponse : Le polyndéme d’interpolation est dans P, et s’écrit dans la base de Newton

py(t) =co+ Cl(t - tn+1) + 02(t - tn+1)(t - tn)v
ou les coefficients sont donnés par les différences divisées

_ Yn+1 — 2yn + Yn—1

Ynt+1 — Y
= My Co = y[tn-l-l’t"’tn_l] o 2h?

h

co = Yltny1] = Ynt1, €1 = Y[tny1, tn]

Remarque : dans la base de Lagrange :

(t_tnfl)(t_tw + (t—tn,l)(t—tn+1)+y (t_tn>(t_tn+1)

py(t> = Yn+1 252 Yn ) n—1 oh2 .
L]
(b) Calculer p;(tnﬂ) en fonction de y,11,Yn, Yn—1 €t de h uniquement.
Réponse : on trouve
Py(t) = c1+ca ((t = tnir) + (= t0)),
donc o + L3 )
() _Ynt1 ~Yn | Yntl — 2Yn y”—lszn 2+ 1)
py( +1) 3 + o h(2y +1 Y —|—2y 1)
Remarque : dans la base de Lagrange :
/ _ (t_tn71)+(t_tn) (t_tn71)+(t_tn+l) (t_tn)+(t_tn+1) .
py(t) = Yn+1 T + Yn —2 + Yn—1 57 donc :
RRURE U SR |
Pylln+1 = Yn+1 oh ynh yn—12h-
]

2. Soit f une fonction de classe C1 : (t,y) € [to,to + T] x R + f(t,y) € R. On cherche a résoudre
numériquement 1’équation différentielle suivante :

1) —
trouver y € Cl([to,to + T],R), telle que { z(it)):.];(t, y(t)) pour t € [t07t0 + T]a (1)
0) — 90-

Pour cela, on va approcher y'(t,+1) par py (tni1)-
(a) Ecrire la relation Py(tnt1) = y'(tny1) et en déduire un schéma du type :
Zn+1 = QpZn + o121+ hﬂf(tn—i-ly Zn+1)a (2)

pour résoudre le probléme (1). Déterminer les coefficients ag, iy et S.



Réponse : 1’équation approchée

1.3 1
Ftna1,y(tns1)) = ¥ (tugr) = py(tns1) = E(iywrl —2yn + §yn71)7

suggere le schéma

3 1
§Zn+1 = 2Zn - §Zn—1 + hf(tn_;,_l, ZTL+1)a n Z 1’
: L + th(t ) >1
— Zn = SAn T 5 RAn— o n s ”n s n>1,
+1 3 3 1 3 +1 +1
soit ap =4, a1 = —% et B =2. .

Ce schéma est-il implicite ou explicite? Est-il a un pas ou multi-pas? Expliquer comment déterminer
Z1.

Réponse : c’est un schéma implicite a 2 pas (appelé BDF). Pour déterminer z;, il faut
utiliser un schéma a 1 pas du méme ordre que BDF (c’est-a-dire 2, ¢f. plus bas). ]

3. On cherche & calculer 'ordre du schéma (2), pour des valeurs g, a; et 8 quelconques. On suppose que y
est de classe au moins C*.

(a)
(b)
()

Ecrire un développement de Taylor de y(t,+1) autour de t,, & Pordre 3 en h.
Ecrire un développement limité de y(tn—1) autour de ¢, a ’ordre 3 en h.

Ecrire un développement limité de y'(¢,41) autour de t,, & I'ordre 2 en h.
Réponse : il existe & €]ty tni1], &2 Eltn_1,tn[ €t & €]tn, thi1[ tels que

h? h3 h?

y(tn+1) = y(tn) + hy/(tn) + ?yn(tn) + gym(tn) + ﬂy(4) (51)
h? h? h*

y(tnfl) = y(tn) - hy/(tn) + Eyu(tn) - gym(tn) + ﬂy@) (52)

h? h3
yl(tn+1) = y/(tn) + hy//(tn) + ?ym(tn) - Fy@) (63) g

h? h?

hy/(tn+1) = hy/(tn) + h2y//(tn) + 7y/”(tn) - ?y(zl) (£3>

O

Calculer l'erreur de troncature locale et en déduire des relations entre ag,a; et 3 pour que le
schéma (2) soit au moins d’ordre 2. Les valeurs trouvées & la question 2a) conviennent-elles?
Réponse : l’erreur de troncature locale est définie par 7,.1(h) = y(tnt1) — Zni1, OU y est
la solution du probléme (1) et Z,;; est le résultat du schéma (2) en partant de la solution
(zn = y(tn) €t zo—1 = y(tn-1))-

On obtient (on va un cran plus loin que demandé pour s’assurer que ’ordre est exacte-
ment 2):

Toy1(h) = y(tns1) — aoy(tn) — ary(tn_1) — hBy (tny1)
= y(tn)(1 —ap — 1)
+hy' (t,) (1 + a1 — B)

h2
+54" (tn) (1 — a1 — 20)

!
+€y’”(tn)(1 + a1 — 30)
4
+’2L4( y (&) — aryW (&) — 48y (&) ).

Donc en résolvant le systéme linéaire

oy +aq = 1
—Qq +B =1 ]
aq +2ﬁ = 1

Wl

on annule les termes en O(1), en O(h) et en O(h?). On trouve ag = 3, oy = —% et § = 2.

Le coefficient devant terme en O(h®) est alors 1+ a; — 38 = —3 # 0.



L’erreur s’écrit dans ce cas

3 3
Fusah) = =2 (1) + OY) = =y (6) (1 + O(),

donc comme O(h) tend vers 0 quand h tend vers 0, il existe hy > 0 et K > 0 tel que pour
tout 0 < h < hyg
[Tn+1(h)]|
h

< Kh?> max ()],
< Kh' max Iy (0]

donc le schéma est d’ordre 2. O

4. Soit w > 0. On définit une suite réelle par la récurrence
3+ 2w)upy1 — 4up +up—1 =0, n>1 (3)

(a) On cherche une solution & la suite sous la forme u,, = Kr™. Ecrire I'équation caractéristique de (3).

Réponse : on remplace u, par Kr" dans (3), en supposant que K et r sont non-nuls
(sinon la suite est constante et égale & 0). On obtient I’équation de degré 2

(3+2w)r? —4r +1=0.

]

(b) Montrer que la suite converge vers 0. On distinguera les cas ol les racines de I’équation caractéristique
sont réelles ou complexes.

Réponse : Le discriminant vaut A = 22(4 — (3 + 2w)) = 22(1 — 2w).
Il est positif quand w < % Dans ce cas,

241 —-2w 2 —v1—-2w
ry=—-—--": r_=——.
+ 3+2w 3+ 2w

On montre que -1 <7r_ <ry <1:

ry <1l &= 2+VI-2w<3+2w
= Vi-2w<l+2w
—= 1-2w<l+4w+4w?  (car 1—2w > 0)
= 0< 6w+ 4w’

ce qui est toujours vrai pour w > 0. De plus :

rm>-1 &= 2-V1-2w>-3-2w
— 1-2w<5+2w
= 1-2w<25+20w+4w? (car 1 —2w > 0)
= 0< 24+ 2w+ 4w?

ce qui est toujours vrai pour w > 0. Donc si A > 0, les racines sont toujours dans | — 1,1]
donc la suite u,, (dont la solution est u,, = K r} + K_r", ou (K+nL)r" si A =0), converge
vers 0.

On pourrait aussi montrer que r_ > 0<=2 > /1 — 2w<=2w > —3, ce qui est vrai...
Autre fagcon de faire : on remarque

1
0<w<§ — 1<2—-V1-2w<?2
= 2<24+V1-2w<3
— 3<34+2w<4
— 1< L <1
4 34+2w 3
donc
1< <1 1< <2
g = 13

_1 ,._1
et pour w =3, r= 3.



SiA<<=w> %, alors dans ce cas

240w -1

ry =

iy 2 iv2w —1 .
=S 189, r_ =——————=381 — 189.
3+ 2w e 31 2w te

La partie réelle de 7, et de r_ vaut s; = 325~ €]0, 2[C] — 1,1[, donc la suite u, (dont la
solution est u,, = s} (K cos(sen) + Lsin(sen)) converge encore vers 0.

]

(¢) Dans cette question uniquement, on prend f(t,u) = —Au, avec A > 0. On prend les valeurs de ay,
ay et B trouvées a la question 3d).
Déduire des questions précédentes sous quelle condition sur h le schéma (2) est absolument stable.
Réponse : on regarde la stabilité en temps long (stabilité absolue), pour ce f linéaire.
Alors le schéma devient : %Zn+1 =2z, — %zn,l —hAzp+1, ce qui donne en posant w = hA > 0

B+ 2w)zpy1 =4z, — 2n—1.

On retrouve la récurrence de u,,. On en déduit que pour tout h > 0 : 2z, — 0 quand
n — 0, donc le schéma est stable sans condition sur h. ]

5. Soit p un entier > 0. On suppose dorénavant que la fonction f de classe C? est vectorielle : (¢,y) €
[to,to + T] x R? — f(t,y) € RP. On cherche a résoudre 1’équation non-linéaire

trouver 2 € RP, tel que ©* = apz, + a12n—1 + A8 [ (tny1, 2) (4)
par la méthode de Newton.

(a) Reformuler ce probleéme (4) en une équation G(z) = 0 : déterminer G.
Réponse : il vient :

G :2eRP—Gx)=2—aozn — a12n-1 — hB[f(tnt1, ).

U
(b) Calculer la matrice jacobienne DG(x) en fonction des dérivées partielles de f.
Réponse : en dérivant, on trouve
0
DG(z) e M, + DG(x)=1,, — hﬂa—i(tnﬂ,x).
ou la matrice %(t,x) appartient bien a M, ,. O

(c) Application : Soit &, k,ug et vy des réels fixés. Soit ’équation différentielle :

u(t) = &' (t) + ku?(t) Vt € [to, to + T1,

1
trouver u € C~([to, to + T],R), telle que { ulto) = g, ' (fo) = vy,

i. Mettre cette équation différentielle (5) sous forme d’une équation différentielle du type :

/ —
trouver y telle que { Yy (t) - f(t7y(t)) pour te [t07t0 + T]7
y(to) = vo-

Expliciter la fonction f de cette équation différentielle, en précisant bien les espaces de départ
et d’arrivée.

Réponse : en posant y(t) = [u(t),u/(t)]T, on obtient y'(t) = [u/(t),u” (t)]T = [y2(t), Eya(t)+
ky?(t)]T. On en déduit que y : [to,to +T] — R? vérifie

y'(t) = f(t,y(t)) pour t € [ty, to + T, to,to +T] x R? — R?
s =yo=| 2 |, el s = 2 e |

]

ii. Calculer G et sa matrice jacobienne DG(x) dans ce cas.
Réponse : il vient :

G(z) =2 — apzn — @121 — hf [ ?;2 + ka? } )

et sa jacobienne vaut :

- 0 1] 1 —hB
DG(x) =1,, — hpB [ Uay, € } = [ —2hBkxy 1 —hpBE ] '

On peut remarquer que si h est assez petit, la jacobienne sera inversible car

det(DG(z)) = 1 — hB3¢ — 2h*B%*kz;  — 1 quand h — 0.



6. Programmation du schéma : On suppose toujours que f est une fonction vectorielle : f : (t,y) €
[to,to + T] x R? — f(t,y) € RP, pour p > 0.

(a)

Ecrire une fonction scilab [X,k] = newtonSchema(XO0, tol, Niter, h, t, Zn, Znm1, f, dfdy) implémentant
la méthode de Newton pour la résolution du systéme d’équations non-linéaires G(x) = 0, ou la
fonction G est définie & la question 5a).
Expliquer rapidement quel réle jouent les arguments f et dfdy. Détailler en particulier les dimensions
de leurs arguments d’entrée et de sortie.
Réponse : Exemple d’implémentation :
function [X, k] = newtonSchema(XO0, tol, N, h, t, Zn, Znm1, f, dfdy)
// Newton pour la resolution de Zn+1 = 4/3*Zn - 1/3*Zn-1 + 2/3*h *f(tn+1,Zn+1)
p = length(X0); X = XO0;
if length( Zn )= p | length( Znm1 )= p
error(" Size is incompatible with initial conditions.”)

end
for k=1:N
Fx = f(t, X);
Gx = X - 1/3*(4*Zn - Znm1 + 2*h*Fx); // evaluation de G en X
DGx = eye(p, p) - 2*h/3 * dfdy(t, X); // differentielle de G en X
dX =- DGx \ Gx;
X=X+4+dX
if norm(dX) < tol
return [X, k]
end
end

disp('NewtonSchema did not converge: Reached maximum number of iterations...")
endfunction

O]
Ecrire les fonctions scilab ma_fun et ma_dfundy, qui seront appelées par newtonSchema quand G est
donnée a la question 5¢).
Réponse : Exemple d’implémentation :
function [F] = ma_fun(t, X)
xi=1 k=1;
F=1[X(2);xi *X(2) + k * X(1)*X(1)]
endfunction

et
function [DF] = ma_dfundy(t, X)
xi=1 k=1;

DF =[0, 1;2*%k*X(1), xi]
endfunction

O

Ecrire une fonction scilab Y = schema(y0, y1, t0, T, N, f, dfdy) implémentant le schéma (2).
Décrire comment vous sauvegardez la solution. Quel point initial X0 choisissez-vous dans ’appel a
newtonSchema a chaque pas de temps?
Réponse : le schéma peut s’écrire :
function [Y] = schema(y0, y1, t0, T, N, f, dfdy)
exec('newtonSchema.sci’, -1)
p = length(y0)
if (length( yl)=p)
error("yl and y0 have incompatible dimensions (initial conditions).”)
end
Y = zeros(p, N+1); Y(:,1) = y0; Y(:,2) = y1; // initialisations
h=T/N;tnpl =10 + h;
Znml = y0; Zn = y1;
for iter = 2:N
tnpl = tnpl + h // time at tn+1
// Solveur non lineaire. Newton part de X0 = Zn.
[Znpl , k] = newtonSchema(Zn, 1e-8, 1000, h, tnpl, Zn, Znm1, f, dfdy);
Y(: , iter+1) = Znpl,
Znml = Zn; Zn = Znpl;
end
endfunction



Exercice 2 :
Soit n > 3 un entier. Soient (¢;)i=1
(Yi)i=1,....n 1 réels.

.....

(baréme approzimatif : 5 points) CHANGEZ DE COPIE
» M points distincts (¢; # t; si ¢ # j) dans intervalle [—10,10] et

1. On cherche la parabole qui passe au plus pres (au sens des moindres carrés) des points (i, ¥;)i=1,....n-

(a) Poser le probleme de moindres carrés et les équations & résoudre.

Réponse :

on écrit le polynéme recherché dans la base canonique :

» = Qo + aqt + ast?

On cherche donc z = [ag, ay, )T € R? tel que Perreur quadratique

n

n

E(z) =
=1 i=1
soit minimale. L’erreur se réécrit
n
E(z) = Z((Af)z — )% =||Az —y|%, avec A=

i=1

Le vecteur x est solution des équations normales

n

E?:l ti
n

Zi:l tf

AT Az = ATy, ou ATA=

Réponse :

Z?:l ti
n
i=

2 n 3
1 té E%:l ti
1 ti Zi:l ti

Prouver que ces équations admettent une solution unique.

i1t

Z(P(ti) —yi)’ = Z(ao + art; + oot —y;)?

1t 88 Y1
1 ty t3 Y2

. . S Mn,S et y= .
1 t, t Yn

2;;:1 Yi
2%21 yits
21:1 yitf

S Mg,g et ATy =

O]

on montre que rank(A) = 3. On extrait les 3 premiéres lignes de A pour

obtenir une matrice A qui est une matrice de Van der Monde dont le déterminant est

d’aprés le cours det(A) = (t3 — t2)(t3 — t1)(t2 — ¢1) qui est donc non-nul car les t; sont
distincts deux & deux. Comme on a extrait de A € M,, 3 avec n > 3 une matrice carrée

inversible de taille 3, le rang de A est 3.

Donc les équations normales admettent une unique solution.

2. On suppose données les fonctions scilab suivantes :

[p] = hornv(a, t, theta),

qui, étant donnés les vecteurs (ay, as, ..., ay,), (t1,t2, ...

dont les termes sont définis par

pj = a1 +ax(0; —t1) +as(0; —t1)(0; —t2) + ..

a I’aide de l'algorithme de Horner.

s tn—1), (01, ...

.+ an(Gj

—t1)...(0

O]

,0m ), calcule le vecteur p = (p1,p2, -y Pm)

—tp—1), pour j=1,...,m.

[Q, R] = qr(A), qui effectue la factorisation A = QR,
[x] = solsup(A, b), qui résout le systeme triangulaire supérieur Ax = b,
[x] = solinf (A, b), qui résout le systéme triangulaire inférieur Az = b.

Ecrire une fonction scilab :

trace(t, y, N) qui trace le polynome de degré < 2 passant au plus pres

des points (¢;,y;)i=1,...n- On tracera la courbe avec N points dans I'intervalle [—10, 10].

Réponse : Exemple d’implémentation :

function [x] = trace(t, y N)
exec("solsup.sci”, -1); exec(hornv.sci”, -1);
n = length(t);
if (length(y)=n)
error("y and t have incompatible dimensions.” )
end
t=1t(:); tt =t .*t; // t doit etre un vecteur colonne.
A=Jones(n 1), t tt];[Q,R]=qr(A);
rhs = Q'*y;

x = solsup( R(1:3, 1:3), rhs(1:3) ); // car AT Az = ATy < Rz = (QTy)(1: 3)



theta = linspace(-10, 10, N);
p = hornv(x, [0, 0], theta); // le polynome s'ecrit: p=x1 + x2 (t-0) + x3 (t-0).
plot(theta , p, 'b-"); // trace du polynome

plot(t , y, 'ro'); // trace des points de mesures
endfunction



