MT23 P17 Examen médian - Corrigé

Exercice 1

1. Soit E un espace vectoriel muni d’une base B = (€}, €2, €3).
On note F' = vect < €1 >, G = vect < €5,€3 >. Onadonc £ = F & G.
On note u ’endomorphisme de E qui a tout élément ¥ = ¢+ Z de E, avec if € F et 7 € (G, associe
u(¥) = Z.
(a) Que représente I'application u?
Une solution : u est la projection sur GG parallelement a F'.
(b) Quelle est la matrice A associée a u quand on munit £ de la base B7
Une solution : € gF, donc & =¢é; +0 et u(€y) = 0.
€y € G, donc €5 = 9+ €y et u(ey) = és.
é3 € G, donc €5 = 0+ €3 et u(es) = és.
En utilisant la définition de la matrice d’une application linéaire, on obtient

A=

o O O
O = O
= o O

2. Soient B et B’ deux matrices semblables appartenant & M,,,(K). Démontrer que B et B’ ont le méme
polynéme caractéristique.
Une solution : B et B’ sont semblables < il existe P inversible telle que B = PB'P~1.
Le polynéme caractéristique d’une matrice B est égal a pp(\) = det(A — B).
det(\ — B) = det(P(AI)P~! — PB'P~1)
= det(P(\ — B )P~
= det(P)det(\ — B')det(P™!)
Or det(P~1) = 1/ det(P) donc pp(\) = det(A — B) = det(\ — B') = pg/(\).
3. E = Py est l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.
On note (po, p1,p2) la base canonique de Ps.
On définit les polynomes qg, 1, g2 par

VieR, qt)=t—1, q(t)=t—-2, qt)=(—-2)I-3).

(a) Utiliser les déterminants pour montrer que (qo, ¢1,g2) est une base de E.
Une solution : On va utiliser la base canonique comme base de référence et construire la matrice
dont les colonnes contiennent les composantes de qg, g1 et g2 dans cette base de référence. On sait
que (qo, q1,q2) est une base de E si et seulement si le déterminant de cette matrice est non nul.

On a
qo = —po+p1, ¢ =—2po+p1, g2=06po—5p1+ pe.
-1 -2 6
On obtient donc le déterminant : d = | 1 1 =5 |=1#0.
0 0 1

(b) Calculer les composantes de pg, p1, p2 dans la base (qo, g1, q2)-
Une solution : I suffit de résoudre le systeme
—po  +p1 =4qo Do =qo—q Po=4qo—q1
—2po  +p1 =q <4 —2p0 +m =q Q¢ p1=2q —ql
6pp  —5Sp1 +p2 =@ 6po  —9p1 +p2 =@ p2 =490+ q1 + ¢



()

On note F' = vect < qp >, G = vect < q1,q2 >.

Soit u la projection sur G parallelement a F'.

On note M la matrice associée & u quand on munit F de la base (qo, q1,q2).
On note N la matrice associée & u quand on munit £ de la base (po, p1, p2).

Quelle relation matricielle lie N & M 7 On explicitera les matrices qui interviennent dans cette
relation mais on ne calculera pas N.

Une solution : En utilisant la question 1, on trouve M = A.

Si on note P la matrice de passage de la base (po, p1,p2) a la base (qo,q1,q2), on a alors

N =PMP!.

La matrice P a déja été calculée dans la question 3(a), les colonnes de P contiennent les composantes
-1 -2 6
de qo, q1, g2 dans la base (po,p1,p2), on a donc P = 1 1 =5
0 0 1
La matrice P~1 est la matrice de passage de la base (qo, q1,q2) & la base (po,p1,p2). Ses colonnes
contiennent les composantes de pg, p1,p2 dans la base (qo,q1,g2). On a calculé ces composantes

1 2 4
dans la question 3(b), on obtient donc P~' = | -1 -1 1
0O 0 1

En déduire les valeurs propres de N et préciser leur multiplicité. N est-elle inversible 7

Une solution : M et N sont semblables donc elles ont le méme polynoéme caractéristique (cf.
question 2), donc les mémes valeurs propres. M est diagonale donc ses valeurs propres sont sur sa
diagonale : py3 = 0,42 = 1,3 = 1 ou encore \; = 0 valeur propre simple, Ao = 1 valeur propre
double.

On sait que le déterminant est égal a la multiplication des valeurs propres. 0 est valeur propre donc
det N = 0 et N n’est pas inversible.



Exercice 2
On note I, la matrice identité appartenant a M, ,(IR).

1. Soit A = <

1 -1 1

(]
3 4 1 > b= < by > on cherche z € M3 1(IR) tel que

(S) Az =h.

Dans un premier temps, on ne demande pas de résoudre le systeme.

(a)

Quel est le rang de A?
Une solution : Le rang est au plus égal a 2. Il suffit d’extraire une matrice inversible appartenant
a Mao(IR).

—1
-3 4
Est-ce que le systeme (S) peut admettre une solution unique ? Justifier soigneusement la réponse.
Une solution : Non, en effet rang A 4+ dim (Ker A) = 3, donc dim (Ker A) > 1, donc il existe des

vecteurs non nuls appartenant a Ker A. Si xy est un vecteur non nul appartenant a Ker A, si x
vérifie Az = b, alors A(x + x9) = b+ 0 = b, donc = + ¢ est une autre solution possible.

Par exemple

‘:4—3:1#0d0ncrangA:2.

Existe-t-il une solution a (.S) pour tout b?

Une solution : Oui, car rang A = 2 donc dim (Im A) = dim (My;(IR)).

De plus Im A € M3 ;(R), donc Im A = My (IR) donc Vb € M3 1(IR),b € Im A, donc Vb €
Mo 1(R) il existe un z (au moins) tel que Az = b.

Résoudre maintenant le systeme (5) et donner toutes les solutions lorsqu’elles existent.
Une solution :
x

T —x9 +x3 =10b1 PN 1 —T2 +x3 =b { T9 = —2x3 + by + 3by
—3x1 +4x9 —x3 = by +x9 +2x3 = by + 3b1 r1 = —3x3 + by + 4by
-3 by + 4by
S =3 —2 + ba + 3b1
1 0

Comme prévu, on obtient une infinité de solutions quel que soit b. Ces solutions s’écrivent comme
la somme d’un vecteur de Ker A et d’une solution particuliere de Az = b.

Montrer, sans calculs, que pour toute matrice C' appartenant & Moy o(IR), il existe une matrice Y’
appartenant a M3z 2(IR) telle que AY = C.
Une solution : D’apres la question précédente, on a

AY; =Cy

AYy = Cy S AY =C

vCy,Cy € Mg,l, Y1, Y, € ./Vl371 tels que {

Il existe donc Y € M3 2(IR) solution de AY = C' (on détermine Y colonne par colonne).

Déterminer les matrices Y € M3 5(IR) telles que AY = I5.
Une solution : On détermine Y colonne par colonne en résolvant les systemes :

() (2)

11 suffit donc d’appliquer les résultats de la question 1(d) avec ces deux seconds membres particuliers,
on obtient :

-3 4 -3 1
Vi=al|l =2 |+ 3], a=p| 2 |+ 1], vY=(1n ©a).
1 0 1 0

2. Soit P une matrice appartenant & Mp,(IR), @ une matrice appartenant a Mg,(IR)



(a) Quelle inclusion existe entre deux, parmi les trois, sous-espaces vectoriels suivants : Im P, Im Q
et Im PQ ? Démontrer cette inclusion.
Une solution : Tout d’abord, notons que Im P C M, (IR),Im @ € Mu(R),Im PQ C My (IR).
Il ne peut donc exister aucune inclusion entre Im Q et I'un des 2 autres sous-espaces vectoriels.
On va démontrer que Im PQ C Im P.
Y € Im PQ & 3X € Mp1(R) tel que Y = PQX.
Si on note X' = QX, alors X’ € My (R) et Y = PX’ donc Y € Im P

(b) En déduire que rang (PQ) < q.
Une solution : D’apres la question précédente, on a dim (Im PQ) < dim (Im P).
Or, le rang de P est majoré par le nombre de ses colonnes c’est a dire g. Donc rang (PQ) < q.

(c) En déduire que, si ¢ < p, il n’existe pas de matrice @ telle que PQ = I,,.
Une solution : Si PQ = I, alors ces 2 matrices ont le méme rang, donc rang PQ = p.
Or rang P(Q) < q < p. Donc il n’est pas possible que PQ = I,.

(d) Soit A une matrice quelconque appartenant a Mas(IR).

i. Montrer qu'’il n’existe pas de matrice X € Ma3(IR) telle que AT X = I3.

Une solution : II suffit d’utiliser la question précédente avec ¢ =2, p =3, P = AT et Q = X.
ii. En déduire qu’il n’existe pas de matrice Z € Ms2(IR) telle que ZA = I5.

Une solution : ZA =13 & (ZA)T = & ATZT = I3.

On a démontré qu’il n’existe pas de X € Ma3(R), tel que ATX = I3.

Il n’existe donc pas de Z € Mzz(IR) tel que AT ZT = I3 ou, ce qui est équivalent, ZA = I3.

Quelques remarques supplémentaires au sujet de cet exercice 2 :

Si A est une matrice carrée appartenant a My, (IR), et si A est inversible, alors il existe A’ telle que
AA' = A’A =1, et A" est I'inverse de A.

Maintenant, si A n’est pas carrée, par exemple A € My, (IR) avec ¢ < p, il n’est plus question de parler
d’inverse. En revanche, on peut se demander s'il existe des matrices A" € M,q(R) et A” € M,q(IR) telles
que AA" =1, et A”A =1,

On a démontré que A” n’existait pas. On pourrait démontrer que si rang A = ¢, alors A’ existe : on a fait
la démonstration dans le cas particulier de la matrice A de la question 1.

Dans le cas p < ¢, A’ n’existe pas. On pourrait démontrer que si rang A = p, alors A” existe.



Exercice 3
Soit E/ un espace vectoriel de dimension p et F' un espace vectoriel de dimension gq.
Soit u une application linéaire de F dans F'.

1. Soit &1, L2, ..., Z; des vecteurs de . On définit les propositions :
(P) (&1,29,...,2;) est une famille libre.

(Q) (u(Z1),u(Za),...,u(Z;)) est une famille libre.

Quelle implication vraie existe entre les propositions (P) et (Q) 7 Démontrer le résultat.
Une solution : On a (Q) = (P)

= u(la @y + aaFy + ... + ;7)) =0 car u(ﬁ) =0
= alu(fi’l) + agu(fz) + ...+ aju (_)J)
= om=am=..=0; =0 car (u(Z), ( 2), ..., u(Z;)) est libre

a1 + agdo + ...+ Otjfj =0

car u est linéaire

2. On suppose que le rang de u vaut r avec
O<r, r<p, r<aq.

Soit {fi,fé, o ﬁ:} une base de Im u.

(a) Montrer qu’il existe €1, €, ..., €. appartenant & E tels que

w@) =fi, uw@)=fo, .. , w@)=/fr et (€1, é,..,&) libre.

Une solution : Puisque (ﬁ, fé, vy ﬁ) appartiennent a Im w, il existe €1, é3, ..., €. appartenant a F

tels que u(ey) = fi,u(éé) = fo, e u(€r) = fr

De plus, en utilisant la question précédente, si (u(é}),u(€2),...,u(€,)) est une famille libre alors la

famille (€1, €3, ..., &) est libre.

(b) On note k la dimension de Ker u. Soit (€1, €'s, ..., €/x) une base de Ker w.
Montrer que £ = (€1, €, ..., €, €1, €9, ..., €';) est une famille libre.
Une solution :

—

18 + ..l + B+ 4 B =0 = w(ai@ + ...+ @+ i€ 1. + Brely) =0
= qu(@) + ... + u(@) + fru(eh)... + Buuley)
= oaqu(er) + ... + apu(é,) = 0
= a1ﬁ+...+arﬁ::6
= a1=..=0a,=0

-, —

On a utilisé successivement : u(0) = 0; w est linéaire; ey, ..., 'y, € Ker u; {f1,..., fr} base.
De plus

> > Y g0 . . .
{ a1e1 ot QrCr +Ble Lo + 5k6 k= 0 = ,816/1... —l—ﬁke/k =0= 51 =..= ﬁk =0

alz...:OéT:O

car {€/1,...,¢;} est une base (de Ker u).

(¢) En déduire que & = (€1, s, ..., €, €'1,€'9, ..., /i) est une base de E.

—

=0

Une solution : La famille (€1, €, ..., €., €1, €9, ..., €') est libre. De plus, elle contient r+ k vecteurs.

Or r =dim Im u et k = dim Ker v donc r + k = dim E = p.
Cette famille libre de p vecteurs est donc une base de E.

3. (a) Montrer qu’il existe ﬁH, f,:+2, ...,ﬁl tels que F = (fl,fé, e ﬁ,ﬁ+1, s f;]) soit une base de F.

Une solution : 11 suffit d’utiliser le théoreme de la base incomplete pour completer la famille libre

{f1. fa, ..., [} afin d’obtenir une base de F (qui est de dimension q).



(b) Déterminer la matrice A associée a u lorsque 'on munit E de la base £ et F' de la base F. On
pourra noter A par blocs dont on précisera la taille.
Une solution : On construit A colonne par colonne en écrivant les composantes de

w(E), ..., u(@)u(eh), ..., u(e’,) dans la base fi, ..., fr, frits - fo-

Comme u(&y) = fi,...,u(é) = fr et (¢1,...,¢'y) € Ker u, on obtient :
1 0 .. 0 0 .. O
01 0 00 .. 0 ,
. . q o q -r
: : I 0 I, matrice identité € M,.,

A=10 .. 0 1 0 0| = ( 0 " Ork > ol { 0,pmatrice nulle € M,
0 0 0 v Vdk 04rmatrice nulle € My,
: 0 04 rmatrice nulle € M,

0 0 O 0



