MT23 - P2017 - Test 1 - Corrigé

Exercice 1 Soit E un espace vectoriel sur IR. Soit (€7, €3, €3), une base de E.

Répondre aux questions suivantes.

Lorsque la réponse est OUI, donner une famille possible (on l’exprimera en fonction des vecteurs €7, €2, €3)
sans justifier.

Lorsque la réponse est NON, justifier soigneusement votre réponse en citant les résultats du cours utilisés.

1. Existe-t-il une famille de 4 vecteurs, liée et génératrice de £ 7
Une solution : OUI, par exemple la famille (€7, é5,€3,€1 + €2) : elle est liée car le 4éme
vecteur est combinaison linéaire des 2 premiers, elle est génératrice car sur-famille d’une
famille génératrice.

2. Existe-t-il une famille de 3 vecteurs, liée et génératrice de £ ?
Une solution : NON;, car la dimension de F est 3 (base de 3 éléments), donc une famille
génératrice possédant 3 vecteurs est une base, donc elle est libre.

3. Existe-t-il une famille de 2 vecteurs, libre et génératrice de £ 7
Une solution : NON, car dans un espace de dimension 3, toute famille génératrice a au moins
3 éléments.

4. Existe-t-il une famille de 2 vecteurs de FE, liée?

Une solution : OUI, par exemple (€1, 2¢}).

Exercice 2

1. On définit le sous-espace vectoriel de R? :
H = {(xlaxQ;xS) S ]R?,.ﬁUl — 2.’,U2 — T3 = 0}

(a) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de IR.
Une solution :
~ 0 € H donc H # 0.
— Soit ¥,y € H, (x1+y1) —2(x2+y2) — (x3+y3) = (21— 222 —23) +(y1 —2y2—y3) = 0+0=10
donc ¥+ vy € H.
— Soit £ € H, A € R, Ax; — 2 \x2 — Axz = A(x; — 229 —23) = A.0=0
donc A\¥ € H.
(b) Déterminer une base de H.
Une solution :
FeH o { = (21,22, 23) € R? o { T = (2x9 + w3, 12, T3) N { T =19(2,1,0) + x3(1,0,1)
r1 = 229 + 23 xo,x3 € R xo, 23 € R
Si on note U3 = (2,1,0),v, = (1,0,1), on vérifie que ¥, et Uy appartiennent a H, d’autre
part tout vecteur de H est combinaison linéaire de ces 2 vecteurs, donc la famille (07, ¥2) est
génératrice de H.
On vérifie que la famille (07, 73) est libre, en effet a1 v) + agty = 0= a1 =as =0 (ou on
peut constater qu’ils ne sont pas proportionnels).
Donc (73, 72) est une base de H.
2. Soit F un espace vectoriel sur K, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

(a) Quelle est la définition de E = F + G ?
Une solution :
VielE, e F, 372G, T=y+ 2.
(b) On suppose que (€7, €2, €3) est une base de E. On définit

F=vect <é,60 >, G=vect <é&3>.



i. Montrer que £ =F + G
Une solution : Quel que soit & € E, il se décompose sur la base {€1, €2, €3}, donc

T = a1€] + €y + a3e3 = (a1€] + a2€?) + aszes.
Ory=ai€) +tasér € F, Z=age3 € G,donc ¥ € F + G.

ii. Montrer que F NG = {0}.
Une solution :

T = a1 é’ 252 T = 04151 + 01252
reFNG & - _ < S . S =
T = Qz€3 a1€1 + asés — azez =0
T = 1€ + agés
a1 = ag = a3 = 0 (car la famille (€7, €3, €3) est libre)
Z=0.

3. On définit G = vect < (1,0,0) >

(a) Utiliser les questions précédentes pour démontrer que

R?=HaG.

Une solution : On reprend les vecteurs v; et ¥y de la base de H et on note 5 = (1,0,0).

Si on montre que (Uy, U2, U3) est une base de R? alors d’apres la question précédente on aura
R® = H + G et HNG = {0}, ce qui est la définition de R* = H & G.

La dimension de IR? est 3, donc il suffit de montrer que la famille (U, Ua,U3) est libre

Oéll_fl + 012172 + 043173 = 6 4 041(2, 1,0) + 042(1,0, 1) + 013(1,0,0) = (0,0,0)

200 +ay +az3=0
<~ a1 =0 S ap=ay=az=0.
a9 =0

(b) Soit Z = (1,2,3), déterminer ¥ € H, Z € G tels que ¥ = i + 2.
Une solution : On recherche aq, as, ag tels que £ = @101 +aotih+asvs. On obtient le systéme :

a1V + aolih + 33 =7 & 041(2, 1, 0) + 012(1,0, 1) + Oég(l, 0, 0) = (1, 2, 3)
200 +az +az=1

iS4 aq =2
a9 =3
Ct1=2
= as =3
a3:—6
Dot 7 = 2(2,1,0) + 3(1,0,1) = (7,2,3) et = (—6,0,0)

On aurait également pu poser § = (2y2 + yg,yg,yg) Z = (21,0,0) puis déterminer yo,ys, 21
tels que 7+ Z = (1,2, 3).

Exercice 3 Soit u une application de R? dans IR? telle que
u(wy, v, x3) = (21 + 72, T2 — T3).

1. Montrer que u est une application linéaire.



Une solution :
— Soit 7,7 € R?,
w(@+y) = ((@1+y1)+ (22 +y2), (x2+y2) — (23 +y3))
= ((w1+22) + (y1 +y2), (2 — 23) + (y2 — ¥3))
= (v1+ 2,22 —x3) + (Y1 +y2,y2 — ¥3) '
= u(Z) + u(y)
~ Soit # € R3, X € R,
u(AZ) = (Az1 + Azo, Azg — Ax3)
= (AM@1+ 22), A(w2 — 23))
= Ma1 +z2, 22 — 23)
= Au(Z)
. Donner une base de Ker u.
Une solution :
feKeru < ZeR?et { Tty =0
Tro — I3 = 0
s ZeR?et { e
T3 = T2
= ( :EQ,ZUQ,SL'Q)
& F=xy(-1,1,1)

On a bien (—1,1,1) € Keru donc Keru = vect < (—=1,1,1) >

C’est un vecteur non nul, donc une famille libre.

((=1,1,1)) est par conséquent une base de Ker u.

. Calculer I'image par u des vecteurs de la base canonique de IR?.

Une solution : «(1,0,0) = (1,0), «(0,1,0) = (1,1), u(0,0,1) = (0, —1).

. u est-elle injective 7 surjective ? (on justifiera soigneusement les réponses).

Une solution : Keru # {0} donc u n’est pas injective.

D’apres la question précédente, Imu = vect < (1,0),(1,1),(0,—1) > et Imu C TR? donc
dimImu < 2. ((1,0), (0, —1)) est clairement une famille libre, donc une base de Imu. On a
donc dimImu = dim R? donc Imu = R? et u est surjective.

. Donner la matrice A associée & w dans les bases canoniques de R? et IR?.
Une solution : D’apres les calcul de la question 3, on écrit facilement la matrice :

11 0
a=(o1 5)



