MT23-P2013 Test 1 : CORRIGE
Durée : 45mn.

Exercice 1  (baréme approximatif : 2 points)

Soit E et F' deux espaces vectoriels sur K et u une application linéaire de L(E, F'). Soit (U;)i=1,..p
une famille de p > 0 vecteurs de E.

1. Donner la définition du fait que la famille (U;)i=1,..p est génératrice de E.

Cf. cours : la famille (¥});=1,. , est génératrice de E,siVi=1,...,p ; € E et
Vi=1,...,pU; € E et

p
Vi € B, I(\i)iz1,..p € R tels que & =Y\t
=1

2. On suppose que u est surjective. Montrer que si (¥;)i=1,...p est génératrice de E, alors (u(T;)),_,
est génératrice de F'.
Cf. Prop. I1.1.4 : Notons déja que pour tout ¢ = 1,...,p, les u(¥;) appartiennent & F.

yeesP

Soit i dans F. u est surjective, donc il existe & € E tel que § = u(Z). Comme (¥;)i=1,. p est
génératrice de E, il existe p scalaires (X;)i=1,. , tels que : £ = >"P | \;%;. Par linéarité de u, il
vient : i = u(Z) = 37, Niu(7;). Done (u(7;));—; _, est génératrice de F.

Exercice 2  (baréme approximatif : 3 points)
Soit F' = {($1,$2,$3,I4) ERY/z) —xy+a3—24 =0 et xp+ 23+ 24 = 0}.

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de R*.

On montre aisément que :

—F#0,car0€ Fcar0—0+0—-0=0et 0+0+0=0.

— Soit # et  dans F, on pose £ = £+ 7 € R: Ona 21 — 20 + 23 — 24 = (1 + y1) — (22 +
Y2) + (23 +y3) — (za+ya) = (x1 — 22+ 23 —74) + (Y1 — Y2 + Y3 — y4) = 0+ 0 = 0. De méme
zo+z3+z4=(ro+x3+x4)+ (Y2 +ys+ys4) =04+0=0. Donc Z+ ¢y € F.

— Soit # dans F et A € R, on pose ¥ = .7 € R*. Onawv; —ve+vg—vg = Ny —zo+x3—24) =
A0 =0 et vy +v3+ vy =ANz2+ 23+ 24) = N0 =0. Donc \.Z € F.

2. Donner une base {fi,..., fx} de F et la dimension de F.
On remarque déjd que nécessairement k < 4 car dim F' < dimR* = 4.

. r1— T x3—x4 = 0
PeF 1 2+ x3 4
Tot+ax3+x4 = 0
r = -2z
{ 1 3
Ty = —T3— T4

<~ fza}g(—Q ,—1,1 ,0)4—1‘4(0 ,—1 ,0,1)
= fEVect<fl;f2>, ol
fi=(=2,-1,1,0)et fo=(0,—1,0,1).
On vérifie que fi et fg appartiennent bien a F. Ceci montre que ( ﬁ, fé) est génératrice
de F.
On vérifie que ( ﬁ, fé) est libre : soit A1, A2 dans R tels que Ay fi + A2 fé = 0. Les deux dernieres

équations impliquent immédiatement que A; = Ay = 0.
On en déduit que (fl, ﬁ) est une base de F' et que dim F' = 2.



3. Soit g1 = (0,0,1,0) et go = (0,0,0,1). Montrer que {fi, A f;;} U{g1, G2} est une base de R™.
Comme B = {f1, fo} U{d1, 72} contient 4 éléments et que la dimension de R* est 4, il suffit de
montrer que B est libre, ou que B est génératrice (cf. Prop 1.2.7). Montrons que B est libre :
soit A1, A2, A3, A4 dans R tels que )qfi + )ngé + X391 + Ao = 0. Ceci implique que :

2\1 = 0
A=A = 0
AM+A3 = 0
X+ = 0
Ceci implique que A; = 0 pour tout ¢ = 1,...,4. Donc B est libre, c’est une base.
Exercice 3 :  (baréme approximatif : 5 points) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et

sotent F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. (a)

(b)

Donner la définition de F'+ G.

F—i—G:{EGE\3f€Fet3§€Gtelsquefzf+§}.

Montrer que F NG est un sous-espace vectoriel de E.

On montre que :

~ FNG #,car 0 € F et 0 € G, car ce sont des sous espaces vectoriels.

— Soit Z et i dans F N G, soit A et p dans IR. Comme F' est un sous espace vectoriel et
que ¥ et i sont dans F';, A¥ + iy € F. De méme pour GG, donc A% + pi est aussi dans G.
Donc \Z + py € FNG.

2. On suppose que FNG = {5} Soit F = {f_i,ﬁ, .. .,ﬁ,} une base de F et soit G = {g1,G2,-..,Jq}
une base de G.

(a)

Montrer que B=F UG = {f},ﬁ,...,f,}}u{§1,§2,...,§q} est une base de F & G.
R_?marquons d’abord que F' et GG sont bien en somme directe car on a supposé que FNG =
{0}. B
Montrons que B est génératrice de F' @ G : tout d’abord, remarquons que les f; et les g
appartiennent bien a F & G, car ﬁ = ﬁ +0 € F @G (de méme pour les g;). Ensuite, soit
Z € F® G, donc il existe fe F et §§ Cj tels que T = f—i— g (ils sont méme uniques, car
la somme est directe). Comme F = {fi, fa,..., fp} est une base de F' (donc génératrice de
F), il existe p scalaires «; tels que f =3P o ﬁ De méme, il existe g scalaires 3; tels que
g= Z?:l B;g; Il vient donc : &= >"F | oziﬁJrZ(}:l Bjg; € Vect (B), donc B est génératrice
de F & G.

Montrons que B est libre : soit p scalaires (a;)i—1,.., et ¢ scalaires (8;)i=1,..,q tels que
P o fi + > =1 B;g; = 0. Ceci implique que § = >7_, o f; = — 91 8;gj, donc § est
dans F et dans G. Comme F NG = {6}, ceci implique que ¢ est nul, donc > 0, o fi =0,
ce qui implique que tous les «; sont nuls car F est libre. De méme, Z?Zl Bjg; = 0, ce qui
montre que les 8; sont nuls car G est libre.

Conclusion : B=F UG = {fi,ﬁ,...,f};}U{ﬁl,ﬁg,...,gq} est une base de F & G.

En déduire la relation qui relie les dimensions de F & G, de F' et de G.

D’apres la question précédente :

dim(F&® G) =p+q=dimF +dimG. (1)

3. On ne suppose plus que FNG est égal a {6} On appelle A un supplémentaire de F NG dans F
(c’est-a-dire que F = A® (FNG)).



(a)

Montrer que AN G = {0}.

Soit £ € ANG. & est dans A C F' et est dans G, donc & est dans F' N G. Mais cela signifie
que F est dans A et dans F'N G, dont I'intersection est réduite & {0} (car A et F NG sont
en somme directe). Donc Z = 0.

Conclusion ANG = {0}.

Montrer que F+ G = A+ G.

On travaille par double inclusion.

Montrons d’abord que F'+ G C A+ G. Soit & = f—i— g dans F + G (ou fe F et g€ GZ.
Comme F = A@ (FNG), cela signifie qu’il existe_’c_i € Aet he FNG tels que f =ad+ h.
Donc ¥ = (d+h)+g=d+ (h+g) € A+ G, car h et g sont dans G.

Montrons maintenant que A+ G C F+G. Soit ¥ =ad+g§€ A+ G (oud € Aet g€ Q).
Comme AC F,doncZ=d+g€ F+G.

Déduire du fait que F = A® (FNG) et que F+ G = A® G la relation qui relie les
dimensions de F' + G, de F, de G et de FNG.

On a montré aux questions ??) et 7?7) que F'+ G = A @ G. D’apres I'équation (?7?), on en
déduit que dim(F + G) = dim A 4+ dim G.

De plus, comme FF = A® (FNG), on adimF = dimA + dim(F NG), donc dim A =
dim F' — dim(F N G). On obtient finalement :

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G). (2)



