MT23 - A2023 - Test 1

NOM :
PRENOM :

Groupe ou horaire de TD :

Durée 30 min - Baréme approximatif (;; ). Les exercices 1, 2 et 3 sont indépendants.
La rédaction est trés importante, rédigez et justifiez clairement vos réponses ou démonstrations !

Exercice 1 On se place dans I'espace vectoriel Ps, I’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur
ou égal & 2, et on note (po, p1,p2) sa base canonique (on rappelle que py(t) = t*, vt € Ret k = 0,1
ou 2).

Soit F = {p € P2/p(0) = 0} et G = {p € Pa/p’ = 0p,} (o0 p’ désigne la dérivée de p et Op, le
polynéme nul de Ps).

1. Montrer que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de Pa.

2. Déterminer une base et la dimension de F' et G.

3. Montrer que F & G = Ps.
Correction.

1.(a) — Op, € F donc F # 0.
— Soient p et g € F, (p+¢)(0) = p(0) + q(0) =0 donc p+q € F.
— Pour tout p € F et A € R, (Ap)(0) = Ap(0) = 0 donc Ap € F.

En conclusion F' est un sous-espace vectoriel de Ps.

(b) — 0p, € G donc G # 0.
— Pour tout pet ¢ € G, (p+¢q) =p' +¢ = 0p, donc p+q € G.
— Pour tout p € G et A € R, (A\p)’ = A\p’ = 0p, donc \p € G.
Ainsi, on en déduit que G est également un sous-espace vectoriel de Po.

2. (a) Soit p € F alors p admet la décomposition suivante dans la base canonique de Py :
p = asps + a1p1 + agpo, avec as,a; et ag € RR.
On a donc
peEF < p(0)=0 < ag=0 & p=asps+ aip1.
p1 et py € F, donc on en déduit que F' = vect(py, p2). La famille (p1,p2) étant une sous-
famille de la famille (pg, p1, p2) qui est libre alors (p1, p2) est une famille libre. On en conclut
que (p1,p2) est une base de F' et que dim (F) = 2.
(b) Soit & présent g € G alors ¢ admet la décomposition suivante dans la base canonique de P :
q = bapo + bip1 + bopg, avec bo, by et by € R.
On a donc
q€G & ¢ =0p, & bapy+bip) +bopy =0p, < bap1 + bipo = Op,.
La famille (pg, p1) étant libre alors by = by = 0. D’ou
g€ G < q=Dbopo.

po € G donc G = vect(pg) et comme py # Op, alors la famille py est libre. Ainsi pg est une
base de G et dim (G) = 1.



3.

D’apres la question précédente on a dim (F') + dim (G) =2+ 1 =3 = dim (P»).
Il nous reste a montrer que F'NG = {0p, } :
De plus soit p € F'N G alors il existe a9, a1 et ag € R vérifiant

P = az2p2 + aip1 + aogpPo p = az2p2 + ai1p1 + appo
peFNG & peF & ap=0 < p=0p,,
peG a1 =ag =0

On a bien FNG = {0p,} et donc FF & G = Ps.

Exercice 2 Soient v; = (1,1,1), va = (—1,0,1) et v3 = (0,2, 0) trois vecteurs de IR? et u I"application
de IR? dans IR? avec

= W o

u(xy, xe, x3) = (v1 + w3, 2we + 323, 11 + 372) Vo = (x1, 9, x3) € R3.

Montrer que la famille (v1,v2, v3) est une base de IR3.
Montrer que u est une application linéaire.
Montrer que (u(v1),u(vs),u(vs)) est une base de Imwu.

Que peut-on en déduire sur u?

. On considere A1, Ay et A\3 € IR vérifiant

Al — A =0

AU1 + Aovg + A3v3 =0 & A1 +2X 3 =0
Al HAe =

Al — A =0

=4 Ao +2X 3 =0

2o =0

Ainsi, la famille (v1,v2,v3) est libre et forme bien une base de IR? car cette famille libre est
constituée de 3 vecteurs de IR®.

. Soient x = (1, 29, 23) et y = (y1,%2,y3) € IR?, alors

ulx+y) = ((z1+y1) + (23 + y3),2(x2 + y2) + 3(x3 + y3), (1 + y1) + 3(x2 + y2))
= (x1 + x3,2w2 + 3x3, 21 + 322) + (Y1 + y3, 2y2 + 3y3, y1 + 3y2) = u(x) + u(y).

De plus, soit = (1,22, 23) € IR3 et A € IR, alors on a
u(Az) = (Az1 + Axs, 2 Az + 3Ax3, Az + 3Axe) = A(x1 + 23, 222 + 323, 1 + 322) = Au(z).

En conclusion, u est bien linéaire.

Comme (v1,v2,v3) est une famille génératrice de IR? et que u est linéaire alors ,d’apres le cours,
la famille (u(v1),u(v2),u(vs)) est une famille génératrice de Im u. De plus on a

u(vy) = (2,5,4),
u(ve) = (0,3,-1),
u(vs) = (0,4,6).



4.

Il reste & montrer que la famille (u(v1), u(ve), u(vs)) est libre. Pour ce faire, on consideére Aj, Ay
et A3 € R vérifiant

2\ =0
Aru(vy) + Au(ve) + Asu(vs) = 0 < 51 +3XAy +4A3 =0
401 —Ao +6A3 =0
Al =
& 22X3 =0
—Xo +6A3 =0
<~ )\1 = )\2 = )\3 =0
Donc la famille (u(v1),u(v2),u(vs)) est libre. En conclusion la famille (u(v1),u(v2), u(vs)) est
une base de Im .

D’apres la question précédente dim (Imu) = 3 = dim (IR?) et donc Imu = IR3. Ainsi u est
surjective.

Exercice 3 Soit u application linéaire de IR? dans R? telle que

L

u(z1, 2, x3) = (221 + X2, 21 — T2 + 3) Vo = (z1,72,73) € R>.

Sans calcul, dire si u peut étre bijective.
Déterminer une base de Ker u.
u est-elle injective ?

On note (ey, e2, e3) la base canonique de IR? (a savoir e; = (1,0,0), e = (0,1,0) et e3 = (0,0,1))
et (f1, f2) la base canonique de IR? (& savoir f; = (1,0) et fo = (0,1)). Ecrire la matrice A
représentant 'application u dans les bases canoniques de IR? et IR? (on expliquera comment A
est construite).

. Si u est bijective alors 'image par u de la base canonique (e, e, e3) de IR? est une base de IR

Or (u(ey), u(es), u(es)) ne peut étre une base de IR? car elle contient 3 vecteurs et dim (IR?) = 2.
Si u est bijective alors IR® et IR? sont isomorphes et donc dim IR? = dim IR?, ce qui est
impossible.

Ainsi u ne peut pas étre bijective.

. On a les équivalences suivantes :

B 2x1 + x2 =0
xEKeru@u(x)—Oﬁ{wl_m_Fxg _0
<:>{$2 :—2.%'1
r3 = —3x1

& x=(x1,—221,321) =21 (1,-2,-3).

=v

v € Keru donc Keru = vect(v). De plus le vecteur v n’est pas le vecteur nul de IR donc la
famille (v) est libre et forme donc une base de Ker u.

3. Comme Keru # {(0,0,0)} alors u ne peut étre injective.

4. Pour déterminer A on s’intéresse aux vecteurs

u(el) = (2, 1) =2f1 4+ fo, u(eg) = (1, —1) = f1 — fo, u(eg) = (0, 1) = fo.



Ainsi on obtient ’expression suivante pour la matrice A

u(er) wulez) wu(es)

A= 2 1 0 fi
<1—1 1> o



