
Correction Final MT23 A23

Exerciel

1
. (a) A - 2 = VUT = (u ,

v ... unv) = (vo =

u , v, uv,... un v ,

C I : i (
u, un Un ... Un Un

↳ toutes les colonnes sont proportionnelles à V (ou les Lignes à UT)
donc rang(A-2I) E1 et VUTO can UctV nonnuls donc rang = 1

(b) trace (A) = trace (CI + UT) = Arac (2) + Arace (VUT)
= trau(21) + trav (UTV)
= 2n + j

(c) D'après (a) ,
dim Ker (A-21) = n-1

donc 2 est valeur propre de multiplicité , n-1

trace A = somme des valeurs propres = 2 (n - 1) + 2 + 2

Donc, si = o 2 est valeur propre de mult . n

si U + 0 2 - - - n - 1

2 + 8
- - - 1

(d) A est diagonalisable dim VJi = mult (di) i = 1,..., ↑
Si v = 0

,
dim Vz = n-1 #muet(2) = 4

donc A n'est pas diagonalisable
Si Vo

,
dim V2 = -1 = muet (2)
dim V= 1 = muet(+) ca ral. pr . simple

donc A est diagonalisable

2. Av = (21 + VUT)V = 2V + VUTV = 2V + UV = (2 + 0)V & V 0

donc V est vect.pr. de A associé à 2 + r

3 . (a) Ay = 24 + VUTY = 24

(b) AE = 27 + VUTz = 2z + V

4. (a) Si U = 0, AV = 2 V. Deplus ,
A = 24 ef Az = 2 + V

.

En a 3 recteurs dans un espace de dimension 3, il reffit de montrer que
la famille est libre :

2y + BV + 8z = 0

=> (A -21)Y + Blaz +Ar

-
= 0

=> VV = 0

=> V = 0caV + 0

=> 24 + BV = 0

=>a = B = 0 car (Y , V) est une famille libre
donc la famille est libre et c'est une base

(b) Ap = A(Y Vz) = (AY AV Az) = (2Y 2V2 +V)

= (P(b) p())o( j)) = p(82)



(c) i
.

AP = PT Es A = PTP-

x = Axz) x = PTP
-
x

E P -x = TP
-

x

(= z = 1 où z = P"x-

3
E) z, = 231 ⑦

S 3'z = 2 32 + 33 ②

3'z = 233 ③

i
. 0 : 3 , (t) = C ,

et

③ : 33(H = Cze2t

0 : 3 ch (H = Celt
32p(t) =

<telt
· zip (H = (4 +2(t)c2

2t
0 = ( +2(t) cht = 22 + ch + Csc

=>G = Cz
d'oi 32 (t) = (C2 + (3t)cht

Excecile 2

1. dim A + dim Im= dimMn, d'après le théorème du rang
( kAn ImA())Ax = 0

y +qx = Ay
=> Ay = 0 = (Ay = 0 => (x = 0 => u= 0

+0

donc Ku A 1 Im A = 20]
on a bien u Im = Mn,

2 . dim Im A = n-din Ku A= q = n - p
La famille a n éléments

,
il suffit de montrer qu'elle est libre :

L ,, + ... + CpEp + B , E , + ... + Bq Eg = 0

=> C ,, +... + <pEp = - B , Ei - ...
- BqEg

-- -
E Ku A E Im A

AIm A = 103 => G
4

, E 1 + ... + <p &p = 0

B , E, + ... + Bqdg = 0

=> ↳ = ... = <p = 0 car (E , ..., Ep) LibreS B1 = ... = Bq = 0 Car (E,,..., Eq) libre

3. Ke = u (A-0) = Vo donc o est valeur propre de multiplicité, p
E =MAE) Sy +qAY= => Au = Aly = Ay =<

i. e. Ax = xx

donc Im = (A-1) = Va et Lest valeur propre de mult., q.

4
. p + g = n donc 0 al . pr.

de mult . p et dim Vo = p = mult(0)
&

- 9 dim V2 = g = muet(x)
donc Art diagonalisable



Exercice 3

1
. (a) (ATA) = AT (A = AA donc ATA st symétrique

TAT = (ANTA = /AUL0 fr

nT AT An = 0(=> An = 0 ( ) n ,
=0(> x = 0

E x1 + x2 = 0

x2 = 0

donc ATA estcymétrique difinie positive Us valeurs propres sont > o

et ATAE M2
. 1 donc elle a valeurs propres > 0 J

, et Je

(b) A+ A = (j ! i) ( ! i) = (ii)
der (ATA- (1) = (2-1)" - 1 = (3-1) (1-6) donc

1 = 3 of 62 = 7

(c) (AT A - 31) = 0( - y ,
+ yz = 0 (s Y = y , ( !)

(A + A - 1) Y = 0( y ,
+y) = 0 Es Y = y , (i)

Les 2 vecteurs sont orthogonaux, il suffit de les normer :

v
.

= () et ve=
C

. (9) :+U = 1 (avi) (AVI) = 7 Vitri = 1 vijiVi = 1

di

↳ (A(A)= AAK
=N En e

(b) 110311 = 1

EU,
TUs = . = () un = ren

U
,

T
Uz = 0

a) + b) + c) = 1

soit Un = (3) alors a +2b + c = 0S s Un=
a - c = 0

(c) (U ., U
,Us) est une famille orthonormée, donc libre, de 3 recteur dans

un espace
de dimension 3

,
c'est donc une base.

3
. (a) Les matrius Uet V ont leurs colonnes orthonormées, ce qui est la définition

d'une matrice orthogonale.

(b) A = UIVT (=> I = UT AV
... il faut calculer ...

E = (0)



Exercice 4

1
. (a) e , =

all

fc = y + de , +
g

< 72 ,
e

, > = 0 i. c. < = - Ly , e, >

en==seell
(b) x =(/x(le) => < x

,> = /// (, e .) = ull
d'oc n = (x

,
e , > e

y = 11y - <y ,>c, le + (y ,
e , >e,

=> (y , e) =1y - y ,
e ,>c , ll(e , (2) + <y , e>2) = 11y - (y ,

e , >e , l
-

= 1 = 0

d'où y = <y ,> e + <y ,
e , >e,

(c) x = oc ,
et y = u, c , +1222

Cauchy-Schwartz : , Il IIy/12
d'an juon)Mo (1,+Mi) Mi =u! +Mi car1o + 0

2. Si la famille est libre
,

on a forcément 2 0 donc l'inégalité est stricte

3. Il faut donc que ( , y) ne soit pas libre, i
.c. a et y colinéaires


